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Rozdziatl 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Tematem pracy sa metody uczenia sztucznych sieci neuronowych w oparciu o zmodyfiko-
wane twierdzenie Kolmogorowa. Nazwa tych sieci o specyficznej strukturze pochodzi od
nazwiska wybitnego matematyka rosyjskiego A. N. Kolmogorowa, ktory w latach piec-
dziesigtych ubiegtego wieku podal twierdzenie o teorii ciggltych funkcji matematycznych.
Twierdzenie Kolmogorowa zaktada, ze funkcje ciagty wielu zmiennych mozna przedstawic
w postaci sumy funkcji jednej zmiennej [1].

Twierdzenie to okazalo si¢ przydatne w teorii sieci neuronowych poniewaz opierajac sie
na nim, mozna udowodnié, ze sie¢ neuronowa moze aproksymowaé¢ funkcje ciggly. Kazda
funkcja ciggta zdefiniowana na n-wymiarowej kostce Euklidesa moze by¢ aproksymowana
przez sume funkcji ciagtych jednej zmiennej, natomiast funkcji jednej zmiennej odpowiada
funkcja aktywacji w kotmogorowskiej sztucznej sieci neuronowe;j.

Prekursorem twierdzenia Kotmogorowa o funkcjach ciaglych jest amerykanski mate-
matyk Hilbert [23], ktéry podal tak zwany trzynasty problem dotyczacy funkcji rzeczy-
wistych - "udowodnij, ze funkcja ciagta trzech zmiennych nie moze by¢ reprezentowana
przez funkcje cigglta dwoch zmiennych”. Kotmogorow podjat ten temat i udowodnit, ze w
matematyce nie ma funkcji cigglych wielu zmiennych na zbiorze zwartym, ktorych nie da
sie przedstawi¢ w postaci sumy funkcji jednej zmiennej. Z powyzszego wynika, ze sztuczna
sie¢ neuronowa typu kotmogorowskiego ma specyficzng strukture wyznaczona przez twier-
dzenie Kolmogorowa. Amerykanski uczony Hecht-Nielsen [7],[8] jako pierwszy dowiddt, ze
sie¢ tego typu mozna zastosowaé w technice obliczeniowej. Kurkova [27] potwierdzila to
zatozenie i przedstawita sie¢ kolmogorowska w postaci klasycznej sieci sigmoidalne;j.

Twierdzenie Kolmogorowa mowi o przedstawieniu dowolnej funkcji ciagtej n zmiennych

h wzorem [1]
2n+1 n

h(z1,..xp) = Z gq(z foa(@p)) (1.1)

gdzie g i f sa odpowiednio nazywane funkcjg zewnetrzna i wewnetrzna.

Twierdzeniu Kolmogorowa odpowiada sie¢ neuronowa przedstawiona w dalszej czesci
pracy.

Twierdzenie Kotmogorowa w oryginalnej postaci nie nadaje sie¢ do obliczen numerycz-
nych, gdyz orzeka ono tylko o istnieniu funkcji f,, ale nie mowi jak te funkcje znalez¢.
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Aby okredli¢ funkcje f, , nalezy przyja¢ odpowiednia strukture sieci (liniows, catkowito-
liczbowsa, potegowa). Aby okredli¢ funkcje g, nalezy sie¢ wytrenowac.

Autor zaproponowal w pracy nastepujaca metode uczenia zmodyfikowanej (przez przy-
jecie odpowiedniej struktury) sieci neuronowej kotmogorowskiej; polega ona na

1. przyjeciu jako wewnetrznych funkeji f, , liniowych, potegowych i catkowitoliczbo-
wych tak, aby zapewni¢ zbieznos¢ algorytmu;

2. okresleniu zewnetrznych funkeji g, na podstawie danej aproksymowanej funkcji h.

Zmodyfikowanemu twierdzeniu Kotmogorowa odpowiada sie¢ neuronowa rozwazana w
dalszej czesci pracy.

D. A. Sprecher pierwszy dokonal udanej préoby modyfikacji twierdzenia Kolmogorowa,
polegajacej na okresleniu funkcji wewnetrznej i podal algorytm uczenia sieci kotmogorow-
skich [7],[8]. Algorytm ten jest jednak skomplikowany i trudny w realizacji, a sie¢ sktada
sie z dwoch warstw, co utrudnia obliczenia. Inny algorytm przedstawiony przez Igelnika [6]
uzywa do modelowania i uczenia sieci neuronowej funkcji sklejanych i jest jeszcze bardziej
skomplikowany od algorytmu Sprechera. Kurkowa udowodnita aproksymujace wtasnosci
sieci kotmogorowskich, ale nie podala algorytmu ich uczenia [27].

Autor niniejszej pracy zmodyfikowal twierdzenie Kotmogorowa [34],[36], przez wpro-
wadzenie funkcji liniowej, potegowej lub catkowitoliczbowej jako funkcji wewnetrznej
fp.q- Umozliwito to budowe metod numerycznych, ktére sa proste w obliczeniach, dobrze
zbiezne i o dowolnie matym btedzie aproksymacji. Metody te sa oparte o:

1. zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa (liniowa, potegowa funkcja wewnetrzna)
oraz o:

2. zmodyfikowane indeksowane twierdzenie Kolmogorowa (catkowitoliczbowa funkcja
wewnetrzna).

W metodach tych btad aproksymacji uwzglednia zaréwno btad uczenia jak i btad uogol-
nienia [36]. Z rozwazan w [36] wynika ze:

1. blad catkowity mozna zmniejszy¢ przez zwiekszenie liczby probek uczacych;

2. w sieciach kolmogorowskich nie ma optymalnej liczby prébek uczacych, co rézni je
od klasycznych sieci sigmoidalnych (w ktérych mozliwe jest przeuczenie);

3. im wiecej przyjmuje si¢ probek uczacych tym mniejszy staje si¢ btad aproksymacji;

4. btad aproksymacji zalezy od zmiennosci funkcji aproksymowanych; im mniejsza jest
zmiennos¢ tym mniejszy jest btad.

Algorytmy uczenia sieci neuronowej w oparciu o zmodyfikowane indeksowane twierdzenie
Kotmogorowa przedstawiono w formie schematu blokowego i kodu zrédtowego w jezyku
Delphi. Podane algorytmy moga mie¢ zastosowanie przy realizacji i uczeniu sieci typu Kot-
mogorowa, ktora jest siecig nieliniowa, niesigmoidalna, dwuwarstwowa o dowolnie matym
bledzie aproksymacji. Modeluje ona obiekty rzeczywiste i moze by¢ zastosowana przy
identyfikacji nieliniowych obiektéw dynamicznych. Sie¢ ta przewyzsza jakosciowo sigmo-
idalne sieci neuronowe poniewaz jest prostsza w realizacji (prosty algorytm) i w procesie
uczenia.
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Klasyczna sie¢ neuronowa wymaga zastosowania skomplikowanych algorytmow ucze-
nia, takich jak metody gradientowe i metody propagacji wstecznej. Proponowane przez
autora algorytmy uczenia sieci sa prostsze numeryczne i prowadza do znacznego skrocenia
obliczen.

Na podstawie podrecznika S. Osowskiego [3] sporzadzono tablice 1.1 réznych rodzajow
algorytmow uczacych, ktoére sa stosowane dla roéznych sieci neuronowych. Z podanego

Rodzaje sieci Algorytmy uczenia

Wielowarstwowe (sigmoidalne) | Propagacja wsteczna, metody gradientowe,
metody najwigkszego spadku,
Fahlmana, metody zmiennej metryki

Kotmogorowskie Kotmogorowski
Radialne Propagacja wsteczna
Rekurencyjne Rekurencyjna metoda propagacji wstecznej,
Fahlmana, Williama-Zipsera
Samoorganizujace Kohonena, k-usrednien, tagodnego wspoétzawodnictwa,
gazu neuronowego, reguta Hebba
Rozmyte Propagacja wsteczna, samoorganizacja,

metoda tablicowa

Tablica 1.1: Sieci i algorytmy

zestawienia wynika, ze w klasycznych sieciach sigmoidalnych najczesciej stosowane sg
algorytmy propagacji wstecznej, metody gradientowe i algorytm najwickszego spadku.

Wedltug S. Osowskiego [3] wyrdznia sie nastepujace rodzaje sztucznych sieci neurono-
wych:

1. ze wzgledu na kierunek przeptywu informacji: jednokierunkowe, rekurencyjne;
2. ze wzgledu na liczbe warstw: jednowarstwowe, wielowarstwowe;

3. ze wzgledu na przyjety model matematyczny: sigmoidalne, radialne, kotmogorow-
skie;

4. ze wzgledu na sposdb organizacji: sieci uczone i samoorganizujace;

ot

. ze wzgledu na model logiki: o logice klasycznej i rozmytej.

Sztuczne sieci neuronowe maja szerokie zastosowanie w nauce i technice. Informatyka i
sztuczna inteligencja to jeden z gtownych obszaréw ich eksploracji. Sztuczne sieci neuro-
nowe moga mieé¢ nastepujac zastosowania [25]:

1. jako klasyfikatory neuronowe;
2. neuronowe pamieci asocjacyjne;
3. opisy wlasciwosci obiektow i poje¢ ze swiata rzeczywistego;

4. neuronowe bazy wiedzy.
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W literaturze technicznej i biomedycznej wymienia si¢ jeszcze nastepujace obszary za-
stosowan sztucznych sieci neuronowych: sa to biocybernetyka i modelowanie neuronowe,
aproksymacja obiektow rzeczywistych, identyfikacja systemow, rozpoznowanie i przetwa-
rzanie obrazow.

Sieci kolmogorowskie réznia sie od klasycznych sieci sigmoidalnych nastepujacymi ce-
chami. Sie¢ kolmogorowska ma strukture wyznaczona przez twierdzenie Kolmogorowa.
Zasadniczg funkcje pelnig w niej neurony z realizowang wewnetrzna i zewnetrzng funk-
cja aktywacji. Budowe takiej sieci neuronowej zaczyna si¢ od catosci struktury to jest
od zadanej liczby warstw i liczby neuronéw w warstwach przechodzac do pojedynczych
neuronoéw, natomiast przy budowie sieci sigmoidalnej proces przebiega odwrotnie od pro-
jektowania elementarnych komorek z funkcjg sigmoidalng do okreslenia struktury catosci
sieci neuronowej. W sieci neuronowej kotmogorowskiej w miejscach wag wystepuja we-
wnetrzne funkcje aktywacji f, , 1 wagi sa niejako ukryte, podczas gdy w sieci sigmoidalnej
wagi pelnig wazng role i sa widoczne.

Uczenie sieci kolmogorowskiej polega na okreslaniu zewnetrznych funkeji aktywacji g,
przy ustalonych wewnetrznych funkcjach aktywacji f,, (state ”ukryte” wagi), natomiast
uczenie sieci sigmoidalych polega na wyznaczeniu wag przy ustalonych funkcjach aktywa-
cji. Sieci kotmogorowskie sktadaja si¢ z dwoch warstw, natomiast sieci sigmoidalne sa o
dowolnej liczbie warstw i maja strukture bardziej elastyczna (np. rekurencyjne). W sie-
ciach sigmoidalnych sygnaly wejsciowe i wyjsciowe sa ograniczone do zakresu [0,1] lub
[-1,1], a w sieciach kolmogorowskich sygnaty wejsciowe sa z zakresu [0,1] a sygnaly wyj-
Sciowe z zakresu [minimum h,maximum h] (h - aproksymowana funkcja).

Tabela 1.2 przedstawia zalety 1 wady sieci kolmogorowskiej.

Zalety Wady
Proste metody uczenia Potrzebna duza pamiec¢
na funkcje aktywacji
Prosta implementacja metod Mato elastyczna struktura sieci

identyfikacji obiektéw dynamicznych
Uniknigcie metod gradientowych
1 propagacji wstecznej
Modelowanie funkcji
nierézniczkowalnych (z ostrzami)

Tablica 1.2: Zalety i wady sieci kotmogorowskiej

Literatura dotyczaca sztucznych sieci kotmogorowskich jest bardzo uboga w przeci-
wienstwie do obszernego pismiennictwa o klasycznych sieciach sigmoidalnych. Nieliczne
prace prezentuja Sprecher [7],[8], Igelnik [6] i Kurkova [27]. Autor tej pracy zmodyfiko-
wal twierdzenie Kolmogorowa (przez wprowadzenie funkcji wewnetrznej: liniowej, catko-
witoliczbowej, potegowej) 1 podal wzory prostych i tatwych w obliczeniach algorytmow
numerycznych shuzacych do uczenia zmodyfikowanych sieci kohmogorowskich.

Tematyka dalszych rozdzialow jest nastepujaca.

W rozdziate drugim przedstawiono sigmoidalng sie¢ neuronowa w aspekcie identyfikacji
i aproksymacji funkeji ciaglej. Rozdzial trzeci jest opisem sieci kolmogorowskiej [1] oraz
przedstawieniem algorytmu numerycznego uczenia sieci wedtug Sprechera [7] , [8]. Roz-
dzial czwarty traktuje o sposobie modyfikacji twierdzenia Kotmogorowa. W rozdziale tym
przedstawiono oryginalng koncepcje majaca na celu utworzenie prostych i tatwych w obli-
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czeniach metod numerycznych uczenia sieci neuronowych. W rozdziale czwartym jest tez
analiza zbieznosci skonstruowanych algorytmow w oparciu o zmodyfikowane twierdzenie
Kotmogorowa i btedy aproksymacji funkcji dla réznych sieci: liniowej, potegowej i in-
deksowanej. Rozdziat piaty przedstawia opisy metod i algorytméw numerycznych autora.
Takze podane sa warunki zbieznosci algorytméw uczenia sieci . Rozdziat szosty przed-
stawia badania eksperymentalne systemow statycznego i dynamicznego Hammersteina i
Wienera, w ktérych zastosowano zmodyfikowana sie¢ neuronowa kotmogorowska w celu
identyfikacji obiektoéw nieliniowych oraz poréwnano algorytmy autora z algorytmem A.
Janczaka.

1.2 Teza i cele pracy

Teza pracy jest:

Zmodyfikowane twierdzenie Kolmogorowa umozliwia konstrukcje sieci neuronowych,
nazywanych kolmogorowskimi oraz utworzenie metod uczenia sieci w szybszy i prostszy
sposoéb w poréwnaniu do istniejacych obecnie algorytméw trenowania sieci.

Wiaze sie to z opracowang modyfikacjg twierdzenia Kotmogorowa na potrzeby obliczen
numerycznych oraz identyfikacji szerokiej klasy systeméw w automatyce, trudnych do
identyfikacji innymi algorytmami.

Autor realizuje to zatozenie przez modyfikacje twierdzenia Kolmogorowa o funkcjach
wielu zmiennych, co umozliwia osiggniecie zamierzonych celéw.

Celami pracy sa:

1. modyfikacja twierdzenia Kolmogorowa i utworzenie na jego podstawie zmodyfiko-
wanych kotmogorowskich sieci neuronowych;

2. utworzenie metod numerycznych uczenia sieci neuronowych w oparciu o zmodyfiko-
wane twierdzenie Kotmogorowa;

3. implementacja algorytmu indeksowanych sieci kotmogorowskich do aproksymacji i
identyfikacji obiektéw statycznych i dynamicznych Hammersteina i Wienera;

4. poréwnanie sieci sigmoidalnych i kotmogorowskich z wykazaniem ich wad i zalet.
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Aproksymacja za pomoc3g sieci
neuronowych

2.1 Wprowadzenie

Sztuczne sieci neuronowe sa inteligentym instrumentem matematycznym stuzacym miedzy
innymi do rozwigzywania problemu aproksymacji. Posiadaja one zdolnos$¢ przyblizania
funkcji cigglych. Za pomoca wzoréw matematycznych jedne wielkosci zastepujemy przez
inne wielkosci prostsze i bardziej dostepne przy opisywaniu obiektow wielowymiarowych.
Oznacza to, ze w trakcie procesu uczenia kazda funkcje ciagta mozna przyblizy¢ siecig
neuronowg. O procesach aproksymacji za pomoca sieci neuronowej mowig twierdzenia
Cybenki, Stone’a i Kolmogorowa. Bibliografia dotyczaca aproksymujacych wtasciwosci
sigmoidalnych sieci neuronowych jest bardzo obszerna, w przeciwienstwie do ubogiej lite-
ratury sieci kotmogorowskiej. Wyniki prac dotyczacych sieci sigmoidalnych sa mato kon-
struktywne poniewaz nie podaja wzoru na funkcje aproksymujaca (zadana funkcje ciagla)
realizowang przez sie¢. Zagadnieniem aproksymacji za pomocg sigmoidalnych sieci neu-
ronowych zajmowalo si¢ wielu autoréw: Cybenko [5], Hornik, Stinchcombe, White [4],
Mhaskar, Miccheli [42], Chui, Li [43], Leshno, Lin, Pinkus i Schoken [44], natomiast w
odniesieniu do sieci kotmogorowskich wymieni¢ mozna Sprechera [7],[8], Igelnika [6] oraz
autora tej pracy, ktory podal wzér na aproksymacje funkcji ciagtej kotmogorowsks siecig
neuronows i zbudowal algorytmy uczenia tej sieci neuronowe;j.

Obecnie istnieja dwa twierdzenia dotyczace aproksymacji funkcji ciaglej za pomoca
sigmoidalnej sieci neuronowe;.

Sa to:
1. aproksymacja w oparciu o twierdzenie Cybenki [5]

2. aproksymacja w oparciu o twierdzenie Stone’a [4]

2.2 Twierdzenie Cybenki [5]

Pelne twierdzenie Cybenki wraz z dowodem zostalo przedstawione w [5]. Dalej podaje to
twierdzenie wraz z komentarzem.

Niech I,, = [0, 1]™ bedzie kostka n wymiarowa liczb rzeczywistych w przestrzeni R™ na
wejsciu sieci. Przestrzen funkcji ciagtych na I,, oznaczamy przez C(I,,).

8
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Niech || f]| oznacza supremum zbioru funkeji ciggtych f € C(I,).

Niech M (1,,) bedzie przestrzenia miar Borela [19] na [,,. Miara Borela oznacza kazda
miara okreslong na sigma ciele zbior6w borelowskich (rodzinie zbioréw w ktérym okreslone
jest sumowanie zbioréw). Zbiorami borelowskimi sa kazde zbiory otwarte z przestrzeni 1,,.

Definicja 1
Funkcja f nazywa sie dyskryminatorem jesli dla kazdej miary p € M(I,) zachodzi
ponizsza zaleznosé

( / F(WTx + ©,)du(x) = 0) = (1= 0) (2.1)

to znaczy jesli catka z funkcji f po mierze p zmiennej x zbioru I™ jest réwna zero to miara
1 jest zerowa.

Wektory w; € R" sa wagami sigmoidalnej sieci neuronowej z funkcja aktywacji f a
liczby ©; € R sa przesunigciem argumentéw funkeji aktywacji.

Mozna pokazac ze, jesli f jest sigmoidalna tzn.
ft) = 1,t = o0 (2.2)
f(t) = 0,t - —o0 (2.3)

to f jest dyskryminatorem.

Twierdzenie 1 (Cybenki)

Niech f bedzie funkcjg ciagta i dyskryminatorem.
Wtedy klasa funkcji G(x)

G(x) = Z ;i f(wix+6)) (2.4)

jest gesta w C'(I,,),
¢j, 7 = 1,...,m oznaczaja wagi na wyjsciu. Inaczej méwigc dla dowolnej funkcji h €
C(I,) istnieje G(x) takie, ze
|G(x) — h(x)| <€ (2.5)
dla x € I" i ¢ > 0 jest dowolnie matg stata.

To znaczy, ze dla dowolnej funkcji cigglej h mozna dobraé¢ odpowiednig sigmoidalng
sie¢ neuronowa (przez wyznaczenie wag sieci), ktora ja przybliza (p. wzor (2.5)).

Twierdzenie Cybenki ma szczegdlne znaczenie, gdyz méwi, ze sigmoidala sie¢ neuronowa
ma wtasciowosci aproksymujace.

7 podanego twierdzenia wynika, ze sie¢ jednowarstwowa, jednokierunkowa, o n neuro-
nach, aproksymuje dowolng funkcje ciagta z doktadnoscia zalezng od liczby neuronéw n,
a neurony muszg mie¢ sigmoidalng funkcje aktywacji.

2.3 Twierdzenie Stone’a [4]

Hornik, Stinchcombe i White [4] zastosowali twierdzenie Stone’a [21] do udowodnienia
aproksymacyjnych wtasciwosci sigmoidalnej sieci neuronowe;.
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Kluczowe znaczenie dla zrozumienia twierdzenia Stone’a ma pojecie algebry. Aby twier-
dzenie Stone’a byto zrozumiate autor podaje definicje struktury jaka jest algebra.

Definicja 2

Algebra - struktura zamknieta na dodawanie, mnozenie elementéw zbioru i mnozenie
przez skalary, to znaczy suma i iloczyn elementow algebry, a takze iloczyn elementow
algebry przez skalar beda naleze¢ do algebry.

Pojecie algebry wystepuje w twierdzeniu Stone’a.

Definicja 3

Algebra A rozdziela punkty zwartego zbioru K (np. K = R%) gdy kazda funkcja f
algebry A dla dowolnych, réznych punktéw zbioru K spelia warunek f(X) # f(Y) to
znaczy, jezeli XY e K, X #Y i fe Ato f(X) # f(Y).

Definicja 4

Algebra A nie znika w zadnym punkcie zwartego zbioru K (to znaczy elementy algebry

nie zeruja sie) gdy kazda funkcja f algebry A w dowolnym punkcie zbioru K jest rézna
od zera; to znaczy X € K, f € A, f(X) # 0.

Twierdzenie Stone’a [21]
Niech A bedzie algebra cigglych, rzeczywistych funkcji na zwartym zbiorze K.
Jesli A rozdziela punkty K (p. def. 3) i A nie znika w zadnym punkcie K, to

A= C(K) (2.6)

gdzie C'(K) jest zbiorem funkcji ciagltych na zbiorze zwartym K.

Inaczej méwiac kazda funkcja ciggta na zbiorze zwartym K moze by¢ aproksymowana
przez funkcje algebry A. Oznacza to, ze dla kazdej funkcji ciagtej h mozna dobraé funkcje
f algebry A (aby ja przyblizy¢). Funkcja f (p. wzor (2.7)) reprezentuje sie¢ neuronows
przyblizajaca funkcje h.

Twierdzenie to mozna zastosowac¢ bezposrednio dla sigma-II sieci neuronowej to znaczy
dla takiej, ktéra ma d wejsé i jedno wyjscie wyrazone wzorem (2.7)

lj

f:Rd%R:f(x):Zﬁj

j=1 k=

G(W,x(x)):x€ R ;€ N,B, € R (2.7)
1

gdzie W, i, jest macierza wag. Jak wynika ze wzoru (2.7) jest to sie¢ dwuwarstwowa o ¢
blokach z neuronami z funkcjami aktywcji G' i wejsciach bedacych iloczynem [; sygnatow
wejsciowych, co przedstawiono na rysunku 2.1

Funkcje f wyrazone wzorem (2.7) tworza algebre. O G zaktada sig, ze jest funkcja
mierzalng i ciggly.

Aby to twierdzenie zastosowaé dla sieci z sumatorami, to znaczy dla ”klasycznej” sieci
sigmoidalnej rozpatruje sie G = cos(.).

Nastepnie

1. zamienia si¢ iloczyn funkeji na ich sume korzystajac z tego, ze cos(a) cos(b) = cos(a+
b) — cos(a — b); w ten sposéb zamieniamy mnozenie na sume;
2. cosinus przyblizamy funkcjami Gallanta-White’a
3T 1

w()\) = (1+COS(/\+7))_1—%S>\S% +1)\>% (2.8)
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|, neuronéw

l,neuronow

Rysunek 2.1: Sie¢ neuronowa sigma pi

gdzie 1 jest funkcja skokowa przyjmujacg warto$¢ 1 dla zaznaczonego przedziahy;

3. funkcje Gallanta-White’a zastepujemy dowolna funkcja aktywacji ciagta, sigmo-
idalng i niemalejaca zwana w literaturze angielskiej funkcja squashing.

Twierdzenie Stone’a podobnie jak twierdzenie Cybenki podkresla wtasciwosci aproksy-
mujace sieci, poniewaz wskazuje, ze dla dowolnej funkcji ciaglej mozna dobraé¢ (aproksy-
mujaca) sigmoidalng sie¢ neuronowa.

Jednak w tym przypadku problem aproksymacji jest formutowany inaczej niz w twier-
dzeniu Kotmogorowa, bo dobiera sie¢ wagi, a nie funkcje aktywacji dla zadanej funkcji
ciagtej.

Jednowarstwowa sie¢ neuronowa o n neuronach i funkcjach aktywacji ciagtych, sigmo-
idalnych i niemalejacych aproksymuje dowolng funkcje ciagta z dowolnie matym btedem.
Jest to wniosek z twierdzenia Cybenki lub Stone’a.

Na przyktad funkcja y = sin(z) na przedziale [0,1] moze byé¢ aproksymowana przez
jednowarstwowa sie¢ neuronowg o n neuronach (doktadnosé aproksymacji zalezy od ilosci
neuronow).

2.4 Szacowanie liczby komoérek sieci neuronowej

Nalezy stwierdzi¢, ze istnieje réznica w okresleniu funkcji aktywacji w twierdzeniach
Stone’a i Cybenki. Stone przyjmuje, ze funkcja aktywacji musi by¢ niemalejaca, nato-
miast Cybenko nie stawia takiego wymagania. W zwigzku z tym sie¢ neuronowa z inng
funkcja aktywacji bedzie przyblizata dowolng funkcje ciagta w twierdzeniu Cybenki a z
inna funkcja aktywacji w twierdzeniu Stone’a. Jednak w obu przypadkach aproksymacja
jest mozliwa.
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Twierdzenia te nie wyjasniaja jaka ma by¢ liczba n komoérek w sieci neuronowej. Inaczej
mowige nie wiadomo jak ztozona ma by¢ sie¢ neuronowa, aby przyblizata funkcje ciagta
z przyjetym bledem.

Problem ten rozwazal Barron [22], ktéry oszacowal blad aproksymacji e dla n komorek
W sieci neuronowej

Wzér Barrona umozliwia oszacowanie liczby neuronéw n w jednowarstwowej sigmoidal-
nej sieci neuronowej tak, aby btad aproksymacji byt mniejszy od pewnej dowolnie matej
stalej e.



Rozdziat 3

Kolmogorowska sie¢ neuronowa

3.1 Wstep

Sie¢ neuronowa z sigmoidalng funkcjg aktywacji wymaga zastosowania skomplikowanych
algorytmow uczenia. Proponowana przez autora nowa postaé¢ kotmogorowskiej sieci neu-
ronowej pozwala na zastosowanie prostych numerycznie algorytméw uczenia sieci. Dzigki
temu mozemy unikngé¢ skomplikowanych i nie zawsze zbieznych algorytmoéw gradiento-
wych, a w tym propagacji wstecznej. Prezentowane w literaturze algorytmy uczenia sieci
sigmoidalnych wymagajg uzycia w modelu sieci o co najmniej dwoch warstwach i sg skom-
plikowane w obliczeniach.

W niniejszym rozdziale podaje si¢ oryginalne twierdzenie Kotmogorowa, dotyczace
przedstawienia funkcji wielu zmiennych przy pomocy funkcji jednej zmiennej. Umozli-
wia to prezentacje wnioskow na temat zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa, ktore
jest omowione w rozdziale 4.

3.2 Twierdzenie Kolmogorowa i odpowiadajgca mu
sie¢ neuronowa

Twierdzenie Kolmogorowa
Twierdzenie to brzmi nastepujaco [1]:

Istnieja ciagle rosngce funkcje f,,(z) okreslone na przedziale wejsciowym E = [0, 1],
czyli o wartodciach rzeczywistych w granicach [0,1] tak, ze kazda ciagla funkcja
h(z1,...,x,) na E™ to jest na iloczynie kartezjanskim n przedziatéw [0, 1], moze by¢
przedstawiona w postaci

2n+1 n

hx) = by, wn) = Y 900Y fra(zp) (3.1)

gdzie g, sa ciaglymi funkcjami jednej zmiennej.

Twierdzenie to ma zastosowanie w teorii sieci neuronowych, gdyz twierdzeniu Kotmo-
gorowa odpowiada sie¢ neuronowa jak na rys. 3.1. Jest to sie¢ dwuwawarstwowa, jedno-
kierunkowa. W warstwie wejsciowej znajduje sie n razy po 2n+ 1 neuronéw. Wielkosciami
wejsSciowymi sg zmienne x1, To, ..., T,. Sumatory wewnetrzne sumuja wielkosci do warstwy

13
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Rysunek 3.1: Neuronowa sie¢ kolmogorowska.

wyjsciowej gq, W ktorej mamy 2n + 1 neuronéw. Wyjscia sa sumowane w koncowym su-
matorze. Jest to sie¢ neuronowa z jednym wyjsciem. Sie¢ ta rézni si¢ od sigmoidalych
sieci neuronowych, poniewaz nie wystepujag w niej wagi. Miejsce wag zajmuja wewnetrzne
funkcje aktywacji f, ,. Podobnie jak w sieciach sigmoidalnych istnieja funkcje aktywacji g,
zwane tutaj zewnetrznymi funkcjami aktywacji. Uczenie sieci przebiega inaczej niz w sig-
moidalnych sieciach neuronowych i polega na wyznaczaniu zewnetrznych funkcji aktywa-
c¢ji przy okreslonych wewnetrznych funkcjach aktywacji. W oryginalnej wersji twierdzenia
Kolmogorowa wagi nie wystepuja.

7, twierdzenia Kolmogorowa wynika wniosek, ze sie¢ neuronowa kolmogorowska moze
aproksymowa¢ funkcje wielu zmiennych.

Lorentz [3] wykazal, ze mozna zastapi¢ 2n + 1 funkcji g, przez jedna funkcje g , a Spre-
cher [3] zmodyfikowal funkcje f,, do A,f,. Przyjmujac to otrzymujemy zmodyfikowany
wzOr na funkcje aproksymowang

h(x) = h(z1, ..., xy) = Z Q(Z Apfo(@p)) (3:2)

Ponadto Sprecher [3] wprowdza wagi miedzy warstwg wewnetrzng a warstwa
zewnetrzng, przez co sie¢ neuronowa staje si¢ podobna do sieci sigmoidalnej,
reprezentowanej przez zaleznosc:

2n41 n
Wy, cn) = Y 90(Y - Mpf(ap + (g = 1)a)) (3-3)

gdzie a jest pewna, odpowiednio dobrang stala (p. dowdd twierdzenia Kotmogorowa
[1]) np. a = W gdzie stata k okresla zageszczenie siatki przestrzenne;j.

Osowski [3] podaje jeszcze inna postaé sieci kolmogorowskiej, w ktérej wprowadza
zmienne wspotczynniki wagowe A;, Cy, dobierane w procesie uczenia sieci kotmogorow-
skiej:

2 = Z Aj@[)(l’j + b]) + BO,k; (34)

J=1
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2n+1
vi =Y Crg(z + di) + Do, (3.5)
k=1
Wielkosci x;, z;, y; oznaczaja odpowiednio wielkosci wejsciowe, wielkosci posrednie i
wielko$ci wyjsciowe sieci neuronowej. Ciagle funkcje ¢, g nie zmieniaja sie w procesie
uczenia. State b;, dj, By, Do; wyznaczaja przesunigcia odpowiednio argumentu i warto-
sci funkcji.
Sie¢ neuronowa zbudowana wedtug wzoréw (3.4) i (3.5) jest podobna do sieci sigmo-
idalnej.

3.3 Uczenie kolmogorowskiej sieci neuronowej
wedlug Sprechera [7],[8]

Algorytm Sprechera jest jedynym algorytmem uczenia sieci neuronowej kotmogorowskiej
dostepnym w literaturze, jednak jest on uwiktany i trudny w uzyciu. Uczenie sieci polega
na znalezieniu funkcji g we wzorze (3.1).

Wewnetrzne funkcje aktywacji f,, zostaja okreslone na zbiorze wej$ciowym w postaci
skoficzonych rozwinieé liczb przedstawionych wzorem (3.6)

k
de =) iy (3.6)
r=1

gdzie 7y jest podstawg rozwini¢é liczb wejSciowych; na przyktad dla rozwinie¢ dziesigtnych
v = 10. Funkcje f okresla sie [7],[8] ze wzoru

k k
. _r N —m, 7nr—mr,1
FO i) =) 027y (3.7)
r=1 r=1
gdzie
i=i = (y—2) <i, > (3.8)
i
r—1
my =<, > (14 [ig]or[iro1]) (3.9)
s=1

dlar=1,2,....k
gdzie < . > i [.] sa okreslone nastepujaco

i >=0 (3.10)
iy >= 0,4, =0,1,..,v—2

ip>=1d,=v—1

2

vV A A A

] = 0 (3.11)
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li,] = 4p, 4, =0,1,....,7v—3
li,] = 1, i, =7—2,7—1
r > 2
Przy obliczaniu wartosci
fdy + (g = 1)a) (3.12)
przyjmujemy a = ﬁ
nastepnie korzystamy ze wzoru
q - 1 > _n"-1
fldy+ ———=) = f(@g(dp) + (g —1) Y v (3.13)
(v=1)v r=k+1
gdzie
E o
7 .+q—1
wy(dy) = 2+ Y I (3.14)
A — v

Tak wigc funkcje f zadane sa a’priori (por. wzér 3.7). Okreslanie funkcji g, odbywa si¢
iteracyjnie .

Problemem pozostaje dobédr k | ktére tak nalezy dobrac, aby
|hr—1(x) = hr—1 ()] < € || 2] (3.15)

gdzie x = (x1, ..., x,), a X' jest punktem bliskim x i A, jest funkcja aproksymujaca h w
r tym kroku

a wtedy,
’xp—x;} <~ kp=12..n (3.16)

Niech funkcje h, beda zdefiniowane nastepujaco

he(x) =h(x) = > > gh-C(x,) (3.17)

=0 j=1

gdzie
C(xg) = > Nf(a + qa) (3.18)
p=1

State A wyznaczamy nastepujaco A\; =11\, = > 7_(];_1)7;__—11 dla p = 2,3, ...,n State
r=1

te sa wykorzystywane we wzorze (3.18).

Wida¢ wiec, ze notacja algorytmu Sprechera rézni sie od notacji twierdzenia Kotmogo-
rowa.

Niech funkcja © potrzebna do obliczenia zewnetrznych funkeji aktywacji bedzie zdefi-
niowana nastepujaco:

O(df, y,) = o (v"* D (y, — ¢(df) + 1)) — o (" FF V) (y, — ((df) — (v — 2)b))  (3.19)
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ao: R —10,1] jest ciagla funkcja taka, ze

o) = 0,2<0 (3.20)

n o0

natomiast by =g > N, iep = Y, 7" gdzie B(r) = 71::11
oraz
k
di,p =dp,+(¢—1) Z ~" (3.21)
r=2

gdzie dz’p sa wspélrzednymi wektora dj (wektor ten ma n wspéirzednych).

Aby nauczy¢ sie¢ nalezy okresli¢ funkcje gé ze wWzoru
, 1
_ q q
93(yq) = G ; he—1(dy)©(dy,; ) (3:22)
k

Algorytm Sprechera umozliwil uczenie sieci kotmogorowskiej. Sprecher podat wzér na
funkcje wewnetrzne w twierdzeniu Kotmogorowa, czego nie dokonat Kotmogorow. Jednak
algorytm uczenia sieci jest bardzo skomplikowany i to zaréwno w cze$ci wyznaczajacej
funkcje wewnetrzna (arbitralnie, niezaleznie od funkcji h) jak i funkcje zewnetrzna (zalez-
nej od funkcji k). Funkcje wewnetrzne okreslone sa na dziedzinie w postaci skoriczonych
rozwinie¢ liczb. Takie przeliczanie komplikuje prace algorytmu. Algorytm do obliczania
wewnetrznej funkeji aktywacji wymaga uzycia zestawu bardzo skomplikowanych wzoréw.
Funkcje zewnetrzne sa okre$lane iteracyjnie w procesie uczenia. Algorytm ich wyzna-
czenia wymaga wezesniejszego okreslenia funkcji wewnetrznych co jest procesem bardzo
zmudnym. Réwniez wyznaczanie zewnetrznych funkcji aktywacji jest okreslone zestawem
bardzo skomplikowanych wzoréw. Sam warunek zatrzymania (p. wzor (3.15)-(3.16)) jest
skomplikowany w obliczeniach. Reasumujac algorytm Sprechera jest bardzo skomplikowa-
nym algorytmem nie tylko w obliczeniach ale takze w zrozumieniu.

3.4 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono klasyczne twierdzenie Kolmogorowa dotyczace
aproksymacji funkcji wielu zmiennych przez funkcje jednej zmiennej. Jest to twierdzenie
fundamentalne przy konstruowaniu sieci neuronowych poniewaz sie¢ neuronowa realizuje
"sztuczng” funkcje, ktora przybliza sie do zadanej funkcji wielu zmiennych.

Sie¢ kotmogorowska jest siecia z wyznaczana podczas uczenia zewnetrzna funkcjg ak-
tywacji. Dotychczasowe proby modyfikacji twierdzenia Kotmogorowa przez Lorentza czy
Sprechera nie podaly prostego algorytmu uczenia sieci. Dlatego w nastepnym rozdziale
przedstawiono modyfikacje twierdzenia Kolmogorowa oraz proste algorytmy uczenia sieci
neuronowej na jego podstawie.



Rozdzial 4

Zmodyfikowana kolmogorowska siec¢
neuronowa

4.1 Wstep

Rozdzial ten zawiera oryginalng koncepcje autora majaca na celu modyfikacje twierdze-
nia Kolmogorowa. Modyfikacja polega na wprowadzeniu do twierdzenia Kolmogorowa
wewnetrznych funkcji: liniowej, potegowej oraz catkowitoliczbowej. Autor proponuje dwie
wersje tego twierdzenia:

1. zmodyfikowana-podstawowa (funkcja wewnetrzna liniowa lub potegowa),
2. indeksowana (funkcja wewnetrzna catkowitoliczbowa).

Umozliwia to budowe prostych i tatwych do obliczen algorytméw numeryczych stuza-
cych do trenowania sieci neuronowych. Autor przedstawia takze wlasciwosci neuronowej
sieci liniowej, sieci indeksowanej i sieci potegowej. Rozdziat ten zawiera tez opis btedéw
aproksymacji funkcji ciagte;j.

4.2 Zmodyfikowane podstawowe twierdzenie Kolmo-
gorowa

Modyfikacja twierdzenia i odpowiadajaca mu sieci neuronowa wynika z potrzeby konstruk-
¢ji nowego bardziej efektywnego algorytmu numerycznego uczenia kotmogorowskiej sieci
neuronowej. Cel ten osiggnieto wprowadzajac do twierdzenia Kolmogorowa wewnetrzne
funkcje aktywacji: liniowa lub potegows oraz catkowitoliczbows. Przyjecie okreslonych
funkcji wewnetrznych umozliwia obliczenie zewnetrznych funkeji aktywacji, ktore zaleza
od zadanej przy uczeniu cigglej funkcji h. W ten sposob otrzymuje sie zestaw funkcji
zewnetrznych nazwanych przez autora ”portretem Kolmogorowa” funkcji h. Jest on uzy-
skany w wyniku uczenia sieci kolmogorowskiej.

4.2.1 Siec¢ liniowa

Sie¢ kotmogorowska z rozdziatu 3 mozna sprowadzi¢ do zmodyfikowanej liniowej kotmo-
gorowskiej sieci neuronowej przyjmujac:

18
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W2n+1,n

Rysunek 4.1: Zmodyfikowana podstawowa liniowa neuronowa sie¢ kotmogorowska.

fpa(Tp) = Wepty (4.1)
dla
1<p<n (4.2)
1
1<g<2n+1 (4.3)

Tak zmodyfikowana podstawowa sie¢ neuronowa kotmogorowska przedstawiona jest na
rys. 4.1. W zmodyfikowane]j postaci sieci zamiast neuronéw wewnetrznych wprowadzono
wagi w, 4, ktore zastepuja wewnetrzne funkcje aktywacji f, 4, a neurony realizujace ze-
wnetrzna funkcje aktywacji sa takie same jak na rysunku 3.1.

Modyfikacja twierdzenia Kolmogorowa jest konieczna, ze wzgledu na to, ze Kotmogorow
[1] nie podal wzoru na funkcje wewnetrzne, méwiac jedynie o ich istnieniu. Poza tym twier-
dzenie Kolmogorowa jest twierdzeniem o reprezentacji funkcji ciagltej wielu zmiennych w
postaci ztozenia i sumy funkcji jednej zmiennej, w ktérej funkcje zewnetrzne wyznacza sie
w nieskonczenie dlugim procesie iteracyjnym, co jest niemozliwe w praktyce. Modyfikacja
twierdzenia Kotmogorowa pozwolita na sformutowanie twierdzenia o aproksymacji funkcji
ciggtej wielu zmiennych,w ktorej funkcje zewnetrzne wyznacza sie¢ w jednym kroku.

Ponizej przedstawiono twierdzenia dotyczace sieci liniowej. Nazwa sie¢ liniowa bierze
sie od sposobu wyznaczenia wyj$¢ warstwy wewnetrznej, ktére sg liniowo proporcjonalne
do wejsé warstwy wewnetrznej,(patrz rys. 4.1 1 wzér (4.1)).

Niech E oznacza przedziat liczb rzeczywistych z, od 0 do 1, to jest £ = [0, 1] na wejsciu
sieci.

Niech dana bedzie aproksymowana funkcja n zmiennych h(zq, ..., x,).

Zbior liczb rzeczywistych na ktorym aproksymowana jest funkcja h dany jest wzorem
Dy = {%z :1=0,1, K} gdzie " " oznacza zwrot "takie, ze”. Wskaznik i wskazuje nu-
mer porzadkowy liczby w zbiorze D . Zbiér Dy wyznacza ”ziarno”, to jest zbior punktow
na odcinku liczb rzeczywistych [0,1] i jak tatwo zauwazy¢ ze wzrostem K ”ziarno” bedzie
coraz gestsze. Liczba K przyjmuje wartosci catkowite dodatnie to jest 1,2,... .

Zbior DY = Di X Dg X ... X Dg n razy jest produktem kartezjanskim zbioréow Dp.
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Podobnie jak w pracy Kolmogorowa [1] przyjmuje sie przedzialy liczb rzeczywistych
A(;ﬂi w obrebie przedziatu E:

A%i:—[i—l—i,i—i—i] (4.4)

w przedziale E. Wskaznik ¢ zmienia si¢
od 0 do K. Prawy koniec przedziatu jest przesuniety o :%n wzgledem lewego konca kolej-
nego przedziatu. Przesuniecie to zapewnia, ze przedzialy nie maja punktow wspoélnych ze
soba, a z drugiej strony zapewniaja przecinanie si¢ ze zbiorami D7, co jest potrzebne dla
prawdziwosci przedstawionego nizej lematu 1. Z kolei przesunigcie catego przedziatu o -
jest potrzebne aby zewnetrzne funkcje aktywacji przyblizaty funkcje aproksymowanq w
roznych miejscach i nie za bardzo odlegtych od siebie (stad utamek L jest mniejszy od

1).

q
Ioczyn zbioréw Al Kk, oznaczmy przez Sy

Wskaznik ¢ pokazuje numer przedzialu A% K

S}I(,il ..... in HA%,z‘p (4.5)

Zbidr Si,; - jest zbiorem wejSciowym przeksztatcanym przez wewnetrzne funkcje
aktywacji f,, (p. wzor (4.1)).

Ponizszy lemat jest potrzebny do dowodu zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa.
Lemat 1 (o pokryciu)

Zbior hipersze$cianéw S}J( . przy ustalonym K i zmiennym q oraz iy, ..., i, pokrywa
zbior DY, tak, ze kazdy punkt z D jest pokryty 2n + 1 razy

Dowéd

Dla n = 2 dlugos¢ przedziatu A ; wynosi 2+ (patrz wzor (4. 4)), a odlegloéé lewego

konca przedziatu A% ki od nanhzszeJ liczby ze zbloru Dy wynosi DY zawsze jest

pokryte hlperszesaanem St

[ )

Na podstawie lematu 1 mozna powiedzie¢, ze zbiér D} przecina si¢ z przedziatami A%’Z
dla g =1,2,...,2n+ 1. Liczby zbioru D% stanowia "siatke przestrzenng”’ na ktérej aprok-
symowana jest funkcja h. Punkty przedziatéw A ; sa bliskie punktom siatki przestrzenne;
Dy, przy duzych wartosciach K (p. wzor (4.4)).

6 K’
. Dla n > 2 dowdd jest analogiczny.

BT

Autor proponuje nastepujaca modyfikacje twierdzenia Kolmogorowa.
Twierdzenie 1(zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa)

Dowolng funkcje h(zy, ..., x,) ciagla i rzeczywista na E' x ... x E' (n—razy) w punktach
zbioru D% mozna z dowolnie malym btedem aproksymowaé¢ wzorem

2n+1

ho(xy, ...,z Z Jq qupxp (4.6)

1

gdzie g, sa rzeczywiste 1 wyrazone wzorem g, = 55 h(Sk ;s Sk, ), @ lewe konice

q
przedziatow Al K., OZNACZONO PIZCZ Sy ;

i wg,, sa sa wagami synaptycznymi spelniajacymi warunek (wyjasnienie doboru wag w
dowodzie twierdzenia):



ROZDZIAE 4. ZMODYFIKOWANA KOEMOGOROWSKA SIEC NEURONOWA 21

Wy p > Wep 1 (K +1) (4.7)

gdzie waga w, 1 > 0 moze by¢ dowolnie mata, a liczba K definiuje zbiér Dy
Dowoéd
Zgodnie z rys. 4.1 przyjmijmy, ze

2q = Z Wy pTp (4.8)
p=1

Wada warunku (4.7) jest niekorzystne narastanie wag przy duzej doktadnosci obliczen.
Wynika to z warunku natozonego na wagi w,, > w,,—1(K + 1). Przy duzej doktadnosci
czyli przy duzym K, kolejne wagi w,, przy zmieniajacym si¢ p beda narastaty do du-
zych wartosci, co niekorzystnie odbije si¢ na dokladnosci obliczenl zmiennej z,, bo pewne
sktadniki z, bedg mate a inne duze czy bardzo duze.

Funkcja okreslona wzorem (4.8) przeksztatca zbior Sg., —; wzbior A%, . Ponie-
waz funkcja o wartosciach z, jest ciagla (jako suma funkcji ciggtych), zatem na mocy
twierdzenia o przeksztalceniu ciaglym przestrzeni spéjnej (2] tw.1.7.3 str.63) wniosku-
jemy, ze obraz spéjnego zbioru S%; . to jest A%, . . jest zbiorem spéjnym. Czyli
kazdy wielowymiarowy zbior dziedziny na wejsciu S}J(’ih_”in funkcji h przejdzie w przedziat
jednowymiarowy co wynika z wtasciwosci funkeji (4.8). Redukecja wymiaru jest konieczna,
bo funkcje g, sa okreslone na zbiorze jednowymiarowym z (funkcje jednej zmiennej).

Wagi synaptyczne w,, nalezy tak dobra¢, aby przedzialty A%’il ’’’’’ ;, nie pokry-
waly sie¢ wzajemnie (to znaczy aby przekrdj przedzialéw byl zbiorem pustym)
a funkcje wyrazone wzorem (4.8) byly réznowartosciowe. Gdyby przedziaty
sic pokryly to mnie bylaby mozliwa aproksymacja dla tych przedziatow we-
dhug wzorn  g(2(si s Sk,)) = gk, Sks,) (2 takie samo bo punkt
(Skiys -+ Sks,) 1 punkt (gf(vi,l, o gg(%) przechodzilby w punkt z zgodnie ze wzo-

rem (4.8) a prawa strona wzoru rézna). Wowczas mamy sprzeczny uktad réwnan:

9a(2(Sk iy Sk i) = morr Sy ki) 1 9a(2 Sk iy oo Sk i) = g M (Sieig s - Sicar,)-

Zauwazmy, ze rozpatrujemy wartosci funkeji z, wyrazonej wzorem (4.8) na ”siatce prze-
strzennej” D7. Obrazem tych punktéw sa punkty przedziatlow A(;Qil,...,in' Aby punkty z
przedziatow Agﬂil,...,z'n nie pokryty sie wzajemnie wystarczy, aby obrazy punktow ”siatki
przestrzennej” nie naktadaly si¢. Wspoétezynniki w,, w sieci liniowej, ktore sa stale w
procesie uczenia sieci mozna dobra¢ na kilka podanych nizej sposobéw (aby punkty z
przedziatéw A nie pokryly sie). Jednym z nich jest sposéb okreslony przez wzor (4.7).

Skutek doboru wag wedtug wzoru wy, > w,,—1(m+ 1) ilustruje schematycznie rysunek
4.2. W zaleznosci od doboru wag mamy odpowiednio ponumerowang, dziedzine funkcji h.
Wagi sieci liniowej powinny spetnia¢ warunek we; = (m + 1)w;; aby zmiana wielkosci
wejsciowej x5 o jedng jednostke (zmiana minimalna) odpowiadala zmianie wielkosci wej-
sciowej x1 0 m+1 jednostek (caly zakres zmian). Wtedy obszar na rysunku 4.2 bedzie po-
numerowany wzajemnie jednoznacznie. Autor dazy do tego, aby obszar wielowymiarowy,
(na rysunku 4.2 dwuwymiarowy), odwzorowaé¢ w przedzial jednowymiarowy o wartosciach
catkowitych w sposéb wzajemnie jednoznaczny (bijekcja). Jeden z takich sposobdéw jest
przedstawiony na rys. 4.2. Punkt wielkosci wejsciowej o dwoch wspotrzednych rzeczywi-
stych po transformacji ma tylko jedna wspoétrzedna catkowita. Wagi sieci liniowej musza
mie¢ taka wartosé, aby po wymnozeniu wielkoéci wejSciowych przez te wagi (patrz wzor
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1

m.+1

0 1 m.
XZTO X1
0 1>

Rysunek 4.2: Transformacja zbioru dwuwymiarowego =1, x5 w liczby catkowite.

(4.8)) ”zamieni¢” obszar wielowymiarowy w zbiér jednowymiarowy (w sposéb wzajemnie
jednoznaczny - bijekcja), a w szczegélnym przypadku (p. sieci indeksowane), w podzbior
zbioru liczb catkowitych.

Rozwazmy przypadek, gdy warunek (4.7) nie jest spetniony dla n = 21 k = 1. Gdyby
przyja¢ wy 1 = 18 1wy 1 = 18, to punkt zbioru D (%, %) przejdzie w punkt 9+ 1 = 10, bo
2 = w1101 +we 1T = 18 % + 18 % % a punkt (0, %) przejdzie w punkt 10 i odwzorowanie
wyrazone wzorem (4.8) nie bedzie réznowartosciowe (bijekcja).

Dalej po przedstawieniu uwag o wagach kontynuujemy dowod twierdzenia.

Niech dana bedzie funkcja aproksymujaca

2n+1 n

ho(z1, .oy y) = Z gq(z Wy pTp) (4.9)

. S 1A q q
Lewe konce przedziatow Aj; - oznaczono przez Sy ;.

g}lm-p € A%ip (4.10)
wtedy
Zg € A i (4.11)

Wartoci 2, funkcji wyrazonej wzorem (4.8) sa lewymi koficami przedziatu A%, ;.

Wartosé¢ funkeji g, jest wyrazona wzorem (4.12). W dowodzie oryginalnego twierdzenia
Kolmogorowa proponowano podobny wzér do (4.12) z mianownikiem utamka réwnym
n + 1). Autor udowodnil zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa ze wzorem (4.12).
Wartos¢ mianownika utamka rowna 2n + 1 wynika z tego, ze mamy 2n + 1 zewnetrznych
funkcji aktywacji. Funkcja aproksymujaca h, sktada si¢ z 2n + 1 zewnetrznych funkcji

aktywacji gq(z(ggwl, s ggﬂn))
1

Ee—— e T 4.12
2n+1 (gK,u? ’gK,zn) ( )

g‘I(z(gg(,zj? e g}}(,in))

Dalej, podobnie jak w oryginalnym dowodzie twierdzenia Kotmogorowa [1], szacuje sie
roznice h(xy,...,x,) — ha(x1, ..., Tp).
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Kazdy sktadnik sumy zewnetrznej (4.9) mozna wyrazi¢ wzorem

1 1
9q(2(Sfeiys 5 Sk ) = mh(#@w s SKn) = 5

h(z1, ..oy xp) + 6 (4.13)

n+1
gdzie
0] < 2n1—|— 1€ (4.14)
bo mozna dobra¢ K tak duze aby zagesci¢ "siatke przestrzenng’ aby
\h(z1, ..., z) — h(Sciys o )| < 2n1—i— G (4.15)

gdzie € oznacza dodatnia, dowolnie mata stala (w idealnym przypadku ¢ = 0). Ro-
zumowanie w podanym dowodzie jest prawdziwe, bo funkcja h jest ciagta, a wiec przez
zwickszenie K, a tym samym przez zawezenie Agﬂi uzyskamy dowolnie matg warto$¢ zmian
wartodci funkcji i na przedziale A%,

Stad po przeksztatceniach (4.9),(4.13) i (4.15) otrzymamy
|h (21, ooy ) — ha(x1, oy 2] < € (4.16)

Poniewaz € jest dowolnie mata stata, a tym samym

ha — h (4.17)

czyli funkcja aproksymujaca wyrazona wzorem (4.9) dazy do funkcji h, co konczy dowdd
zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa.

[ )

Algorytm uczenia liniowej zmodyfikowanej sieci kotmogorowskiej dla badanej funkcji n
zmiennych jest nastepujacy:

1. ustal wartosci poczatkowe i1,ia,...,0,, K 1 wagi wg,
. . . 7 q . . .
2. Wyznacz 1,%z,...,Tn (z uwzglednieniem przedzialéw Aj; wiazacego x, z ip)

3. Wyznacz z, ze WZOoru z, = » .o Wy«
- WYy q q = 2up=1Wq,plp

¢ _ 1 q ¢ _ 1y q
4. wyznacz G, = wlin — 1= L] Sy = elin — 1 — 35]

1

5. wyznacz g,(z,) = 2n+1

M(Sfciys 5 Sk, ) 2 Wezytanych wyjsé y = h()

6. zmieniaj i1,...,1, az wyczerpie sie wszystkie wartosci i po kazdej zmianie przejdz do
2

Zmienne iy,is,...,7, S8 zmiennymi pomocniczymi i wewnetrznymi potrzebnymi do wy-
znaczenia zmiennych ¢, ,....G ;.

Jak wida¢ algorytm jest nieco skomplikowany i wada jego jest wystepowanie "nieko-
rzystnego narastania wag” opisanego w dowodzie twierdzenia 1.

Struktura kolmogorowskiej liniowej sieci neuronowej jest identyczna ze strukturg sieci
sigmoidalnej, natomiast inny jest jej sposob trenowania. W sieciach kotmogorowskich wagi
sg stale ale wyznaczana jest zewnetrzna funkcja aktywacji. Kotmogorowska sie¢ liniowa ma
prostszy algorytm uczenia o mniejszej ztozonosci obliczeniowej. W zwiazku z powyzszym
trenowanie kotmogorowskiej sieci liniowej nie wymaga stosowania ztozonych algorytmow
gradientowych i propagacji wsteczne;j.
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4.2.2 Sieé¢ potegowa

W celu eliminacji problemu ”narastania wag” (oméwionego w podrozdziale 4.2.1) wpro-
wadzono sieci potegowe. W sieci potegowej wewnetrzne funkcje aktywacji sa funkcjami
potegowymi. Oznacza to ze:

Fra(a) = B(z)° (4.18)
gdzie x = a 0 jest liczba naturalng, 8 wspotczynnikiem rzeczywistym, stata a jest
wspotczynnikiem normalizujacym wejscie do wartosci od 0 do 1 (2 ma warto$¢ miedzy 0
a 1), ar jest przesunieciem wielkosci wejsciowych (koniecznym dla spetnienia zmodyfiko-
wanego twierdzenia Kolmogorowa, co zostalo uzasadnione ponizej p. punkt 1) i 2), aby
fp.q(x) byla przeksztalceniem réznowartosciowym), a n liczba catkowita odpowiadajaca
liczbie x.

n—r
«

Kolmogorowskie sieci potegowe réznia sie od sigmoidalnych sieci potegowych (zwa-
nych wielomianowymi) tym, ze funkcjami potegowymi sa wewnetrzne funkcje aktywacji
zastepujace wagi a nie zewnetrzne funkcje aktywacji. Zaleta tych sieci jest prostota we-
wnetrznych funkeji aktywacji (wsr6d klasy mozliwych funkeji) ale postaé wewnetrznych
funkcji aktywacji jest bardziej skomplikowana od wag w sieci liniowej.

Aby zmodyfikowane twierdzenie Kolmogorowa pozostato prawdziwe, obrazy punktéw
"siatki przestrzennej’, realizowane przez funkcje (4.18), nie moga sie wzajemnie pokry¢ (co
oznacza, ze przeksztalcenie f,,(z) jest réznowartosciowe). Odpowiednikiem ponizszego
rozwazania dla sieci liniowej jest warunek (4.7) nalozony na wagi. Rozwazania ogdlne sa
tu bardzo trudne i dlatego ogranicze sie do szczegdlnych przypadkdow.

1)Aproksymowana funkcja h jest funkcja 2 zmiennych, a funkcje aktywacji w potegowej
sieci neuronowej sg f1q4(n) = =L, fo,(n) = (%), ¢ = 1,2,...,2n + 1. Sprawdzmy
kiedy obraz punktéw ”siatki przestrzennej” odwzorowanych przez przeksztatcenie (4.18)
pokryje sie wzajemnie; moze to zaj$¢ kiedy punkty o wspoétrzednych (ni,ng) i (n3,ny)
(bedace liczbami catkowitymi z przedziatu [0, «]) i reprzentujacymi zmienna wewnetrzna

i pomocniczg po przeksztatceniu pokryja sie wzajemnie, czyli gdy
ny—r

Ng — T Nng —r

)? = + 5(

« (0%

Ny —T

+ ( )2 (4.19)

a mi, ng, N3, Ny sa pomocniczymi liczbami catkowitymi (reprezentujacymi wielkosci wej-
Sciowe).

Po przeksztalceniu mamy zaleznos¢
a(ny —r) —a(ng —r) = Bl(ng —r)* = (ng — r)?] (4.20)
po przeksztalceniu jest
a(ny —ng) = f(ng —ng)(ng + ng — 2r) (4.21)
czyli
a(ng —ng) = B(ng — na)(ng + ng) — B(ng — ng)(2r) (4.22)

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze 8 = 1; wtedy, gdy (n4s — ns)(2r) bedzie niecaltko-
wite i réwno$¢ (4.22) nie bedzie spetniona to zmodyfikowane twierdzenie Kolmogorowa,
realizowane przez przeksztatcenie (4.18)(funkcje wewnetrzne) w sieci potegowej bedzie
prawdziwe dla wszystkich wielkosci wejsciowych.
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2) Aproksymowana funkcja h jest funkcja 3 zmiennych i funkcje aktywacji w potegowej
sieci neuronowej sa f1,4(n) = 2=, foq(n) = (55)?, faq(n) = (1), ¢=1,2,...2n+ 1 .
Sprawdzmy kiedy obraz punktow ”siatki przestrzennej” odwzorowanych przez przeksztalt-

cenie (4.18) pokryje sie wzajemnie, czyli kiedy zajdzie ponizsze réwnanie

ny —r Ng — T ng —r ng —Tr Ny —T nNg — T

— () () s () () (42)
Przeksztalcajac
02 (n1 —nq) = al(na — 1) = (n5 — 1) + [(n3 — 1)° — (ng — 1)°] (4.24)
otrzymuje sie
a*(ny—ny) = af(ng —ns)(ng +ns +2r) + (4.25)

(n3 —ng)[{ns — r)* + (n3 — r)(ng — 1) + (ng — )?]

czyli
?(ny —ny) = a(ng —ns)(ng + ns) + 2a(ny — ns)r + (4.26)
(n3 — ng)[n3 — 2rng +r* +ng — 2rng +
72 + ngng + 1 — r(nz + ng)]
Stad
a*(ny —ny) — alng —ns)(ng +ns) = (4.27)
2a(ng — ns)r +
(ns — ng)[n3 + ng — r(3ns + 3ng) + 3]
czyli
a?(ny — ny) — a(ng — ns)(ng + ns) — (4.28)
(n3 —ng)(n3 +ng) = 2a(ng —ns)r —
3(ns — ng)(ns + ng)r + 3(ng — ng)r?
stad

a?(ny —ny) — a(ng — ns)(ny + ns) — (4.29)
(n3 —np)(ns +ng) =
r[2a(ng —ns) — 3(ns — ng)(ns + ng) + 3(ng — ne)r]

Kiedy warto$¢ wyrazenia:
2a(ngy — ns) — 3(ng — ng)(n3 + ng) + 3(n3 — ng)r (4.30)

bedzie niecatkowita, wtedy spelnione bedzie zmodyfikowane twierdzenie Koltmogorowa
dla punktéw “siatki przestrzennej” w sieci potegowej realizowane przez przeksztatcenie
(4.18).

Algorytm uczenia sieci potegowej dla przypadku 1) jest nastepujacy:
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1. ustal wartosci poczatkowe nq,no, K ,a,r

2. wymacz <f, = +(n1— )k, = (2 — %)

__ ni—r no—r\2
3. wyznacz z, = "= + (%)

4. wyzacz gq(z,) = %h(g?(m,gg(m)

5. zmieniaj ni,ny az wyczerpie si¢ wszystkie wartosci i po kazdej zmianie przejdz do 2
Algorytm uczenia sieci potegowej dla przypadku 2) jest nastepujacy:

1. ustal wartosci poczatkowe nq,n9,nsz, K,a,r

2. wymacs e, = m = 8k, = 20— 8), <, = £l — 3

3. wyznacz z, = M= 4 (B=L)2 4 (na=r)d

4. wyznacz gq(%q) = (S, Sy Soms)

5. zmieniaj nj,no,n3g az wyczerpie sie¢ wszystkie wartosci i po kazdej zmianie przejdz
do 2

Wielkosci trenujace sa wezytane w punkcie 4. Wielkosci z punktu 1 sa zmiennymi we-
wnetrznymi i pomocniczymi niezbednymi do pracy algorytmu.

Przyktad zastosowan sieci potegowej przedstawiono w podrozdziale 4.2.5.

4.2.3 Przyktad sieci liniowej dla funkcji liniowej

Pierwszy przyktad sieci liniowej przeprowadzono dla funkcji liniowej. Prostota funkcji
umozliwia przeprowadzenie doktadnych rachunkéw i pozwala czytelnikowi na zorientowa-
nie sie jak przebiega proces uczenia sieci kotmogorowskie;j.

Funkcja aktywacji sigmoidalnych sieci neuronowych jest nieliniowa. W sieciach kotmo-
gorowskich funkcja aktywacji dostosowuje sie do badanej funkcji. W badanym przypadku
funkcja akywacji bedzie liniowa.

Rozpatrzmy jak przebiega proces uczenia sieci liniowej dla funkcji dwoch zmiennych
(n=2)

h(z1,x9) = 11 + X2 (4.31)

ktéra przedstawia ptaszczyzne prostopadia do wektora [1,1, —1].

Wybrano do badania funkcje liniowa o prostej postaci aby uzyska¢ maksymalnie prosty
przebieg obliczen i klarowne wyniki procesu uczenia.

Dla n = 2 nalezy wyznaczy¢ 2n + 1 to jest 5 zewnetrznych funkcji aktywacji
g1, 92, 93, 94, g5 zgodnie ze wzorem (4.12) w zmodyfikowanym twierdzeniu Kotmogorowa

potrzebnych do wyznaczenia funkcji aproksymujace;j.

Funkcje te wyznaczmy ze wzoru (4.12) gq(2) = £h(<fs,, , sis,) z80odnie ze zmodyfikowa-

— 5
nym twierdzeniem Kolmogorowa.
Przyjmijmy ze zmienna K (okreslajaca doktadno$¢ aproksymacji) ma wartosé 18. (Por.
wzor (4.4)). Kolmogorow zaleca aby K = 9n, gdzie n to liczba zmiennych funkcji h;
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czyli K = 9% 2 = 18. Autor udowodnit zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa dla K
catkowitego i dodatniego.

Przedzialy liczb rzeczywistych Al ; zgodnie ze wzorem (4.4) wynosza Al = &[i—1—

bi-t—d

Punkty ¢fs; = %(z —1— 1), sa lewymi koficami przedziatéw Afg; (p. def. przedziatéw

Zmienna ¢ przyjmuje wartosci od 2 do 19 (przedziaty A(f&i dla danych ¢ mieszczg si¢ w
przedziale E; por. wzor (4.4)).

Wagi synaptyczne wyznaczone s z warunku w, , > 19w, ,—1(por. zmodyfikowane twier-
dzenie Kolmogorowa, wzoér 4.7). Przyjmijmy, ze w,; = 1 a wy2 = 19 (nie przyjmujemy
wagi rownej np. 20 bo skomplikowato by to obliczenia; p. rys. 4.2 dla wag dobieranych
wedtug wzoru (4.7) - numeracja jest bez luk to jest po kwadracie o numerze m nastepuje
kwadrat o numerze m + 1).

Wartosci z wyznaczamy ze wzoru (por. wzor 4.8)

2
z= Z Wy pTp = T1 + 1929 (4.32)
p=1
czyli dla punktéw <f ;
1 q 19 . q
— - 1-h Py, 11 4.33
z 18(“ 6)+ 18(22 6) ( )

po uporzadkowaniu

1. 19, 10q 20
g 4 g, 2 4.34
TR TR T 183 T 18 (4.34)

czyli
1 19 5 10
1t 15 10 435
PR TR T (4.35)

gdzie i1 reprezentuje zmienng x a 19 reprezentuje zmienng xo.

Celem uproszczenia przyjmujemy ¢ = 0 (zmienna ¢ zalezy od numeru zewnetrznej
funkcji aktywacji. Na przyklad dla pierwszej funkcji aktywacji ¢ = 1).

Wartosci z dla réznych 5, i3 przedstawia rys. 4.3. Przedstawienie zmiennej x,, w postaci
liczb catkowitych i, pozwala na lepsza czytelno$¢ wykreséw i ma sens tez w zmodyfiko-

wanym indeksowanym twierdzeniu Kotmogorowa, gdzie wielkosci wejsciowe sa transfor-
mowane na liczby catkowite.

Wartosci funkeji aktywacji g,(2) wyrazone wzorem (4.12) dla przyktadu z plaszczyzna
WYNOoSzg,

. 1
9q(in, i2) = g(gi}s,il + Sis,iz) (4.36)

oyl gy(in,iz) = Ll — 1= 4]+ &l — 1 - &)

Po uproszczeniu otrzymuje sie

(i1,32) = (i + 32 —2 — ) (4.37)
i1,09) = — (11 + 19 —2 — = .
9q\l1, 22 gp\it T2 3
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Rysunek 4.3: Wartos$¢ funkeji z w zaleznosci od 47 i 25 dla ¢ =0

Wartosci pierwszej zewnetrznej funkeji aktywacji g; w zaleznosci od i1 i 45 dla ¢ = 0
przedstawiono na rys. 4.4.

Eliminujac 4; z réwnania (4.37) i wprowadzajac z otrzymamy
1
9q(2,02) = %(18,2 — 18iy + 3¢ + 18) (4.38)

lub sporzadzajac zaleznosé is i 47 od z z réwnania (4.35) otrzymamy réwnania

182 + g

= 14— 39 4.39
=14 [ (4.39)

10 182 + &
i1=1+182+ —q— 19— 39 (4.40)

3 19
Po wstawieniu réwnan (4.39) i (4.40) do réwnania (4.37) otrzymamy

1 182 4+ Yy
1 —18[———2-] -2 4.41
() = oo (182 4 8g — 1830 g) (4.41)

Roéwnanie (4.38) wyjasnia dlaczego mamy 18 cykli dla i, = 2,3, ..., 19.

Fragment pierwszej zewnetrznej funkcji aktywacji g; w zaleznosci od z = 1 do 10 przed-
stawiono na rysunku 4.5. Przedstawiona funkcja jest funkcja jednej zmiennej z (funkcja
aktywacji musi by¢ funkcja jednej zmiennej, tak jak w pracy Kolmogorowa [1] i w sieci
neuronowej). Pozostate funkcje aktywacji réznia si¢ przesunieciem na rysunku (4.6) wzgle-

q

dem osi 2z 0 warto$¢ &5 (por. wzor (4.37)).

Wartos$¢ funkeji aproksymujacej hy wynosi (por. wzor (4.37) i (4.6))

1 1 2 4 5
hy = —(5i1 + 5y — = — = — 1—=-——=-— 10 4.42
1 90( 11+ D12 373 373 ) ( )
czyli
1 15
hy 90(511 + 5ig — 10 — 3) (4.43)
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Rysunek 4.4: Zaleznos¢ pierwszej zewnetrznej funkceji aktywacji g; od 77 i is.

a po uproszczeniu

r..
= 1_8(7/1 + 19 — 3) (444)

Poniewaz warto$¢ doktadna funkcji aproksymowanej h(zy,xs) wyrazonej jako funkcja
11 1 79 wynosi

ha

L. .
= 1_8(7/1 + 19 — 2) (445)

h
wiec btad wynosi %.
Wartosci doktadne funkeji aproksymowanej h w funkcji i1 i i5 przedstawia rysunek 4.6,
a warto$ci hy aproksymujace badang funkcje h przedstawia rysunek 4.7.

Btad wzgledny aproksymacji w procentach wynosi:

h — hy 1

0= = 4.46
h 11+ 1 — 2 (4.46)
a wykres btedu przedstawiono na rysunku 4.8.
4.2.4 Przyklad sieci liniowej dla funkcji kwadratowej
Rozpatrzmy jak przebiega proces uczenia sieci liniowej dla funkcji
h(x1,29) = 25 + 25 + 10 (4.47)

ktéra przedstawia paraboloide przechodzaca przez punkt [0, 0, 10].
Nalezy wyznaczy¢ 5 zewnetrznych funkcji aktywacji g1, g2, 93, 94, g5 -

Funkcje wyznaczmy ze wzoru g,(z) = %h(gfs i1 Sis.,) 2godnie ze zmodyfikowanym twier-
dzeniem Kotlmogorowa.
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Rysunek 4.5: Fragment zewnetrznej funkeji aktywacji ¢g; dla z=1 do z=10.

Przedzialy liczb rzeczywistych Afg;, zgodnie ze wzorem (4.4), wynoszg Alg; = 1gli —
1—4—¢—4)

Punkty <5, naleza do Afg;, i sa ich lewymi koficami.

Zmienna i przyjmuje wartosci od 2 do 19 (sa to punkty przedziatu E od 0 do 1 por.
wzér (4.4)), a zmienna K (okreslajaca doktadnosé aproksymacji) niech przyjmie wartosé
18 (por. wzér (4.4)).

Wagi synaptyczne musza spetniaé¢ warunek: w,, > 19w, ,—1(por. zmodyfikowane twier-
dzenie Kotmogorowa) stad dla w,; = 1 otrzymuje si¢ w,» = 19.

Aby wyznaczyé wartosci z (por. wzor 4.8) korzystamy ze wzoru

2
z= qu,pxp =21 + 1929 (4.48)

p=1

Wartosci funkeji aktywacji dla biezacego przyktadu z paroboloida wynosza:

o 1
Gqlir, iz) = g((gi}&il)Z + (gfs,iQ)Q +10) (4.49)
czyli mamy
o 1
Gqli1, iz) = g((q]s,z'l)z + (gfs,m)g) +2 (4.50)

po uwzglednieniu wzoru (4.4) mamy

. 1. 449 L qq9
=_—(—[1—1—= —lig—1—= 2 4.51
gtI(ZhZQ) 5(324[21 6] + 324[22 6] )+ ( )
1 po uproszczeniu
. 1 . q\2 . q.\9
= — —-1-= —1—-= 2 4.52
q(i1, i) 1620 [(i1 6) + (2 6) ]+ (4.52)

Wartosci funkeji aktywacji g, (pierwszej z pieciu) przedstawiono na rysunku 4.9. Pozo-
state funkcje aktywacje sa przesuniete wzgledem osi x o statag warto$é¢ dla danych 4y i iy
(por. wzor (4.52)).
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Rysunek 4.6: Wartosci doktadne funkcji aproksymowane;j

I 2,00
M 3,00
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Rysunek 4.7: Wartosci funkcji aproksymujacej hy w zaleznosci od iy i is.
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Rysunek 4.8: Btad aproksymacji § w funkcji 41 i o

Wartosé funkeji hy aproksymujacej paraboloide wynosi

1. T, . 8, . 9, . 10, . 11,

L _° 2 = = 4.
ool =) H =)+ =)+ (=) + (- )° (4.53)
.7 .8 9 .10 , 11

+(i2 — 6)2 + (12 = 6)2 + (12 = 6)2 + (12 — 3)2 + (12 = €)2] +10

1 =

Po przeksztalceniu i uporzadkowaniu

1 7 8 9 10 11, 49+ 64+ 81+ 100+ 121
By — 5i2 (= 4+ -4 24 24 = 4.54
! ool T3 T3ty )T 36 (4:54)
s (z+§+g Q+E)+49+64+81+100+121]+10
22373373 "3 36
co daje
hy = ———[5%% + 5i5 — 154, — 15i +ﬁ]+10 (4.55)
P 16200 T T ! 2718 ‘
a po skréceniu
h —i[¢2+z‘2—3z’ — 3i +§]+10 (4.56)
EEEETYEE T ’
Poniewaz wartosé¢ doktadna paraboloidy wynosi
1
h = 32—4([i§+z’§ — 2y — 2iy + 2] + 10 (4.57)
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Rysunek 4.9: Funkcja aktywacji g1 w zaleznosci od 71 i .

wiec btad wynosi

h—hy 37 (i1 + i — 31)

h ([ + 43— 20y — 24, + 2] + 10

(4.58)

Wartosci aproksymujace paraboloide, bedace wynikiem uczenia przedstawia 4.10.
Wartosci doktadne, czyli wykres paraboloidy w funkcji ¢ i i9, przedstawia rys. 4.11.
Btad aproksymacji w procentach przedstawia 4.12.

4.2.5 Przyktad sieci potegowej dla funkcji kwadratowej

Rozpatrzmy jak przebiega proces uczenia sieci potegowej dla funkcji h(zy, zo) = 3 + 23 +
10 ktéra przedstawia paraboloide przechodzaca przez punkt [0, 0, 10].

Nalezy wyznaczy¢ 5 zewnetrznych funkcji aktywacji g1, g2, 93, 94, g5 -

Funkcje wyznaczmy ze wzoru gq(z) = th(<ls,, , sis.,) zgodnie ze zmodyfikowanym twier-
dzeniem Kolmogorowa.
Przedzialy liczb rzeczywistych Afg;, zgodnie ze wzorem (4.4), wynoszg Alg; = 1

il
1_21_1_1] *
6 6 61

Punkty <5, naleza do Afg;, i sa ich lewymi kofcami.

Zmienna i przyjmuje wartosci od 2 do 19 (sa to punkty przedziatu E od 0 do 1 por.

wzér (4.4)), a zmienna K (okreslajaca doktadnosé aproksymacji) niech przyjmie wartosé
18 (por. wzor (4.4)).

7 —
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Rysunek 4.10: Wartosci aproksymujace h; paraboloide.

Aby wyznaczy¢ wartosci z korzystamy z lewej strony wzoru (4.19) z = fi ,(2)+ fo,(x) =
T4z =820 4 (er)?

Przyjmujemy r = % (p. komentarz pod wzorem (4.22)) i a = 20 aby utamek % byt
wiekszy od 0 a mniejszy od 1.

Ze wzgledu na skomplikowane rachunki korzystamy z arkusza kalkulacyjnego aby wy-
kresli¢ funkcje g,(z).

Pierwsza funkcje aktywacji przedstawiono na rys. 4.13 dla parametrow ¢, = 211, = 3.

Porownujac sie¢ potegowa i liniowa nalezy stwierdzi¢ mniejszy rozrzut wartosci z w sieci
potegowej (od 0 do 1) w poréwnaniu z siecig liniowa (0 do 20). Jest to skutkiem ”efektu
narastania wag” opisanego w rozdziale 4.2.1. Wyznaczane sktadniki z, w sieci potegowe;j
beda miaty zblizong doktadno$¢ w przeciwienstwie do sieci liniowej gdzie elementy z, o
mniejszej wartosci bedzie wyznaczana z mniejsza procentowa doktadnoscia. Na przyktad
przy btedzie 0,1 btad procentowy bedzie zblizony dla z od 0 do 1 a przy z od 0 do 20 btad
procentowy bedzie sie bardziej roznit dla réznych z.

4.3 Nowe koncepcje zmodyfikowanych kolmogorow-
skich sieci neuronowych

W oparciu o nowe koncepcje zmodyfikowanych kotmogorowskich sieci neuronowych za-
proponowano sie¢ indeksowana.
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Rysunek 4.11: Paraboloida w funkcji 41 i 4o
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Rysunek 4.12: Wykres btedu aproksymacji o
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Rysunek 4.13: Wartosé¢ zewnetrznej funkcji aktywacji w zaleznosci od z dla g =1

4.3.1 Sie¢ indeksowana

W celu eliminacji problemu ”narastania wag” (oméwionego w podrozdziale 4.2.1) i maksy-
malnego uproszczenia obliczent (najprostszy algorytm uczenia poréwnaj inne algorytmy)
wprowadzono sie¢ indeksowang. Proponowana przez autora zmodyfikowana indeksowana
sie¢ kotmogorowska przedstawiona jest na rysunku 4.14 . Sie¢ sktada sie z bloku transfor-
macji, weztéw funkcji zewnetrznych g; i koncowego sumatora. Blok tranformacji zamienia
wielkodci wejsciowe z, na indeksy i . (stad nazwa), a nastepnie oblicza indeksy catkowite
Jq» ktore sa argumentami zewngtrznych funkeji aktywacji g,. Blok transformacji zastepuje
wagi. Transformacja pozwala na redukcje wymiaru wielkosci wejsciowych z n na 1. W
trakcie procesu uczenia sieci wyznacza sie zewnetrzne funkcje aktywacji g, podobnie jak
w sieci liniowej.

.. . . . . .q . . , ;. l q _q
Idealtransformaq]; opiera si¢ na zamianie x, na il . zgodnie z I}IIGI'OWHOSCIQ = (11, —35) q§
1/ g o , L 9 - g

T, < (i .+ 1 — 3&). Zapisujac rownowaznie mamy z, K + ;L —1 <4 < 1, K + L.

Zapisujac rownowaznie rOwnaniem mamy

. q
it = [z, K + %] (4.59)

a nastepnie obliczeniu indeksu catkowitego (ktéry jest argumentem zewnetrznej funkeji

aktywacji) zgodnie ze wzorem
n

dgp="> i M (4.60)

p=1

Symbol [x] oznacza ceche liczby x (czyli czesé catkowita liczby x). Stata M wynosi
M = K + 1. Posta¢ réwnosci na indeks czastkowy wynika z podziatu przedziatu [0, 1] na
K czesei (liczbe z przdziatu [0,1] nalezy transformowaé na zbiér liczb catkowitych od 0
do K czyli nalezy pomnozy¢ przez K). Na przyktad przy podziale na 10 czesci punkt 1—10
przejdzie w liczbe 1, punkt % przejdzie w liczbe 2, itd. Sktadnik sL wprowadzono aby
dla zmiennego ¢ kolejne zewngtrzne funkcje aktywacji g, mialy argumenty przesunigte
o wartos¢ tego sktadnika i przyblizaly warto$é aproksymowang na réznych przedziatach
(p. nieréwnos¢ zamiany wielkosci wejsciowej na indeks czastkowy) i przez co zwigkszaty
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Rysunek 4.14: Zmodyfikowana indeksowana kotmogorowska sie¢ neuronowa.

doktadnosé¢ aproksymacji. Wartos¢ mianownika wymnosi 3n bo licznik ¢ zmienia si¢ od 1 do
2n+1, a utamek nie moze przekroczy¢ wartosci 1. Indeksy tych samych punktéow a réznych
zewnetrznych funkeji aktywacji musza by¢ zblizone do siebie. Na przyktad dla K=7, gdy
q = 1 utamek wyniesie & = % i punkt x, = 0,4 zostaje zamieniony na indeks czastkowy
¢ = 2. Punkt z, = 0,4 dla ¢ = 2 zostaje zamieniony na indeks ¢ = 3. Poniewaz miejsca
aproksymacji ( zalezg od ¢ zewnetrzne funkcje aktywacji g sa okreslane wedtug wartosci
funkcji h w innych punktach. Wzor na indeks catkowity zapewnia jednoznaczne ”ponume-
rowanie” dziedziny zewnetrznych funkcji aktywacji (p. rys 4.15 przy M=5 1 M=7). Wzor
na indeks catkowity jest wzorem zamiany p liczb w systemie o podstawie M na liczbe
dziesietna, przy czym odpowiednikami cyfr sa indeksy czastkowe a liczba zapisana w tym
systemie jest odpowiednikeim indeksu catkowitego. W ten sposéb w jednej liczbie beda-
cej indeksem caltkowitym zakodowane sg dane o wszystkich liczbach bedacych indeksami
czastkowymi np liczba 1242 przy M=10 powstata z indeksow czastkowych 1,2,4,2.

Przyktad wyznaczania indeksu czastkowego i indeksu catkowitego.

Na przyktad punkt (0,5;0,5), przy K = 18, n =2 i r = 1 ma indeks czastkowy 9 dla
pierwszej zmiennej p = 11 ¢ = 1 bo rownos¢ zamiany wielkosci wejsciowej na indeks ma
postaé iy, = [18 ¥ 0,5 + ¢] = [9,17] = 9. Dla drugiej zmiennej p = 21 ¢ = 1 indeks
czastkowy wynosi 9 (identyczna réwno$é zamiany wielkosci wejsciowej na indeks). Stata
M = K + 1 wynosi 19 bo indeksy czastkowe i zmieniajg si¢ od 0 (dla z, = 0) do 18 (dla
x, = 1). Stad indeks catkowity (p. wzér (4.60)) j =9 %19+ 9 = 180.

Obecnie przedstawione jest zmodyfikowane wielokrokowe indeksowane twierdzenie Kot-
mogorowa dotyczace wielokrokowego iteracyjnego wyznaczania réznych i identycznych
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zewnetrznych funkcji aktywacji g. Identyczne funkcje aktywacji wyznacza sie gdy najwa-
zniejsza jest mata ztozonosé obliczeniowa algorytmu (wyznaczana jest tylko jedna funkcja
zamiast kilku czyli przy 5 funkcjach aktywacji naktad obliczen maleje 5 razy), a drugo-
rzedna jest doktadnos¢ aproksymacji. R6zne funkcje aktywacji wyznacza sie przy wyma-
ganiu duzej doktadnosci aproksymacji kosztem ztozonosci algorytmu (wyznaczanych jest
kilka funkcji aktywacji).

Twierdzenie 2 (Zmodyfikowane wielokrokowe indeksowane twierdzenie Kotmogorowa)

Niech E' i Dk, D} beda zbiorami liczb rzeczywistych na wejsciu sieci zdefiniowanymi
w rozdziale 4.2 (F jest zbiorem spojnym a Dy zbiorem punktéw). Dowolna funkcje
h(z1,...,z,) ciagla i rzeczywista n zmiennych na F x E X ... x E(n — razy) mozna, z
dowolnie matym btedem, aproksymowaé¢ wzorem

2n+1

he(@1, e n) = > galiy) (4.61)

gdzie g, sa sa zewngtrznymi funkcjami aktywacji sieci neuronowej, wskaznik r jest nume-
rem iteracji, a indeksy j; wyrazaja si¢ wzorem (4.60), gdzie if | jest indeksem czastkowym
zmiennym od 0 do K.

Posta¢ wzoru (4.60) wzorowana jest na systemie pozycyjnym, gdzie cyfry zmieniaja sie
od 0 do 9 a podstwa systemu pozycyjnego wynosi M=10 i dowolng liczbe mozna zapisaé
wzorem (4.60)).

Stata M wynosi
M=K+1 (4.62)

D’ jest zbiorem liczb rzeczywistych takim, ze: D = {%(z’gm +1—-5)il =0,1,.., K}.

Zbiér D rézni si¢ od D sktadnikiem g, tak aby kolejne zewnetrzne funkcje aktywacji
aproksymowaly w innych punktach, gdyz wtedy zmniejsza si¢ btad aproksymac;ji.

Indeks czastkowy if = wyraza si¢ wzorem (4.59).

Pomystem autora jest zamiana wielkosci x, na indeksy czastkowe i . i dalej na indeksy
catkowite j;. Argumentem zewnetrznych funkeji aktywacji jest wtedy liczba catkowita.

Wartosci p i q zmieniaja si¢ w zakresie 1 <p<n,1<q<2n+1.
Dowéd:

Punktowi (1, ..., x,), (gdzie x, oznacza p ta zmienna) w kolejnych iteracjach odpowia-
daja indeksy jgil 1 j,- Wynika to z tego, ze dziedzina funkcji jest podzielona na rézna
liczbe czesci p. rys. 4.15. Zwigkszamy liczbe czesci kwadratu dziedziny od 1 do oo, aby
zmniejszy¢ btad aproksymacji w kolejnych iteracjach. Wynika to z tego, ze zmiennosé
ciagtej funkcji aproksymowanej zmniejsza sie wraz z zawezaniem dziedziny.

Dla przyktadu: wielkosci wejsciowej xq,x2 (0.5, 0.5) przy podziale dziedziny (to jest
kwadratu o wierzchotkach (0,0),(0,1),(1,0),(1,1)) na 25 czesci (por. rysunek 4.15) odpo-
wiada indeks j; " réwny 12 (indeks czastkowy i1 ,_; réwny 2 wedtug wzoru (4.64) i indeks
czastkowy iéﬂ_l réwny 2 wedlug wzoru (4.64); stad indeks catkowity réwny jest 245%2
wedtug wzoru (4.62)). Przy podziale na 49 czesci indeks catkowity j; wyniesie 24 (in-
deks czastkowy z’ir rowny 2 i indeks czastkowy zé’r rowny 2, stad indeks catkowity rowny
2+5*2).

Podziat dziedziny funkcji h na r6zng ilos¢ czesci przedstawia rys. 4.15. Gorny rysunek
przedstawia strukture dziedziny, gdy M = 5. Indeks czastkowy przyjmuje wartosci od
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1
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% 0,521 24
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00 |1 12 13 4 |5 |6
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Rysunek 4.15: Podziat dziedziny funkcji na 25 i 49 czedci.

0 do 4. Indeks caltkowity obliczany jest ze wzoru (4.68) ze stala M = 5. Dolny rysunek
przedstawia strukture dziedziny, gdy M = 7. Indeks czastkowy przyjmuje wartosci od 0
do 6. Indeks catkowity obliczany jest ze wzoru (4.60) ze stala M = 7. Posta¢ numeracji
dolnego i goérnego rysunku jest konsekwencja decyzji o przyjeciu wartosci M.

Funkcja aproksymujaca h, jest rowna sumie zewnetrznych funkcji aktywacji:

2n+1 2n+1 n
b, s wn) = D 050q) = > 05> ig, M) (4.63)
q=1 q=1 p=1

Punkty gg’ 5 (miejsca aproksymacji) naleza do zbioru D’.. Punkty g;i  Zlieniaja sie,
gdy zmienia si¢ indeks czastkowy i, dla wszystkich zmiennych wejSciowych i tworzg
"szkielet” przestrzeni E", na ktérym wyznaczana jest wartos¢ aproksymowanej funkcji h.
Punkty ¢! ;- wyrazaja si¢ wzorem

1 q
q _ .
gp,K - ?(Zg,r +1- %)
Autor proponuje (taka formuta zapewnia zbieznod¢ zewngetrznej funkcji aktywacji gy (j7)
do g, por. [1]), aby w kolejnych krokach postepowania indukcyjnego przelicza¢ zewnetrzna
funkcje aktywacji wedtug wzoru

(4.64)

G5 = 057Uy + 5 (sl sii) = el onshi) (465)
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cz\\

q=2n+1 472 g=1

)

X —

Xp

Rysunek 4.16: Miejsca aproksymacji zewnetrznych funkceji aktywacji.

gdzie j = 1,2, ..., M"!

Wzér (4.65) jest zmodyfikowanym wzorem z dowodu twierdzenia Kolmogorowa [1].
Intencja Kolmogorowa [1] bylo, aby w kolejnych krokach przyblizaé¢ zewnetrzne funkcje
aktywacji sumg poprzednich zewnetrznych funkcji aktywacji i btedem aproksymacji funk-
CJI h — hr—l-

Przyktadowe potozenia punktow gg’ i 1 Tp na przedziale (%igw %ig,r + 1] przy zmiennym
q przedstawia rysunek 4.16 (por. wzor 4.74). W widocznym na rysunku przedziale (lewo-
stronnie otwartym i prawostronnie domknietym) warto$¢ z, jest zamieniana na wartosé
indeksu czastkowego if . zgodnie ze wzorem (4.67), natomiast wartos¢ funkcji b i h, jest
wyznaczana w punktach g;i x odpowiadajacych temu indeksowi.

Dalej przyjmujemy gg = 0 (bo najczesciej przyjmuje si¢ zerowe warunki poczatkowe).
Podobnie jak w oryginalnym twierdzeniu Kolmogorowa [1] r6znice miedzy funkcja h i
jej aproksymata mozna wyrazi¢ z uzyciem zewnetrznych funkcji aktywcji

hMzy, ooy xn) — he(21, ooy 2) = h(xy, . 20) — hp1 (1, oy n) —  (4.66)
—(he (21, ey ) — hpq (21, ooy @) = h(z1, ., 20) — hp_q (21, ooy @) —

2n+1

DA A ()
q=1
Z kolei dla sktadnikéw sumy z wyrazenia (4.66) zachodzi nierownos$¢ otrzymana z row-

nosci (4.65)

1 1
o+ 1(h(l’1, ..,.fL'n) — hrfl(l'l, ceey l’n)) —+

h—h,_
2n+1n+1sélrp‘ 1
(4.67)

bo tak mozna dobra¢ K (K > 1) we wzorze (4.64) aby zbiér D} byt tak gesty i
réznica réznicy funkeji i jej aproksymaty w punktach dowolnych zbioru E i zbioru D
byta mniejsza od prawej strony nieréwnosci (4.68) czyli aby

gn(Gn) —gn e <

(@1, 00, 20) = B 1 (@1, 00y @) = (Al e ooer 7 ) = Pt (6 s ons 6% )| (4.68)

1
= }h(l‘l, ..,l’n) — h(§f’K, ceey Z,K)’ S n——f—lsélg) |h - hr—1|
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bowiem funkcja h, jest stata na elementach ”siatki przestrzennej” D;C" (patrz rys. 4.15
z objasnieniem); indeks ;¢ jest staly, bo wielko$¢ rzeczywista jest zamieniana na wielkos$é
catkowity (stata na elemencie ”siatki przestrzennej” (p. réwnosé (4.59) i (4.60)).

Stad po przeksztatceniach wzoru (4.66)

1
sup |h — h,| < sup |h — h,—1| (4.69)
En ]_ En

n

Oznacza to, ze roznica miedzy funkcja h i jej aproksymata h, w kolejnych krokach r i

r — 1 wynosi
1
N, = h—h,| <——N,_ 4.70
sup | < g N (4.70)

Stad wyprowadzajac nieréwnos¢ dla N, i Ny otrzymamy

1 T
N, < N, 4.71
- (n—l—l) 0 ( )

Réznica miedzy funkcja h i jej aproksymata h, dazy do 0

N, =0 (4.72)

gdy r = oo

czyli
h, — h (4.73)

Pozostaje udowodnic, ze ciag g, jest zbiezny. Zauwazmy, ze szereg

1 1\
——— N, 4.74
91— 9a 22n+1(n+1) 0 (4.74)

r

jest bezwzglednie zbiezny.

Z kryterium d’Alamberta wynika, ze

Qr 41
Q.

1 <
rlggo 1 (4.75)

Stad wniosek, ze funkcja aktywacji g; dana wzorem (4.65) jest ciagiem Cauch’ego (w
R).
Zatem zewngtrzne funkcje aktywacji gy sa zbiezne do granic

95 = Yq (4.76)

co konczy dowod zmodyfikowanego indeksowanego twierdzenia Kotmogorowa.

[ )

Algorytm uczenia sieci indeksowanej (wersja wielokrokowa) jest nastepujacy:
1. ustal r =1, gg =0, hg=0oraz K

2. ustal if ..., , i oblicz M = K +1 j; => " 40 MP~!

p:l p,Tr
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g _ 1. _ 9 9  — 1(;q -4
3. wyzacz Sy = (1, +1—35),, Sy = (@, +1—35)

4. Wyznac22 gi;“(jg) - g;_l(j;_l) i 2n1+1(h(§f,k;v . Zk) — hr,l(gf’k, ...,gg’k)) i
+
hr = Zqil g(g
5. zmieniaj ii’yr,...,z’%’r aby wyczerpa¢ wszystkie wartosci i oblicz j; = Zzzl ig}TMpfl, a
po kazdej zmianie przejdz do 3

6. zwicksz r 0 1 1 jesli 7 = Troniec to koniec a jesli nie to ustal nowe K i przejdz do
punktu 2

Zmienne x1, ...x, nie sg wezytywane przez algorytm wielkosci wyjsciowe sg wezytywane
dla zmiennych ¢f; = & (if, +1—5),.., ¢f, = (i, +1—3%).

Zmienne ii’yr,...,z’%’r sg zmiennymi pomocniczymi.

Pozostaje pytanie czy liczba neuronéw musi by¢ rowna 2n+ 1. Aproksymacje z uzyciem
[ neuronéw obrazuje twierdzenie 3. Twierdzenie 3 ma postaé¢ algorytmu wyrazonego wzo-
rem (z natychmiastowym wyznaczeniem zewnetrznych réznych lub identycznych funkcji
aktywacji) w przeciwienistwie do twierdzenia 2, ktére ma postaé¢ wielokrokowa (h, zasta-
piono przez hy).

Twierdzenie 3

Dowolna funkcje h(zq, ..., z,) ciagla i rzeczywista na £ x E X ... X E(n —razy) mozna
aproksymowac¢ wzorem

ha(@r, ) = 3 040) (4.77)

z dowolnie matym btedem,
gdzie g, sa rzeczywistymi funkcjami aktywacji wyrazonymi wzorem (4.83), a [ jest liczba
neuronéw w warstwie wyjsciowej,

indeks catkowity wynosi

o=y igMr! (4.78)
p=1
a stala M jest rowna
M=K+1 (4.79)

Indeks czastkowy if wyznacza si¢ z réwnania (4.80)

1)

o (4.80)

il = [Kx, +

dlal<p<n,1<qg<lI.
Uzasadnienie réwnan (4.78) i (4.80) podano we wprowadzeniu do twierdzenia 3.
Dowéd:

Funkcja aproksymujaca h, jest rowna

2n+1 n

ha(21, o) = Y gg(>i@MPY) (4.81)
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Punkty ¢! ;- naleza do zbioru Df, (miejsca aproksymacji) to znaczy

1. q
= elil, 1= 5 (4.82)
Zewnetrzna funkcja aktywacji g, jest réwna (podobnie jak wedlug wzoru (4.65))
, 1
9alJa) = 7h(Lkes s Sn ) (4.83)
gdzie j, = 1,2, ..., M"™!
Jak mozna zauwazy¢ podobnie jak w oryginalnym twierdzeniu Kotmogorowa [1]
!
(1, oo Tn) = B0, ooy ) = D@1, 20) = > gq(dg) (4.84)
q=1
Z kolei dla sktadnikow sumy zaleznosci (4.84) zachodzi
: L q q 1
94(Jg) = 7]1(?1,1(7 . nK) < 7h(9€1, yTp) 0 (4.85)
gdzie stalg 6 mozna ograniczy¢
0] < No (4.86)

gdzie Ny jest dowolnie mata dodatnia liczba, bo tak mozna dobra¢ k aby zbiér D’ byt
tak gesty aby
}h(xl, @) = h(s] gy sy S,K)’ < N, (4.87)

Stad po przeksztalceniach
|h(z1, ooy ) — a2, .y 20)| < Ny (4.88)
czyli funkcja aproksymujaca jest zbiezna do funkcji A
ha = h (4.89)

co konczy dowdd zmodyfikowanego indeksowanego twierdzenia Kotmogorowa w wersji
jednokrokowej. Twierdzenie 3 mowi, ze liczba neurondéw w sieci moze by¢ miedzy 1 a
2n+1.

[
W szczegblnym przypadku gdy [ = 1 (sie¢ z 1 neuronem) funkcja aktywacji g,(j) jest
réwna h(gﬁK, s Z}K)
9(j) = h(gi],K’ s ZK) (4.90)

i wtedy w punktach zbioru D) aproksymacja staje sie interpolacja. Warto zwrdcié
uwage, ze w réwnaniu (4.90) nastepuje redukcja wymiaru z n na 1.

Czyli liczbe neuronéw mozemy dobiera¢ od 1 do 2n + 1. Wigksza liczba neurondéw
zapewnia mniejszy btad aproksymacji zalezny od zmiennosci aproksymowanej funkcji. I
tak na przyktad dla aproksymowanej funkcji wyktadniczej dwoch zmiennych w postaci
y = exp(xy + x9) okreslonej na przedziale [0,1]? przy K = 10 blad aproksymacji (p.
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réwnanie 4.85) dla [ = 5 wynosi 0,29, dla [ = 4 wynosi 0,36, dla [ = 3 wynosi 0,47,
dla [ = 2 wynosi 0,70, dla [ = 1 wynosi 1, 34. Powyzsze obliczenia wykonano na arkuszu
kalkulacyjnym i ze wzgledu na prostote zostaty pominigte.

Podany indeksowany algorytm wielokrokowy jest skomplikowany, poniewaz wymaga
przeliczenia zewnetrznej funkcji aktywacji. W kolejnych krokach siatka punktow aprok-
symacyjnych zageszcza si¢ stopniowo tak, ze w kazdym kroku btad aproksymacji maleje
n 4+ 1 razy (por. wzor (4.70)), co jest niekorzystne dla algorytmu.

Wad tych nie posiada indeksowany algorytm jednokrokowy, w ktérym siatka punktow
aproksymacyjnych D’ zageszcza si¢ tak, aby btad aproksymacyjny byt dowolnie maly
(por. wzor (4.70)). Zaleta algorytmu jednokrokowego jest to, ze znajduje minimum glo-
balne w jednym kroku, a nie jak w sieciach sigmoidalnych, gdzie algorytm w wielu krokach
"gubi” sie w minimach lokalnych. Algorytmy aproksymacji i interpolacji znane w meto-
dach numerycznych to najczesciej algorytmy jednokrokowe w ktérych parametry i funkcje
aproksymujace okresla sie wzorem [46].

Algorytm uczenia sieci indeksowanej w wersji jednokrokowej (funkcja g, wyznaczana
jest jednokrotnie) jest nastepujacy:

1. ustal 4{,...,i%, K ioblicz j, = >0 id MV~

1 1
2. wyznacz g, = (i +1—35),, Shy = (i +1—5L)

, 1

3. wyznacz g,(j,) = mh(gka, ...,ggvk)

4. zmieniaj i{,...,i aby wyczerpa¢ wszystkie wartosci i oblicz j, = Y, @MP~, a po
kazdej zmianie przejdz do 2

Zmienne x4, ...x, nie sg wezytywane przez algorytm wielkosci wyjéciowe sg wezytywane
dla zmiennych g?(ﬂ-l = %(2? +1—=35),., gg(’in = %(2% +1—4).

Zmienne if .,...,il . sa wielkoSciami pomocniczymi.

Powyzszy algorytm jest najprostszy z wszystkich prezentowanych. Przyktad obliczen
powyzszego algorytmu (dostosowanego do przyktadu obliczeniowego) podano w rozdziale

0.2.2.

4.4 Btlad aproksymacji funkcji ciggtej

Btad aproksymacji jest réznica miedzy funkcja aproksymowana h(xq,...,x,) przez sieé
neuronowy a funkcja h,(z1, ..., x, ) realizowana przez sie¢ neuronowa. Btad aproksymacji w
sieci liniowej i potegowej zmodyfikowanego twierdzenia Kotmogorowa jest inaczej oceniany
niz w indeksowanym zmodyfikowanym twierdzeniu Kotmogorowa. Btad ten jest wyrazony
identycznymi wzorami dla sieci liniowej, potegowej i zalezy liniowo od zmiennosci funkcji w
rozwazanej dziedzinie. Przez zmienno$¢ funkcji [28] rozumie sie réznice miedzy wartoscia
najwieksza a wartodcig najmniejszg funkcji na zadanej dziedzinie.

Btad aproksymacji w sieciach liniowych i potegowych opartych na zmodyfikowanym
twierdzeniu Kolmogorowa ma dwa rodzaje sktadnikow:

1. sktadniki spowodowane przesunieciem wzgledem siebie punktéw ”siatki przestrzen-
nej” g}lﬂip (p. wzor (4.4)) na ktoérych sa okre$lone zewnetrzne funkcje aktywacji g,
(p. wzér 4.21) przy ¢ = 1,2, ...,2N + 1;
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2. sktadniki wynikajace z aproksymacji tylko w wybranych punktach i zmiennosci
aproksymowanej funkcji wzgledem tych punktow.

Wartosci sktadnikéw btedu pierwszego rodzaju wynosza

1
31, s 0) = a1, 20)] < 7N (4.91)

gdzie
Ny = sup |h| (4.92)
En

a | > 1 wskazuje ile razy zmniejszyta sie zmienno$¢ funkcji h przez zawezenie dziedziny
Af. . 1 jest okreslone nieréwnoscia
P

Ny (4.93)

~| =

}h(xla e l’n) - h(gg(,iﬁ ) gg{,in)} S

gdzie
g}lm-p € A%ip (4.94)

i sg lewymi koficami A, .

Doktadne uzasadnienie nieréwnosci (4.93) jest podane w rozdziale 4.2.1.

Zwigkszajac K (p. definicja przedzialow A%ip wzér 4.4) zmniejszamy dtugos¢ przedziatu
A?Cip i tym samym otrzymamy mniejsze zmiany wartosci funkcji (p. wzér (4.93)) stad
wigksze wartosci | w nieréwnosci (4.93).

Aby rozwazy¢ btedy drugiego rodzaju zdefiniujmy przedzialty liczb rzeczywistych B ;
bliskie weztom siatki punktéw aproksymacji g?(,ip~ Rozwazmy przedzialy By, pokrywa-
jace przedzial liczb rzeczywistych [0, 1] przy zmiennym i od 0 do K(wtedy prawy koniec
ostatniego przedziatu bedzie réwny 1, p. wzor (4.95)).

Przedzial By ; jest okreslonym réwnaniem (4.95)

1
By = ?(z —1,1] (4.95)
Sktadniki btedu drugiego rodzaju, wynikajace ze zmiennosci aproksymowanej funkcji
WYNOoSza,

No (4.96)

gdzie :c;?, T, € Bi;

Punkt x; jest dowolnym punktem dziedziny E, a x, jest elementem zbioru Dy . Ponie-
waz przedzialy B ,; pokrywaja calg dziedzing, bo dla zmiennej wartosci ¢ prawy koniec
przedziatu (dla i) taczy sie z lewym konicem kolejnego przedziatu (dla ¢ + 1)(p. wzor
(4.95)), to zawsze mozna wybraé takie i , ze x;, xp € B, . Zmiennos¢ funkcji h na prze-
dziale Bk, bedzie mniejsza niz zmiennos¢ funkcji h na catej dziedzinie. Wskaznik I'>1
wskazuje o ile wahanie funkcji, czyli réznica miedzy wartoscia najwieksza a wartoscia naj-
mniejsza, zmniejszyta sie wskutek zawezenia dziedziny, bo wahanie funkcji maleje wraz z
zawezaniem dziedziny.
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Stad catkowity btad aproksymacji dla zmodyfikowanego nieindeksowanego twierdzenia
Kolmogorowa jest sumg obu sktadnikéw btedu i wynosi

1 1
< (7 + l_’)NO (4.97)

/

Wy, ... x,) — ha(T1, ..., &)

Btad aproksymacji dla indeksowanego zmodyfikowanego twierdzenia Kotmogorowa wy-
nosi (p. wzoér 4.71)

1 T
N, <|——| N 4.98
- (n+1> 0 ( )

gdzie r jest numerem iteracji, IV, bledem aproksymacji w r tej iteracji (p. rozdziat
4.3.1).

Blad aproksymacji ocenia sie¢ w iteracyjnej wersji indeksowanego twierdzenia Kotmo-
gorowa (p. twierdzenie 3 w rozdziale 4.3.1)

W wersji opartej na twierdzeniu 4 z punktu 4.3.1 to jest w wersji 1 iteracyjnej zmody-
fikowanego, indeksowanego twierdzenia Kolmogorowa obowiazuje wzér (okreslajacy btad
aproksymacji) podobny jak w zmodyfikowanym twierdzeniu Kolmogorowa w wersji r ite-
racyjnej. (p. rozdziat 4.3.1)

1
N < 7No (4.99)

gdzie [ jest liczbg okreslajaca ile razy zmaleje wahanie aproksymowanej funkeji wskutek
zawezenia dziedziny. Btad aproksymacji jest réwny %

Zgodnie ze wzorem (4.98), im wicksze n, to jest liczba wymiaréow funkcji aproksymo-
wanej h, tym "lepsza” jest zbieznosc¢.

4.5 Zestawienie wlasciwosci kolmogorowskich sieci
neuronowych

Podane wyzej zmodyfikowane twierdzenie Kolmogorowa umozliwia konstrukcje kolmogo-
rowskich sieci neuronowych w sposéb szybszy i prostszy niz stosowane dotychczas metody.
Kolmogorowskie sieci neuronowe majg strukture zdeterminowang przez twierdzenie o teo-
rii ciaglych funkeji matematycznych. Charakteryzuja sie one prostym algorytmem uczenia
bez metod gradientowych i propagacji wstecznej. Zaleta podanych algorytméw jest prosta
budowa i niski naktad obliczen. W wiekszosci kotmogorowskich sieci neuronowych miej-
sce wag zstepuja wewnetrzne funkcje aktywacji. Zasadniczg role pelnia w nich neurony
z realizowang zewnetrzng funkcja aktywacji. Budowe takiej sieci zaczyna sie od catosci
struktury przechodzac do pojedynczych neuronéow. W sieci sigmoidalnej proces ten prze-
biega odwrotnie.

W niniejszej pracy zaproponowano struktury trzech kolmogorowskich sieci neurono-
wych:

e sie¢ liniowa;

e sie¢ potegows;
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e sie¢ indeksowana;
Zalety 1 wady proponowanych sieci przedstawia tabela 4.1.

Nazwa sieci Zalety Wady
Liniowa Prosta budowa i Niekorzystne ”narastanie
podobna do sieci sigmoidalnych | wag” przy duzej doktadnosci
Potegowa | Funkcja potegowa zastepuja wagi | Metoda uczenia bardziej
co wyklucza ich narastanie skomplikowana niz w sieci liniowej
Indeksowana Prosty algorytm uczenia, Sie¢ o nietypowej architekturze
z blokiem transformacji,
ktory zastepuje wagi

Tablica 4.1: Wady i zalety sieci kotmogorowskich

7 podanego zestawienia w tabeli 4.1 wynika, ze kotmogorowskie sieci neuronowe maja
zroznicowang strukture oraz odmienne algorytmy uczenia.

Kolmogorowska sie¢ liniowa ma budowe identyczng z siecig sigmoidalng ale odmienny
sposob uczenia. Metoda uczenia polega na wyznaczaniu zewnetrznej funkeji aktywacji przy
stalych wagach. Wada jest niekorzystne narastanie wag przy duzej doktadnosci obliczen,
co zostato opisane w rozdziale 4.2.1.

W kotmogorowskiej sieci potegowej wagi sa zastapione przez wartosci funkcji potegowej,
co eliminuje niekorzystny problem z narastaniem wag. Nie obowiazuje w tej sieci warunek
(4.7) natozony na wagi w sieci liniowej (p. rozdzial 4.2.2). Uczenie sieci potegowych jest
bardziej skomplikowane niz w sieciach liniowych (por. algorytmy w rozdziatach 4.2.1 i
4.2.2)

Kotmogorowska sie¢ indeksowana ma nietypowa architekture z blokiem transformacji
oraz prosty algorytm uczenia, gdzie wyznacza sie zewnetrzne funkcje aktywacji. Wagi w
tych sieciach nie wystepuja. Sie¢ ta ma najlepsze wtasciwosci przy konstrukeji algorytmu
uczenia (p. algorytmy w rozdziatach 4.3.1).

7 podanego wyzej wynika, ze najlepsza siecig typu kotmogorowskiego jest sie¢ liniowa
i indeksowana z uwagi na prosta metode uczenia sieci i przejrzysta konstrukcje.

4.6 Podsumowanie
Oryginalne twierdzenie Kotmogorowa dotyczace funkcji wielu zmiennych nie nadaje sie
do budowy algorytmu uczenia sieci neuronowej. Autor proponuje nastepujace schematy

modyfikacji twierdzenia Kolmogorowa:

1. sposob podstawowy, nieindeksowany;

2. sposob indeksowany.
Sposoby tych modyfikacji sa mozliwe poprzez:

1. wprowadzenie funkcji liniowej jako wewnetrznej funkcji aktywacji;

2. wprowadzenie funkcji potegowej jako wewnetrznej funkeji aktywacji;
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3. wprowadzenie funkcji catkowitoliczbowej jako wewnetrznej funkeji aktywacji;

Aby algorytm uczenia sieci kotmogorowskiej byt zbiezny nalezy odpowiednio dobraé
wewnetrzne i obliczy¢ zewnetrzne funkcje aktywacji (por. rozdziaty 4.2 i 4.3). Zewnetrzne
funkcje aktywacji oblicza si¢ w zaleznosci od funkcji aproksymowanej h (p. wzor 4.91).
Btad aproksymacji mozna sprowadzi¢ do wartosci dowolnie malej (p. wzor (4.99)).

Aspekty teoretyczne sieci kotmogorowskiej przedstawiajg twierdzenia od 1 do 3 w roz-
dziale 4 natomiast aspekty praktyczne ilustruja schematy blokowe algorytmow uczenia
zmodyfikowanej indeksowanej sieci kotmogorowskiej podane w rozdziale 5.



Rozdziat 5

Algorytmy uczenia zmodyfikowanej
sieci

5.1 Wstep

Rozdzial ten zawiera opis algorytmoéw uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kot-
mogorowskiej oraz analize zbieznosci i doktadnosci skonstruowanych algorytmoéw uczenia
kolmogorowskich sieci neuronowych.

Analiza dotyczy zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa w postaci indeksowanej.
Dowod zbieznosci algorytmow opartych na zmodyfikowanym twierdzeniu Kotlmogorowa
jest w rozdziale 4, a rozdzial 5 zawiera wnioski i uzupetnienia materiatu z rozdziatu 4.

Rozdzial ten zawiera schematy blokowe algorytmow trenowania sieci neuronowej w
oparciu o zmodyfikowane indeksowane twierdzenie Kolmogorowa.

5.2 Algorytmy uczenia zmodyfikowanej indeksowa-
nej sieci kolmogorowskiej

5.2.1 Wstep

Obecnie przedstawiono algorytmy uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kolmogo-
rowskiej. Sa to algorytmy z réznymi i identycznymi funkcjami aktywacji. Algorytm z réz-
nymi funkcjami aktywacji stosuje sie przy duzej dokladnosci obliczen. Algorytm z iden-
tycznymi funkcjami aktywacji stosuje sie gdy najwazniejszy jest niski naktad obliczen.
Zaleta podanych algorytméw jest ich prosta budowa, niski naktad obliczen przy treno-
waniu sieci oraz dobra zbieznos¢ o dowolnie matym bledzie aproksymacji. Zastosowanie
podanych algorytméw umozliwia identyfikacje szerokiej klasy obiektéw z nierdzniczko-
walna nieliniowoscia (z ostrzami).

5.2.2 Opis algorytmoéw

Algorytmy uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kotmogorowskiej mozna podzieli¢
na nastepujace etapy:

49
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1. wezytanie danych uczacych w postaci wejsé x;,i = 1, ..., n i wyjscia y (funkcji aprok-
symowanej h(zq, ..., T,));

2. zamiana wielkos$ci wejsciowej na indeks czastkowy i catkowity

3. wyznaczenie zewnetrznych funkcji aktywacji g na podstawie wczytanych danych
(por. algorytm jednokrokowy z 4.3.1);

4. wygenerowanie funkcji aproksymujacej wezytane dane.

Ponizej podano opis algorytméw uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kolmogo-
rowskiej. Schematy blokowe algorytméw uczenia sa przedstawione na rys. 5.3 - 5.4. Sg to
algorytmy wyznaczajace rozne lub identyczne zewnetrzne funkcje aktywacji. Algorytm z
roznymi funkcjami aktywacji nadaje sie¢ do wiekszosci badan eksperymentalnych miedzy
innymi do identyfikacji. Algorytm z identycznymi funkcjami aktywacji ma zastosowanie
wtedy, gdy mata ztozonos¢ algorytmu jest wazniejsza niz duza doktadnos$é aproksymac;ji.
Rys. 5.1 przedstawia cze$¢ wezytujaca dane (wspélny dla dwoch algorytmoéw). Rys. 5.3
przedstawia czes¢ wyznaczajaca zewnetrzne funkcje aktywacji (wspélny dla dwdch algo-
rytméw). Ponadto w algorytmie z réznymi funkcjami aktywacji wyznaczana jest funk-
cja aproksymujaca. Na tym koniczy sie opis pierwszego algorytmu. Rys. 5.4 przedstawia
czesé koncows drugiego algorytmu wyznaczajaca funkcje aproksymujaca przy identycz-
nych funkcjach aktywacji.

Przyktad pracy algorytmu uczenia indeksowanej sieci kotmogorowskiej z réznymi funk-
cjami aktywacji.

Dana jest funkcja 2 zmiennych h(xi,xs) = x1 + z5. Funkcja h zostaje sprobkowana w
4 punktach (liczbaprobek = 4) x17 = 0,4, 127 = 0,4, y[1] = 0,8, 112 = 0,4, 292 = 0,8,
yl2] = 1,2, 215 = 0,8, x93 = 0,4, y[3] = 1,2, 214 = 0,8, 04 = 0,8, y[4] = 1,6 a dane
wpisane do macierzy oznaczonych jako Daneli, j] i y[j]

11 T21 0,4 0,4

Macierze Daneli, j] i y[j] sa odpowiednio réwne: Daneli, j] = iiz Z; = 8:;1 gj

T14 T24 0,8 0,8

y[l | 10,8
yli] = zg = 1’; Nawiasy || oznaczaja symbole macierzy.
y[4] | 1,6

Dziatania algorytmu dla podanego przyktadu w czesci obliczajacej zewnetrzng funkcje
aktywacji sa nastepujace. Obliczenie zewnetrznej funkcji aktywacji odbywa sie w bloku
glwij,ql = yli]/(2n 4+ 1) (gdzie wjj jest indeksem catkowitym a y[i] wektorem wielkosci
wyjsciowych aproksymowanej funkeji h) wedtug wzoru (4.91) podanego w rozdziale 4.3.1.
Blok z powyzsza instrukcja znajduje sie¢ wewnatrz dwoch petli. Petla wewnetrzna zmienia
sie wraz z zmianami zmiennej ¢ wskazujacej numer funkcji aktywacji (jest ich 5), petla ze-
wnetrzna zmienia sie wraz z kolejna probka (jest ich 4). Indeks catkowity wjj wyznaczany
jest w bloku wjj = wjj + (j — 3) * (skok + 1)~ (por. wzér (4.86) j, = >0 id MP~)
- odpowiednikiem indeksu czastkowego ¢ jest zmienna j, stalej M zmienna skok + 1, wy-
ktadnika p zmienna ¢1, indeksu catkowitego j zmienna wjj. Funkcja sumy realizowana
jest w petli ze zmienng ¢1. Liczba ¢1 zmienia od 1 do liczby zmiennych n = 2. Liczba skok
wskazuje na ile czedci podzielony jest przedzial [0,1] (odpowiednik zmiennej K we wzorze
(4.67)). Przedzial [0,1] jest podzielony na K = 9n czesci (jak w oryginalnym twierdzeniu
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Rysunek 5.1: Algorytm wczytania danych.
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Kolmogorowa). Liczba skok wynosi skok = 9n = 9 % 2 = 18 gdzie n = 2 to liczba zmien-
nych. Najbardziej wewnetrzna petla stuzy do wyznaczenia wartosci indeksu czastkowego
j (j z algorytmu jest odpowiednikiem 4f . we wzorze (4.67)), ktéry wskazuje, w ktérym
miejscu znajduje sie prébka (zmienna j jest kolejno zwiekszana az zmienna ww (p. pocza-
tek rozdziatu 4.3.1: (i, — 2£) < @, < %=(i%, + 1 — 3L)) przekroczy warto$¢ uu - p. blok
w rys. 5.3). W naszym przypadku dla (na przyktad) wielkosci wejsciowej 0,4 (p. macierz
Dane) mamy j=10 dla q=1,2,3,4 i j=11 dla q=>5. Dla przypadku wielkosci wejsciowej 0,8
(p. macierz Dane) mamy j=17 dla q=1,2,3 i j=18 dla q=4,5.

Indeksy catkowite wjj czterech wejsciowych prébek (x,xs) przedstawiono na rysunku
5.2 przy zmiennym q. Na przyktad dla probki (0,4;0,4) indeksy czastkowe wynosza 10 dla
q=1, stad wjj = 7% 19+ 7 = 140. Dla tych wartosci indekséw catkowitych wyznacza si¢
wartosci zewnetrznych funkceji aktywacji glwjj, q] = yli]/(2n+1) co przedstawiono na rys.

5.2 wraz z wartosciami y.

X, X, indeks calkowity wijj y glwij,al
0,4 0,4 140 140 140 140 160 0,8 0,16
0,8 0,4 147 147 147 148 167 1,2 0,24
0,4 0,8 273 273 273 292 293 1,2 0,24
0,8 0,8 280 280 280 300 300 1,6 0,32

Q=1 Q=2 Q=3 Q=4 Q=5
Rysunek 5.2: Indeksy catkowite czterech wejsciowych probek.

Poprzez sumowanie zewnetrznych funkceji aktywacji od q=1 do q=>5 wedtug wzoru hh =
hh + glwjj, q] otrzymujemy wartosci funkeji aproksymujacej hr[1]=0,8, hr[2]=hr[3]=1,2 i
hr[4]=1,6.

Czes¢ algorytmu, ktora oblicza funkcje aproksymujaca dla identycznych zewnetrznych
funkeji aktywacji g1 = g2 = ... = g5 przedstawia rysunek 5.4 (algorytm z identycznymi
funkcjami aktywacji). Algorytm, ktérego schemat blokowy przedstawiono na rys. 5.3 wy-
znacza tylko pierwsza zewnetrzna funkcje aktywacji (pozostate cztery sa rowne pierwszej)
i przekazuje dane to jest zewnetrzng funkcje aktywacji do algorytmu przedstawionego na
rys. 5.4.

Funkcje aproksymujacg oblicza sie na podstawie zewnetrznych funkcji aktywacji, Naj-
wazniejsza instrukeja jest w bloku realizujacym instrukcje hh = hh + glwjj, q|. Funkcja
aproksymujaca jest obliczana jako suma pieciu (2n + 1 dla n = 2) zewnetrznych funkcji
aktywacji (wyznaczona przez algorytm przedstawiony na rys. 5.3) (petla po q).

Koncowy wynik identyfikacji przedstawiony jest w tabeli na rys. 5.2.

5.3 Warunki zbieznosci i szybkos¢ zbieznosci algoryt-
mow uczenia sieci kolmogorowskiej

Zbieznos¢ algorytmow uczenia sieci jest zapewniona zarowno dla zmodyfikowanego twier-
dzenia Kolmogorowa jak i indeksowanego zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa
dzieki minimalizacji btedu aproksymacji w trakcie wykonywania algorytmu. Szybkosé
zbieznodci zalezy od gestosci ‘siatki przestrzennej’, na ktorej okreslona jest aproksymo-
wana funkcja, jak i od zmiennosci aproksymowanej funkcji. Btad aproksymacji moze by¢
sprowadzony w jednej iteracji algorytmu do wartosci dowolnie matej, bo zmiennos¢ ciggtej
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Rysunek 5.3: Wyznaczanie zewngtrznej funkeji aktywacji w algorytmie z r6znymi i jedna-
kowymi funkcjami aktywacji i funkcji aproksymujacej w algorytmie z r6znymi funkcjami
aktywacji.
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Rysunek 5.4: Wyznaczanie funkcji aproksymujacej w algorytmie z identycznymi funkcjami

aktywacji.
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aproksymowanej funkcji h na zawezonym przedziale A%ip (przedzial zawezamy zwieksza-
jac K i tym samym przedzial jest mniejszy)jest dowolnie mate (co wyjasniono w rozdziale
4.2.114.3.1). Jest to fakt ogélnie znany z analizy matematycznej.

Ograniczenia nalozone na wagi synaptyczne podane w réwnaniu (4.7) (méwiace jakie
warto$ci moga przyjmowaé wagi) sa warunkiem zbieznosci w zmodyfikowanym twierdzeniu
Kotmogorowa. Sa to warunki wystarczajace ale nie konieczne dla zbieznosci.

Ciekawa interpretacje szybkosci zbieznosci daje badanie granicy (ktéra jest réwna zero)

. T
Ay =Y

gdzie K(r) jest wspétczynnikiem we wzorze (4.4) (ktory rosnie jak maleja przedzialy
Alci)

Mowi ona w jaki sposob rosnie K w kolejnych iteracjach r. Powyzsza metoda polega
na obliczania stosunku wyrazen ﬁ dla duzych wartosci K. Im ten stosunek jest wickszy
tym zbiezno$c¢ jest wolniejsza.

Warunki dziatania algorytméw uczenia zmodyfikowanej nieindeksowanej sieci neurono-
wej, (sporzadzone na podstawie uwag o wagach z rozdziatu 4) dla réznych sieci kolmogo-
rowskich przedstawia tablica 5.1.

Ip | sie¢ warunek dziatania algo-
rytmu

1 | liniowa n wymiarowa (1) | wy, > wgp—1(K + 1)
potegowa 2 wymiarowa | (n4—ng)(2r) niecatkowite p.
wzor 4.22

3 | potegowa 3 wymiarowa | 3(n3 — ng)r niecatkowite p.
wzor 4.30

Tablica 5.1: Warunki dziatania algorytmu dla sieci kotmogorowskiej

Sieci indeksowanych nie uwzgledniono w tabeli, poniewaz nie posiadaja wag (patrz roz-
dzial 4.3.1). W sieciach indeksowanych warstwe wejsciowa sieci neuronowej zastepuje blok
transformacji. W sieciach indeksowanych problem zbieznosci algorytmu nie wystepuje.

5.4 Podsumowanie

Na podstawie twierdzen z rozdziatu 4 i 5 udowodniono, ze algorytmy oparte na zmodyfiko-
wanym twierdzeniu Kotmogorowa (indeksowanym, w wersji wyrazonej wzorem, z roznymi
i identycznymi funkcjami aktywacji) maja btad aproksymacji dowolnie maly.

Algorytmy uczenia sieci kotmogorowskiej maja prosta budowe i nadaja sie do zastosowa-
nia w identyfikacji systemdéw statycznych i dynamicznych. Jest to doktadnie zilustrowane
w rozdziale pigtym i szostym.



Rozdzial 6

Eksperymenty ze zmodyfikowanag
siecig

6.1 Wstep

W niniejszym rozdziale rozwaza si¢ zastosowanie zmodyfikowanej indeksowanej sieci neu-
ronowej kolmogorowskiej do identyfikacji systeméw dynamicznych Hammersteina i Wie-
nera [30]. Powyzsze systemy sa zbudowne z elementéw nieliniowych i dynamicznych. Sys-
temy te stuza w technice do modelowania procesoéw biologicznych i socjologicznych i obej-
muja szeroka klase obiektow w przyrodzie, a ich identyfikacja przysparza wiele probleméw.
Identyfikacja tych systemow sprowadza sie do okreslenia postaci funkcji w elementach
nieliniowych i wspétczynnikow réwnania réznicowego w elementach dynamicznych. Lite-
ratura podaje wiele metod identyfikacji systeméw Wienera i Hammersteina za pomoca
sigmoidalnych sieci neuronowych [9].

Metodami identyfikacji systeméw Hammersteina i Wienera wedtug Janczaka sg [9]:

—_

metody korelacyjne [39];
metody regresji parametrycznej [40];
metody regresji nieparametrycznej [41];

metody wykorzystujace gradientowe techniki optymalizacji [31];

A

metody wykorzystujace modele neuronowe [9].

Wszystkie te metody sa skomplikowane i wymagaja duzego naktadu obliczen. Zastoso-
wanie kolmogorowskiej sieci neuronowej z funkcjami liniowymi lub catkowitoliczbowymi
jako wewnetrznymi funkcjami aktywacji daja uproszczenie obliczen. Proponowany przez
autora sposob identyfikacji idealnie nadaje sie do utworzenia prostego algorytmu kompu-
terowego opisanego w rozdziale 4.3, poniewaz otrzymywana zewnetrzna funkcja aktywacji
systemu dynamicznego Hammersteina i Wienera jest poszukiwang funkcja nieliniowosci
systemu.

Badanie eksperymentalne uczenia sieci stuzg do ilustracji twierdzen udowodnionych
przez autora i zamieszczonych w rozdziale 4 pracy. W badaniach rozpatrzono jeden obiekt
statyczny oraz cztery dynamiczne. Wszystkie obiekty sa modelowane funkcjami dwdch
zmiennych. Zostata tu podwierdzona doktadnosé i zbieznos¢é podanego przez autora algo-
rytmu uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kolmogorowskie;j.

o6
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6.2 Identyfikacja charakterystyk obiekté6w dynamicz-
nych za pomocg sigmoidalnej sieci neuronowej

6.2.1 Modele identyfikacji obiektéw dynamicznych

Celem identyfikacji obiektu jest znalezienie modelu (wzoru) matematycznego, ktéry opi-
suje relacje pomiedzy wielko$cia wejSciowa a wyjsciowa obiektu. Mozemy identyfikowaé
obiekty statyczne lub obiekty dynamiczne. Kazdy z tych obiektéw moze by¢ liniowy lub
nieliniowy.

Identyfikacje obiektow dynamicznych opisanych przez réwnania réznicowe rozwazaja
Narendra i Parthasarathy w swojej pracy [16]. Podaja oni cztery nastepujace modele
opisane przez réwnania nieliniowe. Mimo, ze modele sg opisane réwnaniami réznicowymi,
nieliniowos¢ modelu jest opisana funkcja ciggtla.

Model 1 opisany jest réwnaniem:

y(k+1) Zczzy — i)+ glak), x(k —1), ..., x(k —m+1)] (6.1)

W modelu 1 zalezno$¢ wyjscia od wyjé¢ w poprzednich chwilach jest liniowa.

Model 2 opisany jest réwnaniem:

y(k+1) = fly(k),y(k = 1), ., y(k —n+1 _'_Zﬁz (6.2)

W modelu 2 zalezno$¢ wyjscia od wejs¢ w poprzednich chwilach jest liniowa.

Model 3 opisany jest réwnaniem:
ylk+1) = fly(k),y(k—=1),....,y(k —n+1)] + glz(k),z(k = 1),...,x(k —m+1)] (6.3)

W modelu 3 zalezno$¢ wyjscia od wyjs¢ i wejé¢ w poprzednich chwilach jest nieliniowa.
Model 4 opisany jest réwnaniem:
Model 4 jest najbardziej ogélnym i zaleznos¢ wyjscia od wejs¢ i wyjs¢ w poprzednich
chwilach jest nieliniowa.
Przez y oznaczono wyjscia obiektu a przez x wejscia obiektu. Rzad ukladu wzgledem
sygnatu wyjsciowego wynosi n, a wzgledem sygnatu wejsciowego m.
Reprezentacje modelu 1 przedstawiono na rysunku 6.1.

Identyfikacja obiektu polega na wyznaczeniu wspotczynnikéw réwnania roéznicowego i
funkcji nieliniowej wystepujacych w modelu. Wspétczynniki réwnania réznicowego wyzna-
cza sie metoda najmniejszych kwadratéw, a funkcje nieliniowa przy zastosowaniu metod
gradientowych i wstecznej propagacji btedu [3],[15],[17].

6.2.2 Zarys identyfikacji systeméw dynamicznych Hammerste-

ina 1 Wienera

Autor ograniczyl sie do identyfikacji zlozonych obiektéow dynamicznych takich jak sys-
temy Hammersteina i Wienera, ktore sg opisane w rozdziale 6. System Hammmersteina
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Rysunek 6.1: Reprezentacja modelu wyrazonego wzorem (6.1)

jest potaczeniem kolejno: elementu nieliniowego i dynamicznego liniowego, a system Wie-
nera jest potaczeniem kolejno: elementu liniowego dynamicznego i elementu nieliniowego.
Sa one czesto stosowane w technice do modelowania réznych proceséw biologicznych i
socjologicznych. Identyfikacje ztozonych obiektoéw dynamicznych takich jak Hammerste-
ina i Wienera rozwaza Janczak w swej pracy [9]. Sa mozliwe dwa sposoby modelowania
obiektu: szeregowo-rownolegte lub réwnolegte, co objasniono ponize;j.

Potaczenie obiektu i modelu przedstawiaja rysunki 6.2 1 6.3.

W modelu szeregowo-réownolegtym do modelowania stosowane sa sygnaty wejsciowe x
1 sygnaty wyjsciowe y z obiektu. W modelu réwnolegtym do modelowania stosowane sa
sygnaly wejsciowe x i zamiast sygnatow wyjsciowych y z obiektu sygnalty wyjsciowe y™ z
modelu.

Dla modeli szeregowo-rownoleglych stosowane sa réwnania systemu Hammersteina (por.
wzér (6.1) modelu 1)

ylrgn = _alykfl — ... — a,nyk,n + blf(x]gfl) + ...+ bnf(szn> (65)

Model szeregowo-réwnolegly dla systemu Hammersteina przedstawia rysunek 6.4 (por.
rysunek 6.2 i wejscia modelu x i y), natomiast system Wienera opisany jest przez (por.
wzér (6.4) modelu 4)

yr' = f(sk) (6.6)

gdzie zmienna pomocnicza s jest wyrazona przez:

sp=—arf " (Yp1) — oo — A f  (Yken) F b1Tp—1 o F DpTpn (6.7)
gdzie y" jest sygnatem wyjéciowym modelu a y; sygnalem wyjsciowym badanego
obiektu, x; sygnatem sterowania a f~! oznacza funkcje odwrotna do f.

Dla modeli rownolegtych stosowane sa rownania systemu Hammersteina i Wienera po-
dobne do poprzednich z tym, ze zamiast y; wprowadzane jest y.".

Model réwnoleglty dla systemu Hammersteina przedstawia rysunek 6.5 (por. rysunek
6.3 i wejscie modelu z)
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Rysunek 6.2: Model szeregowo-réwnolegty.

6.3 Identyfikacja charakterystyk nieliniowych obiek-
tow dynamicznych przy zastosowaniu zmodyfiko-
wanej indeksowanej sieci kotmogorowskiej

Przedstawiony w rozdziale 5.2 algorytm uczenia zmodyfikowanej sieci neuronowej moze
by¢ wykorzystany do identyfikacji charakterystyk nieliniowych. Przyktady ilustrujace
identyfikacje charakterystyk nieliniowych podano w niniejszym rozdziale.

Zadanie identyfikacji obiektéw nieliniowych sprowadza sie do okreslenia zewnetrznych
funkeji aktywacji g, zmodyfikowanej sieci kotmogorowskiej. Aby zidentyfikowaé obiekt
nalezy:

1. okresli¢ wielkosci wejsciowe sieci neuronowej (ustala uzytkownik), ktére moga by¢
uzyskane generatorem losowym lub ustalane przez uzytkownika;

2. okresli¢ wielko$¢ wyjsciowa y sieci neuronowej (ustala uzytkownik);

3. okresli¢ liczbe neuronéw (im wigksza liczba neuronéw tym mniejszy btad aproksy-
macji);
4. zastosowac¢ algorytm uczenia zmodyfikowanej indeksowanej sieci kotmogorowskiej

(p. rys. 5.3);

5. zastosowa¢ wewnetrzne funkcje aktywacji f,, jako funkcje catkowitoliczbowe (p.
sieci indeksowane);

6. okresli¢ zewnetrzne funkcje aktywacji g4, co jest gtowna czescia zadania identyfikacji
(p. rys. 5.3);
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Rysunek 6.3: Model réwnolegty.

Zmodyfikowana indeksowana sie¢ kolmogorowska idealnie nadaje sie do zadania iden-
tyfikacji nieliniowych obiektéw dynamicznych. Zadanie identyfikacji dotyczy uktadu dy-
namicznego z czasem dyskretnym i dowolng funkcjg nieliniowa.

Przyjeto, ze wyjscie obiektu dynamicznego jest funkcja wejs¢ i wyjs¢ opdznionych, co
mozemy okresli¢ nastepujacym wzorem (por. model 4 wyrazony wzorem (6.4))

yk+1) = flyk),y(k—1),....y(k—n+1),z(k),x(k—1),..,2(k—m+1)]  (6.8)

gdzie liczba n wskazuje liczbe wyj$é opéznionych (wzgledem chwili biezacej k) a liczba m
liczbe wejs¢ opdznionych.

Aby nauczy¢ sie¢ musimy wygenerowaé¢ wszystkie mozliwe wartoéci wejsciowe uktadu
ktorymi sa:

- wielkodci sterujace x oraz

- wielko$ci wyjsciowe y w poprzednich chwilach czasu.

Wielkosci sterujace x sa zmiennymi niezaleznymi i mozna je tatwo uzyska¢. Wigksza
trudnoscia jest uzyskanie wystepujacych w poprzednich chwilach czasu wielkosci wyjscio-
wych y (dlatego potrzebny jest generator losowy wielkosci x, bo gdy x jest losowe to y
jest tez losowe). Po dostatecznie dtugim czasie pracy algorytmu potrzebnym do wygene-
rowania kilkuset prébek, sa wygenerowane (losowo) prawie wszystkie mozliwe wartosci
wielkosci wyjsciowych y i sie¢ neuronowa staje si¢ prawidtowo nauczona, co potwierdzaja
wyniki pracy. Wartosci y, nie wystepujace podczas uczenia sieci sg odtwarzane z btedem.
Blad ten mozna zmniejszy¢ interpolujac lub aproksymujac wartosci nieznane warto$ciami
sasiednimi (problem ten wykracza poza ramy pracy).

Uczenie sigmoidalnej sieci neuronowej polega na odpowiednim doborze wag minimali-
zujacych funkcje btedu, przy czym w miare uczenia wielkosci wyjsciowe staja sie coraz
blizsze poprawnych. Zasadnicza réznice w procesie uczenia sieci sigmoidalnej i zmodyfiko-
wanej przez autora indeksowanej sieci kotmogorowskiej polega na zastgpieniu wag przez
blok transformacji w sieci kotmogorowskie;.
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Rysunek 6.4: Szeregowo-réownoleglty model Hammersteina.

6.4 Identyfikacja systemu statycznego

Identyfikacje systemu statycznego przeprowadzono przy uzyciu programu zbudowanego
wedtug algorytmu uczenia sieci neuronowej i opartego na indeksowanym zmodyfikowanym
twierdzeniu Kotmogorowa, poniewaz nieindeksowane wersje algorytmu sa bardziej ztozone
w zastosowaniu.

Przeprowadzono identyfikacje obiektu wyrazonego rownaniem
y = 10 4 exp(zq + x2) (6.9)

Identyfikacja polega na wyznaczeniu zewnetrznych funkcji aktywacji sieci. Nastepuje
przy tym redukcja wymiaru danych wejsciowych z n do 1 zwana w literaturze angielskiej
PCA (principial component analysis - analiza gtéwnych sktadowych) [45], bo identyfiko-
wana funkcja h n zmiennych jest przedstawiona w postaci sumy zewnetrznych funkeji
aktywacji g,, ktore sa funkcjami jednej zmiennej j. W wyniku identyfikacji otrzymano
pie¢ zewnetrznych funkeji aktywacji (2n + 1 dla n = 2), z czego pierwsza przedstawiono
na rysunku 6.6. Zewnetrzne funkcje aktywacji wyrazone sa wzorem

1
9q(Jq) = 7’%(?3,;«---, i) (6.10)

gdzie [ jest liczba neuronéw rowna 5. Dla badanej funkcji otrzymamy

] 1
9q(Jq) = 5(10 +exp(sf x +S3.x)) (6.11)
Podstawiajac ze wzoru (4.72) gﬁK = % — =+ % i g2q7K = % — =+ 1—18.

Przyjeto K = 18 zgodnie z zaleceniem Kolmogorowa aby K = 9n gdzie n to liczba
zmiennych (réwna 2).
Stad
1 it g2
V=94 = 4,2 242 6.12
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Rysunek 6.5: Réwnolegly model Hammersteina.
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Rysunek 6.6: Pierwsza funkcja aktywacji systemu statycznego.

Poniewaz j, = ] + 194 lub
il = j, — 195 (6.13)
to otrzymamy

1 J , q 2
=9 Jq CI__

Pozostate cztery zewnetrzne funkcje aktywacji pominieto ze wzgledu na identyczny
ksztalt i przesuniecie wykresu o wektor ‘15;46 wzgledem osi OY w stosunku do pierwszej
funkcji aktywacji (por. wzor (6.14)). Identyfikacja systemu statycznego umozliwia redukcje
wymiaru funkcji aproksymowanej (réwnej 2) do wymiaru zewnetrznej funkcji aktywacji
(réownej 1). Mozliwe staje sie przy tym modelowanie funkcji wielu zmiennych przy pomocy
sieci kotmogorowskiej.

(6.14)

Na rysunku 6.6 wida¢ wyraznie eksponencjalny charakter funkcji aktywacji. Widoczna
jest regularno$é powtarzania danych w 18 cyklach, bo przedziat [0,1] jest podzielony na
K = 18 czesci (dowolna liczba caltkowita)), a cykle wynikaja ze zmiany parametru io
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funkeji eksponencjalnej w 18 czeéciach przedziatu [0,1] (wraz ze zmiang parametru is
przesuwa sie wykres funkcji g p. wzor (6.14)). Na wykresie 6.6 mamy rodzine funkcji
aktywacji g z 18 wartosciami parametru i,. Liczba 18 wynika z zalecenia podanego w
twierdzeniu Kotmogoorwa, a ktére mowi, ze przedzial wejsciowy dzielimy na 9n czesci,
gdzie n to liczba zmiennych wejsciowych (n = 2).

6.5 Identyfikacja systeméw dynamicznych Hammer-
steina

Systemy dynamiczne Hammersteina sktadaja sie z kaskadowego potaczenia elementu nie-
liniowego (pierwszego elementu) i elementu dynamicznego liniowego (drugiego elementu).
Identyfikacja systemu przy uzyciu sieci kotmogorowskiej polega na wyznaczeniu zewnetrz-
nej funkeji aktywacji g4, ktora przedstawia szukang nieliniowos¢ systemu.

Pierwszy eksperyment przeprowadzono na obiekcie jak na rysunku 6.7 (system Ham-
mersteina 1), ktory jest opisany réwnaniem

y(k) =0,5y(k — 1)+ 0,5y/z(k — 1) (6.15)
gdzie k jest indeksem okreslajacym kolejne chwile czasu lub inaczej zapisujac
y(k) = (y(k —1),2(k — 1)) = 0,5y(k — 1) + 0,5¢(x(k — 1)) (6.16)

gdzie ¢() jest nieliniowo$cia w systemie Hammersteina (w naszym przyktadzie ¢ jest
funkcja pierwiastkowa) a @ jest funkcja dwu zmiennych. Zewnetrzna funkcja aktywacji
zgodnie ze wzorem (4.93) (dla 2n + 1 = 5 neuronéw) jest réwna

. 1 1 1
9a(7) = (¢ = £uk) = =@(y(k — 1), 2k — 1) (617)
gdzie
¢ = alk—1),¢¢ = y(k— 1) (6.18)
a h jest badana funkcja realizowana przez system Hammersteina.

Stad otrzymuje si¢

94(7) = 0, 1p(z(k — 1)) + 0, 1y(k — 1) (6.19)
i dalej
9,0 MPiy) =0, 1p(x(k — 1)) + 0, 1y(k — 1) (6.20)

gdzie p wskazuje numer zmiennej, stad

9(12(7) + jo) = 0, Lp(u(k — 1)) + o (6.21)

gdzie j, jest sumg indekséw od iy do i, pomnozonych przez stata M w potedze p (p.
wzor (4.68)). Indeks i; jest zalezny od x. Zewnetrzna funkcja aktywacji g,(x) przedstawia
szukana funkcje nieliniowosci systemu Hammersteina ¢(z) i jest wynikiem identyfikacji.

W analizowanym przyktadzie

94(i1(2)) = yo + 0,1V (6.22)
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Rysunek 6.7: System Hammersteina 1.
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Rysunek 6.8: Pierwsza funkcja aktywacji systemu Hammersteina 1.

Otrzymano pieé¢ funkcji aktywacji (p. rys. 6.8 do 6.12) dla n = 2, gdzie n jest liczba zmien-
nych badanej nieliniowej funkcji. Na wykresie z rys. 6.8 zaznaczono parametry wykresu
io. Punkty na wykresach sa losowe, bo wejscie obiektu jest pobudzane losowo (generator
losowy wielkosci wejsciowej x z rozktadem prostokatnym z przedziatu [0,1]) i na wykresach
sa widoczne niezerowe punkty wygenerowane przez system Hammersteina. Algorytmy w
rozdziale 5 przedstawiaja czesé¢ analizujacg wezytane dane z obiektu z pominieciem czesci
generujacej dane wejsciowe (metoda identyfikacji p. podrozdzial 6.3 str. 57 jest bardziej
rozbudowana niz algorytm uczenia sieci, ktéry obejmuje punkty 4-6 ze str. 57).

Na wykresach wida¢ wyraznie pierwiastkowy charakter funkcji aktywacji i regularnosé
jej powtarzania w 18 cyklach (przedzial [0,1] podzielono na 18 czesci). Uzasadnienie cyklow
takie jak w przypadku obiektu statycznego. Mozliwe jest liczbowe okreslenie nieliniowosci
na podstawie wartosci zewnetrznej funkeji aktywacji g,. Funkcja aktywacji g, reprezentuje
szukang nieliniowos¢ systemu.

Poréwnano wartosci wyjsciowe obiektu i sieci neuronowej dla 50 krokéw wartosci cza-
sowej. Wartos$é absolutna bledu (bedacego réznica wyjscia obiektu i sieci neuronowej)
zostala przedstawiona na rys 6.13.

Drugi eksperyment przeprowadzono na obiekcie jak na rysunku 6.14 (system Hammer-
steina 2) stosujac ta sama procedure jak przy pierwszym badaniu.

Obiekt mozna opisa¢ réwnaniem

y(k) = 0,5y(k — 1)+ 0,5(x(k — 1))? (6.23)



ROZDZIAL 6. EKSPERYMENTY ZE ZMODYFIKOWANA SIECIA 65

0 50 100 150 200 250 300 350 400 I

0 50 100 150 200 250 300 350 400 I

Rysunek 6.10: Trzecia funkcja aktywacji systemu Hammersteina 1.

Otrzymano pie¢ funkeji aktywacji podobnych do poprzednich z czego jedna przedsta-

wiono na rysunku 6.15.

Na wykresach wida¢ wyraznie kwadratowy charakter funkcji aktywacji i regularnosé jej
powtarzania w 18 cyklach. Uzasadnienie cykléw takie jak w przypadku obiektu statycz-
nego. Mozliwe jest liczbowe okreslenie nieliniowosci na podstawie wartosci zewnetrznej
funkeji aktywacji g,.

Na podstawie wspolrzednych zewnetrznych funkeji aktywacji g, mozna oszacowac
wspétezynnik réwnania réznicowego (a=0,5) ze wzoru (2n + 1)K(g,(j2) — 9,(j1) =
5(0,016 — 0,010)18 = 0, 54. Liczby g¢,(j2) = 0,016 i g,(j1) = 0,010 to wspéhrzedne (na
wykresie z rys. 6.14) odpowiadajace poczatkom dwoéch kolejnych powtarzajacych sie
fragmentéw wykresu czyli cyklow (indeksy 7, 71 to wspoétrzedne poczatkowych punktow
cykléw zaznaczone na rys. 6.15).

System dynamiczny Hammersteina moze mie¢ nieliniowos¢ w postaci funkcji nierdz-
niczkowalnej (z ostrzami). Identyfikacja sigmoidalnymi sieciami neuronowymi takiej nie-
liniowosci nie jest mozliwa, natomiast sieciami kotmogorowskimi jest mozliwa.
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Rysunek 6.11: Czwarta funkcja aktywacji systemu Hammersteina 1.
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Rysunek 6.12: Piata funkcja aktywacji systemu Hammersteina 1.

6.6 Identyfikacja systeméw dynamicznych Wienera

Systemy dynamiczne Wienera sktadaja sie z kaskadowego potaczenia elementu dynamicz-
nego liniowego (pierwszego elemnetu) i elementu nieliniowego (drugiego elementu).

Przeprowadzono identyfikacje na obiekcie jak na rysunku 6.16 (system Wienera 1).

Obiekt z rysunku 6.16 mozna opisa¢ réwnaniami (6.24) i (6.25)

y(k) = Vw(k) (6.24)
gdzie
w(k) =0,5w(k —1)+0,5z(k — 1) (6.25)
a k jest indeksem okreslajacym kolejne chwile czasu.
Stad
y(k) = V/(0,5(y(k — 1))* + 0, 52(k — 1)) (6.26)

lub inaczej

y(k) = o(y(k—1),x(k — 1)) = ¢(0,5w(k — 1) + 0, 5z2(k — 1)) (6.27)
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Rysunek 6.13: Blad absolutny réznicy sygnatu wyjsciowego obiektu i sieci neuronowe;j
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Rysunek 6.14: System Hammersteina 2.

gdzie () jest nieliniowoscia w systemie Wienera ( w naszym przykladzie ¢ jest funkcja
pierwiastkowa)

Zewnetrzna funkcja aktywacji zgodnie ze wzorem (4.93) jest réwna

i) = (¢ 68) = £olk) = S@(y(k — 1),2(k — 1)) (6.25)

gdzie
G=azk—1),¢G=ylk-1) (6.29)
stad otrzymuje si¢
(7) = £0(0, 52k = 1) + 0,50 (y(k — 1)) (6:30)

Dla funkcji addytywnej ¢ to znaczy takiej, dla ktorej wartosé sumy sktadnikéw jest réwna
sumie wartosci, otrzymuje sie:

(D M7 Niy) = 0,20(x(k — 1)) + 0,20 (y(k — 1)) (6.31)

stad
9a(i1(2) + Ja) = 0,2¢(0, 52(k — 1)) + o (6.32)
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Rysunek 6.15: Pierwsza funkcja aktywacji systemu Hammersteina 2.
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Rysunek 6.16: System Wienera 1.

Zewnetrzna funkcja aktywacji g,(«) przedstawia szukang funkcje nieliniowosci systemu
Wienera ¢(z).

Otrzymano pie¢ (podobnie jak dla systemu Hammersteina) funkcji aktywacji, z ktorych
pierwsza przedstawiono na rysunku 6.17. Pozostate rysunki sa podobne.

Na wykresach wida¢ wyraznie pierwiastkowy charakter funkcji aktywacji i regularnosé
jej powtarzania w 18 cyklach. Uzasadnienie cyklow takie jak w przypadku obiektu sta-
tycznego.

Drugie badanie przeprowadzono na obiekcie jak na rysunku 6.18 (system Wienera 2)
wedtug procedury jak dla pierwszego badania.

Obiekt mozna opisa¢ réwnaniami (6.33) i (6.34)
y(l) = w(l)” (6.33)

gdzie

w(l) =0,5w(l —1)+0,5z(l — 1) (6.34)

Otrzymano pie¢ funkeji aktywacji podobnych do poprzednich, z czego jedna przedsta-
wiono na rysunku 6.19.

Na wykresach wida¢ wyraznie kwadratowy charakter funkcji aktywacji i regularnosé jej
powtarzania w 18 cyklach. Uzasadnienie cykléw takie jak w przypadku obiektu statycz-
nego.
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Rysunek 6.17: Pierwsza funkcja aktywacji systemu Wienera 1.
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Rysunek 6.18: System Wienera 2.

6.7 Zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu uczenia sieci
kolmogorowskiej i algorytmu Sprechera

Na ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu wplywaja dwa czynniki:
1. ilos¢ operacji arytmetycznych,
2. rozmiar pamie¢ci niezbednej do pracy algorytmu.

Kluczowym czynnikiem dla algorytmu uczenia indeksowanej sieci kotmogorowskiej jest
wymiar pamieci zewnetrznej potrzebnej dla zewnetrznej funkcji aktywacji g. Zalezy ona
wielomianowo od doktadnosci aproksymacji, co okreslono jako problem tatwy oraz zalezy
wyktadniczo od wymiaru funkcji aproksymowanej, co okreslono jako problem trudny.

Poréwnanie ztozonosci algorytméw autora i Sprechera dla przyktadu z funkcja aprok-
symowang h dwoch zmiennych (p. rozdzial 6.4 funkcja expotencjalna) wykazuje, ze:

1. algorytm autora wymaga 3 razy 324 mnozen i 2 razy 324 odejmowan;

2. algorytm Sprechera wymaga: 745 dodawan, 4456 mnozen, 2 potegowania.

Ztozono$¢ algorytméw dokonano dla ”siatki przestrzennej” DY (wzér (4.72)) przedziatu
dziedziny [0,1] podzielonnej na 18 czesei i funkeji aproksymowanej o dwoch wymiarach.

Przyjmujac, ze mnozenie jest 10 razy dtuzsze od dodawania, a potegowanie 50 razy
dhuzsze od dodawania otrzymamy:
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Rysunek 6.19: Pierwsza funkcja aktywacji systemu Wienera 2.
1. 10368 jednostek (dodawania) dla algorytmu autora opartego na indeksowanym zmo-
dyfikowanym twierdzeniu Kolmogorowa
2. 45405 jednostek (dodawania) dla algorytmu Sprechera

Tak wiec algorytm autora jest 4,5 razy szybszy.

6.8 Poréwnanie zlozonosSci algorytmu autora i algo-
rytmu A. Janczaka

Poréwnano algorytm oparty na indeksowanym zmodyfikowanym twierdzeniu Kolmogo-
rowa ze standartowym algorytmem identyfikacji z uzyciem sigmoidalnej sieci neuronowej,
ktory jest opisany w rozdziale 6.2.2 (A. Janczak). Poréwnania dokonano dla systemu
Hammersteina z ciagla nieliniowoscia (p. rozdzial 6.5) i obiektem dynamicznym pierw-
szego rzedu, z czego wynika ze:

1. algorytm autora wymaga 3 krotnie 324 mnozen i 2 krotnie 324 odejmowan;

2. algorytm A. Janczaka wymaga do obliczania 1 indeksu (odpowiedzialnego za symu-
lacje dynamiki) i 60 wag (odpowiedzialnych za symulacje nieliniowosci) 61 operacji
obliczania pochodnej, 61 odejmowan i 61 mnozen w 1 kroku (dla 5 krokéw 305) i
co najmniej 100 mnozen, 100 odejmowan, 100 dodawan aby modelowaé funkcje celu
(minimalizujacej btad uczenia sieci).

Przyjmujac, ze mnozenie jest 10 razy dtuzsze od dodawania, a obliczanie pochodnej 200
razy dtuzsze od dodawania otrzymamy:

1. 10368 jednostek (dodawania) dla algorytmu autora
2. 35405 jednostek (dodawania) dla algorytmu Janczaka

Niniejsze poréwnanie wykazuje zalety algorytmu autora, ktéry sprowadza sie do mniej-
szej liczby wykonywanych dziatan matematycznych, a czas wykonania algorytmu autora
jest 3,5 razy krotszy.
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6.9 Podsumowanie

Nauczona indeksowana zmodyfikowana kolmogorowska sie¢ neuronowa umozliwia identy-
fikacje obiektu statycznego lub dynamicznego oraz potwierdza aproksymacyjne wlasciwo-
sci podanego przez autora zmodyfikowanego twierdzenia Kolmogorowa.

Przeprowadzone badania dotyczg dwdch zmiennych wejsciowych. Badania eksperymen-
talne dla liczby zmiennych wiekszej niz 2 beda podobne, ale ze wzgledu na obszernosé
wynikoéw zostaly pominicte.

Wynikiem identyfikacji obiektow statycznych i dynamicznych jest zestaw funkcji ze-
wnetrznych aktywacji g,. Zewnetrzne funkceje aktywacji reprezentujg nieliniowos¢ systemu,
co przedstawino w rozdziale 6.5.
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Z.akonczenie

7.1

Oryginalne wyniki naukowe rozprawy

Uzyskano nastepujace wyniki:

sformutowano i udowodniono nastepujace twierdzenia dotyczace sieci neuronowych:

1. podstawowe zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa;,
2. indeksowane zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa;

3. potegowe zmodyfikowane twierdzenie Kotmogorowa;

skonstruowano algorytmy uczenia kolmogorowskich sieci neuronowych wraz z do-
wodem ich zbieznosci dla:

1. indeksowanej kotmogorowskiej sieci neuronowej z réznymi funkcjami aktywacji;
2. indeksowanej kotmogorowskiej sieci neuronowej z identycznymi funkcjami ak-
tywacji;

przeprowadzono badanie eksperymentalne systeméw automatyki wraz z wykazaniem
zbieznodci algorytméw identyfikacji dla:
1. uktadu statycznego przedstawionego funkcja eksponencjalng;

2. uktadu Hammersteina;

3. uktadu Wienera;

przeanalizowano btad aproksymacji i warunki zbieznosci; algorytméw opartych na
twierdzeniach dotyczacych sieci kotmogorowskich;

przeanalizowano i poréwnano twierdzenia autora (indeksowane i nieindeksowane)
dotyczace aproksymacji funkcji wielu zmiennych przez kotmogorowska sie¢ neuro-
nowa; najlepsze do zastosowania jest w tym przypadku zmodyfikowane indeksowane
twierdzenie Kotmogorowa;

przeanalizowano algorytmy Sprechera pod katem budowy algorytmu uczenia sieci
kotmogorowskiej i wykazano mniejsza ztozono$¢ algorytmu autora;

72
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e pordéwnano ztozonosé obliczeniowa algorytmu identyfikacji autora i Janczaka;

e dokonano analizy przydatnosci twierdzenia Kotmogorowa do budowy algorytmu
uczenia sieci neuronowych oraz konstrukcji tego algorytmu. Podano prosty i tatwy
w obliczeniach algorytm numeryczny uczenia kolmogorowskich sieci neuronowych;

e dokonano analizy aproksymujacych wtasciwosci sieci sigmoidalnych i kotmogorow-
skich. Podano algorytm na aproksymacje funkcji cigglej kotmogorowska siecig neu-
ronowa;

e dokonano implementacji algorytmu uczenia sieci kotmogorowskich do identyfikacji
systemow statycznych i dynamicznych Hammersteina i Wienera. Wykazano, ze sieci
kolmogorowskie idealnie nadajg sie do identyfikacji szerokiej klasy obiektow, w tym
systeméw z nieliniowoscia nier6zniczkowalna (z ostrzami).

7.2 Uwagi konncowe

Podana przez autora nowa koncepcja sieci neuronowych typu Kotmogorowa rozszerza wia-
domosci o teorii sieci neuronowych oraz umozliwia budowe algorytmu numerycznego do
m.in. identyfikacji. Twierdzenie Kolmogorowa o reprezentacji funkcji wielu zmiennych zo-
stato zamienione na twierdzenie o aproksymacji przez dokonang modyfikacje twierdzenia.
Zalety prezentowanej zmodyfikowanej sieci kolmogorowskiej jest prostota jej realizacji i
niski naktad obliczen przy uczeniu.

Poréwnanie sieci kotmogorowskiej z klasyczng siecig sigmoidalng wykazuje nastepujace
cechy:

1. sieci kotmogorowskie majg prosty algorytm uczenia i nie wymagaja stosowania me-
tod gradientowych i propagacji wstecznej,

2. sieci kolmogorowskie idealnie nadajg sie do identyfikacji szerokiej klasy obiektow w
systemach Hammersteina i Wienera,

3. w sieciach sigmoidalych uczenie polega na okresleniu wag, natomiast w sieciach
kolmogorowskich uczenie polega na okreslaniu zewnetrznych funkcji aktywacji,

4. sieci kolmogorowskie maja sztywna strukture i sktadajg sie z dwoch warstw i nie
moga mie¢ sprzezen zwrotnych, natomiast sieci sigmoidalne maja strukture bardziej
elastyczng o dowolnej liczbie warstw.
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