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PRZEDMOWA

Tres¢ niniejszego skryptu jest zgodna z programem nauczania na Wydziale
Mechanicznym Politechniki Koszalifiskiej. Przeznaczony jest dla studentow studiow
dziennych, wieczorowych i zaocznych. Przedstawiony w skrypcie zakres mechaniki
jest komplementarny z wymaganiami programowymi réznych kierunkéw na wydziale.
Ze wzgledu na zroznicowany stopien trudnosci rozwigzywania zadan skrypt moze by¢
stosowany do opanowania i utrwalenia niezbgdnej wiedzy z mechaniki na innych
wydziatach, gdzie wykladana jest mechanika. Wiedza uzyskana przez studentéw
na wyktadach z matematyki w zakresie minimow programowych dla kierunkéw
prowadzonych na wydzialach mechanicznych, jest wystarczajaca dla opanowania
materiatu przedstawionego w skrypcie.

Zaprezentowane podejscie do zagadnien dynamicznych z podkresleniem metod
ukladania i rozwigzywania réwnan dynamicznych (rézniczkowych) ruchu i ich
interpretacji fizycznej, a takze ogolnych zasad dynamiki punktu i bryly daje
studentowi, a takze szerszemu kregowi czytelnikéw mozliwo$¢ poznania mechaniki
ijej stosowania w praktyce inzynierskiej. Skrypt powinien utatwié¢ rozwiazywanie
szczegotowych probleméw inzynierskich ze wzgledu na zastosowana w kazdym
zadaniu forme i tok rozwigzania. Dla poszczegélnych specjalnosci skrypt moze by¢
pierwszym podrecznikiem dajacym podstawy do rozwiazywania zagadnien
szczegotowych danej specjalnosci — zagadnien specjalistycznych. Forma postawienia
kazdego zadania i tok jego rozwiazania polega na przedstawieniu, kazdego zadania
wpostaci mini wykladu w powigzaniu z obrazujacym przyklad szkicem,
a wrozwigzaniu — oprocz toku kolejnych niezbednych wzoréw, zamieszczono
wyjasnienia stowne uzasadniajace przyjeta koncepcje uzyskania wyniku. Takie
przedstawienie materialu w skrypcie stalo si¢ nie tylko zestawem zadan i ich
rozwigzan, ale takze — skondensowanym wykladem ilustrujacym kolejne zadania.

Schemat rozwiazania zadan w poszczegolnych rozdziatach i podrozdziatach jest
nastepujacy. Na poczatku rozwigzania przytacza si¢ wszystkie sily, momenty itp.,
oddzialywujace na punkt materialny lub brylg¢. Dalej, w zwartej formie przytacza si¢
Jregule”, z ktorej w dalszym toku rozwigzywania zadan korzysta si¢. Nastgpnie
poprzez analize oddzialywan fizycznych tworzy si¢ niezbgdne zwiazki i réwnania
matematyczne w powiazaniu z przytoczona ,regula”, ktére w dalszej kolejnosci
sa rozwigzywane. W kazdym podrozdziale oprocz zadan rozwiazanych sa przytoczone
zadania do samodzielnego rozwiazania przez studenta z odpowiedziami rozwigzan.

Autor pracy pragnalby, aby zalozony cel napisania skryptu, jakim jest podanie
w zwartej formie i uporzadkowanej od strony sposobu przedstawienia i podstaw
teoretycznych oraz metodyki rozwigzywania zadan z mechaniki zostal osiagnigty,
a jego realizacja w postaci wydania ksiazkowego przyczynita si¢ do szybszego
i tatwiejszego poznania przez studentéw korzystajacych ze skryptu nietatwej dziedziny
wiedzy, jaka jest mechanika.



I. DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

1. Obliczanie sil w zadanym ruchu punktu
(zagadnienie proste dynamiki)

Zadanie 1

Ciato (rozpatrujemy jako punkt materialny C) o masie m = 2 kg porusza
sie po linii prostej (rys. 1). Polozenie punktu na prostej okresla réwnanie ruchu
X =-2t>-4t2 +6t -3, gdzie x w metrach, a czas t w sekundach. Wyznaczy¢
wielkos¢ sily dzialajacej na punkt jako funkcj¢ czasu oraz wartosé, kierunek
i zwrot sity w chwili t; = 3 s.

m t1=3s

vV a F
0 ", C] ~—TJ Tl
X

Rys. 1

Rozwigzanie
Predkos¢ V i przyspieszenie a punktu materialnego w dowolnej chwili cza-

sut jest:

V=X=g=—6t2 ~-8t+6,
dt
a=i=ﬂ=—12t—8.
dt

Sita F wywotlujaca ruch punktu, zgodnie z II-gim prawem Newtona, jest okre-
slona zaleznoscia:

F=mx=m(-12t-8).

W chwili t, =3s, wspoirzedna polozenia punktu x = —75 m, warto$¢ predkosci
V =-72 m/s, przyspieszenia a = —44 m/s’, sity F = —88 N. Kierunek sity F jest
zgodny z kierunkiem osi X, natomiast zwrot jej jest przeciwny do zwrotu
tej osi.
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Zadanie 2
Punkt materialny o masie m = 0,2 kg porusza si¢ w plaszczyznie Oxy

(rys. 2) zgodnie z réwnaniami ruchu danymi w postaci parametrycznej:
x =3sin2nt, y =5cos2nt, X, y w metrach, a czas t w sekundach. Wyznaczyé
site¢ wywolujacg ruch punktu w funkcji czasu oraz dla t, = 0,6 s jej wartos¢.

y [m] 5 Y[m]‘s

Rys. 2

Rozwigzanie
Ruch punktu odbywa sig po torze eliptycznym (rys. 2) o rGwnaniu:

J.
X +-}L—=1,

325
i dla chwili t; = 0,6 s wspdtrzedne potozenia punktu sa rowne:

x =3 sin2nt, - 3 sin(2n-0,6)=-1,76 m,
y =5 cos2mt, =5 cos(2n-0,6)=—4.04m.

Skiadowe predkosci i przyspieszenia punktu materialnego w dowolnej chwili
czasu t okreslimy rézniczkujac réwnania ruchu:

Vx=>k=é§=6ncos'.2m, Vy=y=ﬂ=—10nsin21rt,
dt dt

dv
a, :X=%=—12n2 sin2nt, a, :')3=—Et1=—201t2 cos 2t .
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Dla t; = 0,6 s wartosci predkosci i przyspieszenia punktu materialnego wyno-
sza: V, =-152 m/s, V, =185 m/s, a, =69,6 m/s?, a, =159,7 m/s?,

stad predkosc i przyspieszenie punktu:

V(t,) = (V2 + V2 =J(-152) +18,5? =23,9 m/s,

a(t)) = a2 +a2 = /69,62 +159,7> =174,2 m/s?.

Warto$ci sktadowych sily F dla t = t; wywolujacej ruch punktu sa rowne:

F,=mx=02-696=139N, F,=my=0,2-159,7=319N,

skad wartos¢ sity F:

F=\/Fx2 +F2 =,/1392+3192 =348N.

Kierunek wektora sily F jest nachylony do osi x pod katem «, ktory okreslimy
z zalezno$ci (patrz rysunek 2):

F, 139
CoOst = ——= =

F 348

0,4, skad a=66,4°=66°27".

Zadanie 3
Punkt materialny o masie m =0,5 kg porusza si¢ po okrggu (rys. 3)

o promieniu r=0,3 m. Wspdirzgdna tukowa polozenia punktu na torze okre-
$lona jest zalezno$cia s =4 +0,3(t2 +3t) m. Wyznaczy¢ wartos¢ sily dziataja-
cej na punkt w funkeji czasu i chwili t; = 1,2 s.

Rozwigzanie
Na punkt dziata sita F, ktorej sktadowe, styczna F; i normalna F,, sa od-
powiednio réwne:

E =ma,_,

F,=ma_, " .

T T

gdzie: a,, a,, odpowiednio, przyspieszenie styczne i normalne punktu material-
nego.
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2 &2
a1:§=ﬂ=0,6m/sz, a =L=-S——.
dt r r

Polozenie punktu materialnego (rys.3) na torze jest okreslone wspdétrzedna
tukowa s, odmierzang wzdluz toru i dla chwili t; = 1,2 s wspolrzedna ta wy-
nosi s; = 5,152 m (patrz réwnanie ruchu punktu). Predkos¢ punktu w dowol-

nej chwili czasu V =é=%:—=0,6t+0,9 idlat =1,2s wynosi V= 1,62 m/s,

skad a,= 8,75 m/s’.
Wartosci sktadowych sity F wywolujacej ruch punktu sg rowne:

F,=0,5-0,6=0,3N, F,=0,5-875=4,4N,

a wartos¢ sity F:

F=\F2+F2 =032 +4,42 x441N.

Wektor sily F jest nachylony do promienia r pod katem [, ktéry okreslimy
w nastgpujacy sposob:

tB—F‘-O’3
= E T

n b

=0,068, skad f=3°54".
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Cialo o masie m=0,25 kgporusza si¢ po okreggu o promie-
niur =0,4 m, zgodnie z rbwnaniem s =1+ 4sin2nt m. Wyznaczy¢ wartos¢ si-
ly dzialajacej na cialo w funkcji czasu i jej wartos¢ w chwili t; = 0,65 s.
Odpowiedz: F, = -4 n?sin?2nt, F.(t,) =-258N, F, =1607n? cos? 2nt,

F (t,))=545,6 N, F=4n? J1600 cos* 2wt +sin* 2nt , F(t,) =546,2N,

tgBf =0,047, B = 2°42'

Zadanie 2. Ruch punktu materialnego o masie m odbywa si¢ zgodnie
z parametrycznymi rownaniami ruchu: x = b coswt, y = b sinot, z = ct. Wyzna-
czy¢ site dzialajaca na punkt, a w chwili rozpoczgeia ruchu jej wartos¢.
Tor punktu i polozenie sily na torze dla b =2 m, ¢ = 0,5 m/s, ® = = s,
m =2 kg it= (0, n) przedstawiono na rysunku ponizej.

< "F(0), X
0 S 7/7'

Odpowiedz: F=mbw?, F(0) = F,(0)=-m b n*
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2. Réwnania rézniczkowe ruchu punktu
(zagadnienie odwrotne dynamiki)

2.1. Ruch punktu swobodnego
Ruch punktu pod dzialaniem sily stalej

Zadanie 4

Na ciato o masie m, znajdujace si¢ na pltaszczyznie poziomej, dziala przez
t; sekund pozioma sita F = const. Znalez¢é drogg przebyta przez ciatlo do mo-
mentu zatrzymania si¢, jezeli wspolczynnik tarcia kinetycznego o plaszczyzne
rowny jest p. W chwili poczatkowej ciato znajduje si¢ w spoczynku.

t,=0 Nt t,
v,=0 1 } "¢ N V=0
=0 <. V& 0[]

x(t,)

7777777 >
/]: MAY x(t,) J ! mg J X

Rys. 4

Rozwigzanie

Rozwigzanie zadania podzielimy na dwie czgéci. W pierwszej czgsci roz-
patrzymy okres ruchu od chwili t = 0 do t;, to jest gdy na ciato dziata tylko po-
zioma sita F i sita tarcia T (rys. 4). W drugiej czg$ci, rozpatrzymy okres ruchu
gdy na cialo dziata tylko pozioma sita tarcia T.
W pierwszym okresie ruchu na ciato dziala sita F zgodna z kierunkiem ruchu

i sifa tarcia T skierowana przeciwnie.
Utézmy réwnanie dynamiczne (rézniczkowe) ruchu na podstawie [I-go prawa

Newtona. Sita F jest skierowana zgodnie z osia x, a sila tarcia T = Nu = mgp
jest skierowana przeciwnie do osi x, stad rownanie dynamiczne ruchu przyjmie
postac:

ma=F-T lub mizm%:F——mgp. (1)

Rozdzielajac zmienne:
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gy = E-meW 4
m

i calkujac lewa i prawa stron¢ powyzszej zaleznosci, otrzymamy réwnanie
predkosci:
d

vi=2 =Ly guesc,. @)
dt m

Poniewaz dla to = 0, Vo, = 0, stad z rownania (2) otrzymamy C, = 0.
Predkos¢ ciata w chwili t; -bedzie réwna:

V= V()= - g

Droge przebyta w czasie t;, gdy na cialo dziala sita F i T, otrzymamy rozdziela-
jac zmienne, a nastgpnie catkujac rownanie (2):

X =l g2”t2 +C 4Gy, 3)

2m

gdzie: C; = 0. C, znajdziemy z warunku poczatkowego, ktory méwi, ze dla
t=0,x=0,skad C,=0.
Droga przebyta przez cialo w przedziale czasu (0, t;), bedzie wigc rowna:

F gu

W drugim okresie ruchu na cialo dziata tylko sita tarcia T. Roéwnanie dyna-
miczne ruchu ciala ma wtedy postac:

d?x
mX=m——=-mgy, 4
dt2 g]-l ( )

skad po scatkowaniu rownania (4) otrzymamy:

V(t)=(ji—:=-—gpt+Dl i x(t)= 2 ERy 4D t+D,. (5)
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State D; i D, obliczymy z warunkdéw poczatkowych (sq to koncowe warunki
kinematyczne dla pierwszego okresu ruchu), ktdére dla chwili t = t; s3 nastgpu-

jace:

, _8BH

F . F
m 2m

2
Wstawiajac powyzsze warunki w rownania (5) otrzymamy:

Ft 2
Dl:'—”—l—, DZ:—Ftl .
m 2m

Skad rownanie predkosci i drogi przyjmie postac:

V=2 = gut+ 11,
dt m

g“tanFtl t— B :
2m

X=x(t)=-

Ciatlo zatrzyma si¢ po czasie t;, gdy predkos¢ jego
a zaleznos¢ (7):

F
0=-gut, +—t,,
m

skad:
Ft,

1, = ———

mgp

(6)

(7
®)

jest réwna zeru,

€

Droge x, ktorg przebedzie cialo do momentu zatrzymania, obliczymy wstawia-

jac (9) w zaleznos¢ (8):

gu[ Ft, J2+Ft1 Ft, Fi}

x(t,) = —=—| —- ,
(t2) 2 \mgu m mgp 2m

czyli: x(t,)= —F—[L - l] 7.
2m{mgu
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Zadanie 5

Cialo zsuwa si¢ po gladkiej réwni pochylej m nachylonej pod katem o
do poziomu. W chwili poczatkowej nadano ciatu predko$é V, skierowang pod
katem B w stosunku do linii nachylenia réwni (rys. 5). Okresli¢ rownania ruchu
ciala w plaszczyznie nachylenia réwni.

Rys. 5

Rozwigzanie

Ruch punktu odbywa si¢ w plaszczyznie m réwni pochylej, dlatego przyj-
mujemy ukiad wspotrzednych Oxy lezacy w tej plaszczyznie.
W dowolnej chwili t na cialo dzialaja dwie sily: sita cigzkosci G skierowana
pionowo w dot (jak na rysunku 5) i reakcja normalna N plaszczyzny = skiero-
wana rownolegle do osi z, tj. prostopadle do ptaszczyzny .
Réwnanie dynamiczne ruchu w zapisie wektorowym ma postac:

ma=mg+N . (1)

Rzutujac wektory réwnania (1) na osie uktadu wspodtrzednych, otrzymamy dwa
skalarowe rownania rézniczkowe ruchu (ruch wzdtuz osi z nie odbywa sie):

mX=mgsina, my=0, (2)
skad po podzieleniu przez m:
X=gsina, y=0. (3)

Catkujac rownania (3) dostaniemy:
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x=gsinat+C,, y=D,, 4)

sin ott?
x=E

+C,;t+C,, y=D;t+D,. (5)

Warunki poczatkowe sa nastepujace, dlat = 0:
X=X,=0, y=y¥,=0;
% =%, = VycosB, §=7y,=V,sinp. ©)

Wstawiajac warunki poczatkowe do rownan (4) i (5), obliczamy stale catkowa-
nia, ktore sa rowne:

C,=V,cosp, D, =V,sinp, C,=0, D,=0,
skad, rownania ruchu:

2
x=V0tcosB+%~sma, (7)

y=V,tsinf. (8)

Rugujac czas t z rownan ruchu (7) i (8), poprzez wyznaczenie czasu t z rowna-
nia (8) i podstawienie go w réwnanie (7), otrzymamy rownanie paraboli, ktora
jest torem ciata (punktu materialnego):

g sino

XYY o VesinTp
0

Ruch punktu pod dziataniem sily zaleinej od czasu

Zadanie 6

Na punkt materialny o masie m = 2 g dziala pozioma sita F = 0,2 cos5t N,
ktora jest stale rownolegta do osi y (rys. 6). Okres$li¢ ruch punktu w ptaszczyznie
poziomej, jezeli w chwili poczatkowej predko$¢ punktu V, = 10 m/s jest prosto-
padia do sily F.
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Rozwigzanie

Sily dzialajace na punkt materialny to: sita F dzialajaca w ptaszczyznie
poziomej i rownolegta do osi y oraz sita cigzkosci G =m g prostopadta do tej
plaszczyzny. W réwnaniach rdézniczkowych ruchu sity G nie bierzemy pod
uwagg, gdyz jest ona prostopadta do pltaszczyzny, w ktérej odbywa si¢ ruch.
Ruch punktu wzdtuz osi z nie odbywa si¢, przyspieszenie rdwne jest zero.

Rys. 6

W takim przypadku réwnania rézniczkowe ruchu przyjma postac:

mX=0, my=0,2cos5t,
skad, po podstawieniu m = 0,002 kg, otrzymamy:

Xx=0, y=100cos5t. (1)
Calkujac dwa razy rownania (1) dostaniemy:

x=C,, y =20sin5t+D,, (2)
x=C,t+C,, y=—4cos5t+D,t+D,. 3)

Warunki poczatkowe sa nastepujace, dla t =0:
Xx=X,=0, y=y,=0, x=V,=10m/s, y=y,=0. 4)

Podstawiajac warunki poczatkowe w réwnania (2) i (3), dostaniemy:
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C, =10 m/s, D,=0, C;=0, D;=4m, (5)

skad po podstawieniu stalych catkowania w (3), otrzymamy réwnania ruchu
punktu:

x=10t m, y =4 (1—cos5t) m, (6)

a dalej, po wyrugowaniu czasu t dostaniemy rownanie toru:

y:4(1—cos—§—). (7)

Zadanie 7

Na punkt materialny o masie m = 2 kg, poruszajacy si¢ w plaszczyznie
pionowej, dziata sita F = 10 t+7 N, ktorej kierunek tworzy z poziomem kat
=30 (rys. 7). Okresli¢ predkoéé i polozenie punktu po uplywie czasu
t;=2s, jezeli w chwili poczatkowej punkt poruszat si¢ pionowo do gory
z predkoscia Vo = 10 m/s i znajdowal si¢ w punkcie A, o wspoirzednych
(0, 5) m.

ym

15 F
s
12.5 =30
10 G
7.5
Vo
Agt
2 q ] X m
Rys. 7

Rozwigzanie
Na punkt dziataja dwie sily: sita cigzkosci G i sita F zalezna od czasu.
Réwnania rézniczkowe ruchu punktu materialnego maja nastgpujaca postac:

mXx=Fcosa, my=Fsina -G, (1)
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lub po wstawieniu danych i przeksztatceniu:
iz—?(10t+7), Y=%(10t+7-4g). 2)

Calkujac dwukrotnie rownania (2) otrzymamy:

X=g(5t2+7t)+cl, y=:ll-(5t2+7t—4gt)+Dl, 3)
- _‘ﬁ_g-[gtf’ +;27-t2)+cl t+C,,
1i5 7 £
=—|=t3+—t2-2gt?)|+D, t+D,.
y 1 (3 > g )) 1 2
Warunki poczatkowe sa nastgpujace, dla t = 0 mamy:
X=X,=0, y=Y,=95m, (5)
x=%,=0, y=V, =10 m/s. 6)
Wstawiajac warunki poczatkowe w rownania (3) i (4), dostaniemy:
C|=0, C2=0, D1=10 m/s, D2=Sm. (7)
Po uwzglednieniu statych catkowania, réwnania (3) i (4) przyjma posta¢:
x=?(5t2+7t) m/s, y=%(5t2+7t—4gt)+10 m/s,  (8)
3 7
x:£ it3+—t2 m, y=l §t3+1t2—2gt)J+10t+5 m.  (9)
4 \3 b 4\3 2

Po uplywie czasu t = t;= 2 s, rzuty predkosci punktu na osie x i y beda rowne:

J3

x(t,)=V, =—ﬁ:-(5-22 +7-2)=14,8m/s, (10)

y(t) =V, =%(5-:>.2 +7-2-4-9,81-2)+10 = —1,] m/s, (11)
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a modut predkosci:

V(t)) =y VI+V] =149m/s.
Po uplywie czasu t = t; = 2 s wspdtrzedne potozenia punktu sg réwne:
a3

—-23+-7—-22]=11,8m,
4 \3 2

X =

yzi_(g.zu%.zz—2-9,81-2))+10-2+5=22,02m.

Ruch punktu pod dziataniem sily zaleinej od predkosci

Zadanie 8
Punkt materialny o masie m posiadajacy predkosé poczatkowa Vy, porusza

si¢ ruchem prostoliniowym (rys. 8). Na punkt dziata sita F=k W (k — stala)
przeciwnie skierowana do predkosci Vy. Znalez¢ czas t;, po ktorym zatrzyma
sie punkt oraz drogg.

Vs
? - ’
t=0 s=x({,) i t=t,

Rys. 8

o3 |

Rozwigzanie
Ruch punktu opisany jest rownaniem rézniczkowym ruchu:

mi=-kiV. (1)

W réwnaniu wystgpuje znak minus, poniewaz sita F ma zwrot przeciwny do
081 X.

Punkt porusza si¢ po proste] x, to przyspieszenie X =d%t 1 rownanie roz-
niczkowe przyjmie postag:

md—~—kJ— (2)
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Catkujac rownanie (2), przez rozdzielenie zmiennych, otrzymamy:

-%mV§=4ﬂ+CP 3)

Poniewaz, dlat =0, V=V,, to:
3 2

Podstawiajac C; w rownanie (3) otrzymamy:

3 : 3 i
—mVi=—mYV; -kt. 4
> ekl 4)
lub po przeksztatceniu:
2 2
Vi =V _Eﬁ_ (5)
3m

Dla czasu t;, predkos¢ punktu V = 0, skad po wstawieniu t; i V = 0 do rowna-
nia (5), dostaniemy:

g =My 6
ook ©)

ZnajdZzmy réwnanie ruchu punktu. W tym celu przeksztalcimy (5) do postaci:

dx : 2kt)
—=V=|V;-—|, 7
dt [“ 3m] A

skad po scatkowaniu otrzymamy:

3m(.: 2kt)?
x=—r| Vi =Z—| +C,. 8
5k(° 3m] ? ®)

Wstawiajac warunki poczatkowe, dla t = 0, x = 0, w réwnanie (8) otrzymamy:
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C,=—V;, 9)

(10)

Powyzsze rownanie okresla potozenie punktu na osi x w dowolnej chwili cza-
su t.

Wstawiajac t = t; otrzymamy drogg przebyta przez punkt do chwili zatrzymania
sig, ktora jest réwna:

3 3
s=|x(t1)l:5—:—V{f.

Zadanie 9

Punktowi materialnemu o masie m (rys. 9) znajdujacemu si¢ w polu sit
cigzkosci, nadano predkos¢ poczatkowa V, skierowang poziomo. Okreslié
rownania ruchu punktu materialnego, jezeli dziala na niego sita oporu F =k V
(k — stata).

Rys. 9

Rozwigzanie
Na punkt materialny dzialaja dwie sily: sila cigzkosci G =m g i sita opo-
ruF=-kV.
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Roéwnanie dynamiczne ruchu punktu w zapisie wektorowym ma postac:
ma=G+F. (1)
Rzutujac wektory z rownania (1) na osie uktadu wspoétrzednych otrzymamy:

m%=G, +F, =0-kV, =-kx

o _ _ " (2)
my=G,+F, =G-kV, =G-ky
lub:
dv dV
X=_kV,, m—-=mg-kV,. 3
dt * dt 5 J )
Jezeli w réwnaniach (3) rozdzielimy zmienne, to:
m dV
mdv"z—kdt, —t =t (4)
" mg-kV,
i po scatkowantu dostaniemy:
| m
mihV, =-kt+C,, ——l-c—ln(mg—kvy)zwD,. (5)
Warunki poczatkowe sg nastgpujace, dla t =0:
x=0, y=0, x=V_ =V, y=V,=0. (6)
Po wstawieniu warunkéw (6) w réwnania (5), otrzymamy:
C,=mhV,, m:-%mmg. (7
Réwnania (5), po podstawieniu statych catkowania C; i Dy, przyjma postaé:
m m
mInV, =-kt+minV,, —?ln(mg—kVy)=t--l-(—Inmg, (8)

lub:
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mz’;:—%, 1nmgr;zvy=—l::. 9)
Zamieniajac logarytm funkcja wykladnicza dostaniemy:

V, =V, e, v, =—r2k§(1—~e'§). (10)
Ponownie catkujac, z rownan (10) otrzymamy:

PR, L PR y=‘1gt+“l‘;ge-§+1)2. 1)

Podstawiajac warunki poczatkowe (6) w zaleznosci (11) wyznaczymy stalte C,
i D,, ktore sa rowne:

_Vom
k

C, A D, =- (12)

Stad rownania ruchu punktu materialnego w postaci parametryczne;j:

V m X kt
x=-0f1-et) y:.nﬁ[t_ze(l_e;) |
k k

k

Ruch punktu pod dzialaniem sily zaleinej od potozenia

Zadanie 10

Ciato o masie m przyczepiono do prawego konca sprezyny, ktéra w chwili
poczatkowej jest nie odksztalcona. Ciato otrzymalo w chwili poczatkowej
predkos¢ V, skierowang zgodnie z osia x. Zakladajac, ze o§ x pokrywa sig
z 0sig sprezyny i jest pozioma oraz zaniedbujac tarcie, znalezé maksymalne
przemieszczenie cigzaru w prawo. Sita oddzialywania sprezyny na cialo opisa-
na jest zaleznoscia F = ax+Bx’ (rys. 10), o, P — state.



2.1. Ruch punktu... Ruch punktu pod dziataniem sily zaleznej od polozenia 27

by ‘N
PNAAARANANLE v [T Ty=o
i | U ¢
I Y {/ 7 IIIILIIIY

t=0 X =" G

Rys. 10

Rozwigzanie

Réwnanie rézniczkowe ruchu ciata ma postaé:

m X =-F, (1)
lub

mX=-ax-px3. (2)
Aby rozwiazaé réwnanie rézniczkowe (2) zamienimy zmienne, po ktorych be-

dziemy calkowaé. W tym celu w réwnanie (2) podstawimy

. dvdx dx dVv dv ,
X=——=——=V —. Otrzymamy wéwczas:
dt dx dt dx dx

dv
mV—=-ax-px3, 3
] p 3)

skad po rozdzieleniu zmiennych dostaniemy:
mVdV=(-ax-px3)dx. (4)

Catkujac lewa i prawa stron¢ rownania (4) (catkujemy po zmiennej V i x, a nie
po czasie t), otrzymamy:

m—=-—xXx Zx4+C. (5)

W chwili poczatkowej t = 0, wspotrzedna potozenia ciala x = 0, a predkos¢ po-
czatkowa V = V,, skad po wstawieniu do rownania (5) tych warunkéw wyzna-
czymy stalg catkowania:
m V¢

5

C= (6)
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Po przeksztalceniach rownanie (5) przyjmie postac:
%2 By My, (7)
2 4 2

Dalej mozemy powtdrnie catkowaé przez rozdzielenie zmiennych i wowczas
otrzymamy réwnanie ruchu masy m. Jednak dla wyznaczenia Xy, postapimy
inaczej. W chwili, gdy cialo uzyska maksymalne przemieszczenie Xmax, jego
predkos¢ bedzie rowna zero (V= 0), stad z rownania (7) otrzymamy:

o B m
—2—xfm +Z X:lax =-2—V02 (8)

Po rozwiazaniu powyzszego roéwnania dwukwadratowego wzgledem Xp4 1 poO
odrzuceniu ujemnego pierwiastka otrzymamy:

a ja? 2mV§
an:J—E'f'Jpz‘i’ B g g (9)

Zadanie 11

Na punkt materialny A o masie m (rys.11) dzialaja dwie sily
F, =mk? AO,, F, =mk? AO, (k - stala). Znalez¢ rownanie ruchu punktu
oraz rownanie toru, jezeli w chwili poczatkowej predkosé punktu rowna jest Vj
i skierowana jest rownolegle do osi x, a AjO =0,0 = 0,0 = a (A, — polozenie
poczatkowe). Sile cigzkosci pominag.

Rozwigzanie
Na podstawie rysunku 11, mozemy wyznaczy¢ dtugosci AO,; i AO;:

A01=\/(a+x)2+y2, A02=J(a—x)2+y2,

Wowczas wartosci sit Fy 1 F, sg odpowiednio réwne:

K =mk2\/(a+x)2 +y? i F =mk2\/(a—x)2+y2 : (1)
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o, X
Rys. 11
Roéwnania rézniczkowe ruchu punktu majg postac:
mx=F, +F,, my=F,, +F,, (2)

gdzie: Fx, Fiy, Fax, F2y — odpowiednio, rzuty wektorow sit F; 1 Fo na osiex iy.
Rzuty te sa rowne:

E

x =-F cosa=-mk? (a+x), F, =-Fsina=-mk?y,

y

F,, =F, cosp=mk? (a—x), F,y =-F,sinf=-mk?y.
Po wstawieniu powyzszych zaleznosci w rownania (2) otrzymamy:

mXx=mk? (a-x)-mk? (a+x), my=-mk?y-mk?y, 3)
lub po podzieleniu przez m i uporzadkowaniu:

X+2k?x=0, y+2k?y=0, 4)
Oznaczmy o’ =2 k>, wowczas dostaniemy réwnania:

X+l x=0, J+02y=0. (5)
Rozwigzania roéwnan (5) bedziemy poszukiwali w postaci:

x=C,sinot+C, cosmt, y =D, sinot+D, coswt. 6)

Z warunk6w poczatkowych, ktore sg nastgpujace: dlat=0,x =01 x = V, oraz
y=ai y=0, a takze rownan (6) znajdziemy:
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Ci=—, C,=0, D, =0, D,=a. (7)
Po wstawieniu (7) do (6) otrzymamy nastepujace rownania ruchu:
V, .
X=—-smnowt, y=acosmwt,
(1)

a po podstawieniu o’ = 2 k*:

x =Y sin(/Zk ), y=acos (V2 kt). (8)

V2 k

Rugujac z rownan (8) czas, otrzymamy réwnanie toru, ktory jest elipsa o row-
naniu:

Y vy d 2
2k x +y -1
Vi a?

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Pocisk (punkt materialny) wystrzelono ze wzgérza o wysokosci
H = 150 m z predkoscia poczatkowa Vo= 700 m/s, pod katem a = 30° do po-
ziomu. Wyznaczy¢ zalezno$¢ predkosci od czasu, réwnania ruchu pocisku,
réwnanie toru, zasigg i wysoko$¢ rzutu. Oporu powietrza nie uwzgledniac.
Odpowiedz: V(t)=,/VZ +gt2-2g V, tsin30° , x = V, t cos 30°,
2 2

y=-8Y v, tsin300+H, y=—— 8%

2 2 V¢ cos? 30°

Z=43,515 km (zasigg), Y=18,881 km (wysokos$¢ rzutu)

+xtg30°+H,

Zadanie 2. Ciato o masie m = 2 kg porusza si¢ pod dziataniem niezaleznych od
siebie zmiennych st F =Fjcos2at N i F, =F, (1-2t) N, Fy=0,8N.
W chwili poczatkowej ciatlo bylo w stanie spoczynku i jego polozenie pokry-
wato si¢ z poczatkiem kiadu wspdlrzednych. Wyznaczyé réwnania ruchu
punktu oraz chwile czasu, w ktérych nastepuje zmiana znaku predkosci.
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Zmiana znaku moze wystapi¢ gdy predkosci x =01 y=0.
Odpowiedz: x=-0]15n"2cos2nt, y=013t2-2t%), x=0 dla
t=n/2+nns,n=1,23., y=0dla t=1s

Zadanie 3. Punkt materialny (pojazd) porusza si¢ z niewielka predkoscia pod
wptywem sily F=2kN, a jego opory ruchu okreslone s3 roéwnaniem
R =10"3m (2,5+0,5 V) N, gdzie masa m w kg, predkos¢ V w m/s. Obliczy¢,
po jakim czasie t; i w jakiej odleglosci s; na poziomym odcinku drogi, pojazd
osiagnie predkosc¢ 14,4 km/h. Masa catkowita pojazdu wynosi 20000 kg.

Odpowiedz: t =2000 In i
195

V) , t1(14,4) = 41,4 s,

195

s=3910* ln(1 ]—ZOOOV,SI(14,4)=83,19m

Zadanie 4. Na cialo o masie m wyrzucone pionowo do gory, dziata sita oporu
powietrza R=mgk? V? (m-masa, k —stata, V— predkos¢ ciata). Wyzna-
czy¢ na jaka wysokos¢ h wzniesie si¢ ciato i w jakim czasie osiagnie t¢ wyso-
kos¢, jezeli wyrzucono zostato ono z predkoscia poczatkowa V.

2 1-2
Odpowicds: t=.eu-ctg(k Vo)’ P _In 1+ Vg k?)
gk 2gk?

Zadanie 5. Z wysoko$ci hy= 10 km nad biegunem péinocnym, wyrzucono pionowo
w gore punkt materialny o masie m z prgdkoscia poczatkowa Vo= 720 km/h.
Uwzgledniajac prawo grawitacji, ktore mowi, ze sila przyciagania jest od-
wrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci poruszajacego si¢ punktu
od $rodka Ziemi i skierowana do jej srodka, wyznaczy¢ na jaka wysokos¢ h
wzniesie si¢ ciato nad powierzchni¢ kuli Ziemskiej. Oporu powietrza nie
uwzgledniaé. Sredni promien Ziemi wynosi R =6367 km, masa ziemi
M = 5,97 10* kg, stata grawitacji k = 66,73 10™* m’/kg-s’.
2Mk (R +hy)

(R+hy)(V2-V§H+2Mk

Odpowiedz: h = —R, h=12 km, dla kazdej masy

Zadanie 6. Na punkt materialny o masie m dziala sita przyciagania
F=k m/x*, ktora jest skierowana do punktu O (k —stala, x — odleglos¢ od
stalego punktu O). W chwili poczatkowej predkosé punktu byla réwna zero,
a odlegto$¢ masy m od punktu O wynosita hy.
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Wyznaczy¢ predkosé punktu, gdy odlegtos¢ masy m od punktu O zmniejszy
si¢ dwa razy.

3,74 vk
1,73 hy 4/h,

Odpowiedz: V =

2.2. Ruch punktu nieswobodnego

Zadanie 12

Dwa punkty materialne o masach m; i m,, potaczone niewazka linkg rozpo-
czynaja ruch po réwni pochylej o katach a i B z predkoscia poczatkowa V,
(rys. 12a). Wspolczynnik tarcia kinetycznego migdzy poszczegdlnymi masami
i powierzchnig réwni wynosi p. Po jakim czasie t, ich predkosci zwigksza si¢
dwukrotnie i w jakiej odlegtosci x;(t;) od polozenia poczatkowego masy m,?

Rys. 12

Rozwigzanie

Przyjeto my>m, i (my-m,) na tyle duze, aby pokonac tarcie spoczynkowe.
Na punkty o masach m; i m, dzialaja sily cigzkosci m;g i my g, sily reakcji
réwni, tarcia T} i T,, normalne N, i N,, oraz sily napigcia w lince S (rys. 12b).
Uktadamy réwnania dynamiczne ruchu, dla kazdej masy, przyjmujac osie
X i X, jak na rysunku:

m, X, =-m, gsina+S-T,, T,=puN,=m, pgcosa, (1)
r % 1 8 1 1 1K

m, X, =m, gsinf-S-T,, T,=pN,=m,pgcosp. (2)

Podstawiajac T, i T, do réwnan (1) i (2), oraz S z réwnania (2) do (1), po upo-
rzadkowaniu otrzymanego réwnania dostaniemy:
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X, = [(m, sinf—m, sina)—p (m, cosa+m, cosP)]. 3)
m, +m,

Catkujac dwa razy oraz wyznaczajac stale catkowania, ktore sg réwne C,= Vj,
Cy=0, otrzymamy nastgpujace wzory na okreslenie predkosci i przemieszcze-
nia mas:

X, = gt [(m, sinfB—m, sina)—p (m,; cosa+m, cosP)]+V, (4)
m, +m,
2
X, :—gt—[(m2 sinf—m, sina) —p (m, cosa+m, cosP)]+V, t (5)
2(m,+m,)

Podstawiajac w (4) x, =2V,, wyliczymy czas t;, po jakim predkosci mas
zwigksza si¢ dwukrotnie:

(m; +m,) V,

' g[(m, sinB-m, sina)—p (m, cosa+m, cosP)]

(6)

Odlegtos¢ xi(t;) od polozenia poczatkowego masy m; wyznaczymy podstawiajac
(6) w (5):

3 V¢ (m, +m,)
2 g[(m, sinp—m, sina)—p (m, coso.+m, cosB)]

X (t)) =

Zadanie 13

Punkt materialny o masie m porusza si¢ po okregu ABC o promieniu r,
ktéry lezy w plaszczyznie pionowej (rys. 13). Na punkt dziata przyciagajaca
do punktu C sita F=kp (k- stala) proporcjonalna do odleglosci od tego
punktu. Predkos¢ poczatkowa w punkcie A wynosi V= 0. Wyznaczy¢ reakcje
toru w funkcji kata .

Rozwigzanie

Na punkt materialny o masie m dzialajg sita cigzkosci m g, normalna N
isita przyciagajaca F (rys. 13). Roéwnania dynamiczne ruchu ulozymy we
wspoirzednych naturalnych na torze tn.
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Rys. 13

Réwnanie dynamiczne ruchu na kierunku stycznym t do toru ma posta¢:

ma, =mgcoscp+Fsin%

Sita F jest proporcjonalna do odlegtosci od punktu C 1 okresla ja zalezno$é:

F=kp=2krcos£§.

Wstawiajac (2) w (1) dostaniemy:

ma,=mgcos@+krsing.

dV _dV dp _dV

W miejsce a, w (3) podstawimy a., = =
! G)p 4 dt de dt

Vdv =—r-(mgcoscp+k rsing)de.
m
Po scatkowaniu powyzszego rownania otrzymamy:

V2 : k r?
—=rgsing———cos@+C.
2 m

de

(1)
(2)
(3)
®= &) X, skad:
de r
4)
(5)

Z warunkéw poczatkowych dla t = 0, Vo= 0, ¢ = 0, okreslimy stalg catkowania:

k r2

C =——. Po podstawieniu statej catkowania C do wzoru (5) i przeksztatceniu

m
otrzymamy wzor na pre¢dkosé punktu:
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V=‘/2r[gsin(p—-—l-(—-r~(005(p—l)]. (6)
m
Réwnanie dynamiczne ruchu na kierunku normalnym n do toru ma postac¢:
¢

ma, =N—mgsin<p+FcosE=N-mgsin(p+2krcosz-(zg,

skad z uwzglednieniem zaleznosci (6) wyznaczymy site normalng N:

m V? 522

N= +mgsing—-2krco 2=3mgsin(p—3kr(c05(p—%).

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Wyznaczy¢ rownanie parametryczne ruchu punktu materialnego
w funkcji predkosci, jezeli porusza si¢ on do gory po chropowatej réwni pochytej
o wspolczynniku tarcia kinetycznego p i kacie nachylenia a. Opér ruchu jest
proporcjonalny do masy m i kwadratu predkosci, R=k m V*. Warunki poczatko-
we dlat=0 wynosza x =0, V=1V,.

1 ., kVi+g(sina+pcosa)

Odpowiedz: x(V) = In -
2k kV?+g(sina+pcosa)

Zadanie 2. Wyznaczy¢ kat @, okreslajacy punkt oderwania si¢ masy m
od gladkiej powierzchni walcowej o promieniu r (reakcja normalna réwni
w tym punkcie rowna jest zero), jezeli puszczono ja z wierzchotka tej po-
wierzchni z predkoscig poczatkowa V. Na punkt dziata sita cigzkosci m g pio-
nowo w dot.

V2
Odpowiedz: @, = arc [cos % 2+
gr




36 3. Ogdélne zasady dynamiki

3. Ogolne zasady dynamiki

3.1. Zasada d’Alemberta

Zadanie 14
Samolot w czasie startu porusza si¢ ruchem postgpowym prostoliniowym

ze stalym przyspieszeniem a, tworzacym z poziomem kat B. Znalezé wartos¢
przyspieszenia a samolotu, jezeli wiadomo, ze ni¢ OA wahadta matematyczne-
go znajdujacego si¢ w samolocie odchyla si¢ od pionu o kat a. Znalez¢ rowniez
napigcie nici (rys. 14). Masa wahadla réwna jest m.

Rys. 14

Rozwigzanie

Na mas¢ m wahadla (punkt A) dziala sita cigzko$ci G = m g, reakcja nici
S (sita napigcia nici) oraz sita bezwladnosci B = m a, posiadajaca kierunek
przyspieszenia a, lecz przeciwny zwrot.
Z zasady d’Alemberta, ktora méwi, ze w czasie ruchu punktu materialnego sity
rzeczywiste dzialajace na punkt réwnowaza si¢ w kazdej chwili z sitami bez-
wiladnosci tego punktu, wynika réwnanie wektorowe:

B+G+S=ma+mg+S=0, (1)
ktorego rownania rzutéw na osie uktadu wspoirzednych x iy sa:

Ssina-macosf=0, mg+masinf-Scosa=0. (2)
Z réwnan (2) wyznaczymy przyspieszenie a i sil¢ napigcia nici S:

_ gsina g m g cos 3
cos (a+B) cos (@ +PB)
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Zadanie 15
Ruch punktu materialnego o masie m od pewnej chwili odbywa si¢ po
okregu o promieniu r zgodnie z réwnaniem s=b+2rint, gdzie b — stala

(rys. 15). Okresli¢ sit¢ F wywolujaca ruch jako funkcjg czasu t.

Rys. 15

Rozwigzanie

Na punkt materialny dziata sita F, ktérej rzuty na osie ruchomego 1 i n
uktadu wspéirzednych, poruszajacego sie wraz z punktem A, sa rowne F; i F,
oraz sita bezwtadno$ci B o skladowej stycznej B, i normalnej B,.
Z zasady d’Alemberta otrzymamy:

F.-B, =0, F,-B, =0. (1)
Poniewaz ruch opisany jest w naturalnym uktadzie wspotrzgdnych to:

d2s d?(b+2rint)  2mr
B,=ma,=m =m =— s
dt? dt t2

VZ ms? 4mr

)

r r t2

Podstawiajac wzory (2) w réwnania (1), wynikajace z zasady d’Alemberta, do-
staniemy:

2mr
t2

_4mr
_tz_

E =

T

; F

n

3)
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Szukana catkowita warto$¢ sity F bedzie:

o fgE . 2mr5
T n t2 *

Zadanie 16

Kulka o masie m znajduje si¢ na koncu niewazkiego preta AD, przegubowo
zamocowanego w punkcie D. Kulke podtrzymuje sprgzysta ni¢ AC o wspdl-
czynniku sztywnosci k, ktorej drugi koniec umocowany jest w punkcie C. Kulka
wraz z nicig i pretem obraca si¢ ze stala predkoscia katowa ® wokot pionowej
osi. Znalez¢ zalezno$¢ miedzy katem o a predkoscig katowa o obrotu kulki
z pretem AD. Obliczy¢ site S wystepujaca w precie AD. Przyjaé AD = CD = L.
Mase preta pominaé. Dla o = 0 nitka nie jest napigta (rys. 16).

Rys. 16

Rozwigzanie

Na kulke dzialaja nastepujace sily: sita cigzkosci G, sila sprezystosci nici F,
sita wystepujaca w precie S (oddziatywania preta na kulke) oraz odsrodkowa sita
bezwladnosci B = m a . Trojkat ADC jest trojkatem réwnoramiennym.
Zgodnie z zasada d’Alemberta, dla punktu A napiszemy wektorowe rownanie
réwnowagi sit:

G+B+F+S=0, (1)

ktérego rownania rzutéw na osie uktadu wspotrzednych x iy sa:
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ma, —F cos%+Ssina=0, -mg+ma, +Fsin%+Scosa =0. (2)

Z rysunku 16a i b wynika, ze a, = a, , ay = 0 (ruch wzdluz osi y nie odby-
wa sig).
Sila sprezystosci nici jest rowna:

F:k.Ac:szsmi‘zi, 3)

1 skierowana wzdluz AC.
Poniewaz kulka A obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o wokoét punktu H to:

a, =a, =0’ AH=0? Lsina. (4)

Wstawiajac a,= 0 oraz (3) i (4) w (2), otrzymamy uktad réwnan:
mm2Lsina—2kLsin%cos%+Ssina=0, 5)
—mg+2kLsin2%+Scosa=O. (6)

Podstawiajac w rownanie (5), 2 sin(a/2)-cos(a/2) = sina 1 dzielac je przez sina
(sina # 0 ), otrzymamy wzor na poszukiwang site¢ S wystepujaca w precie:

S=L (k-m n?). (7)

00 l—cosa

Po wstawieniu do (6), wzoru (7) oraz sin i oraz po odpowiednich

przeksztalceniach wyznaczymy szukang predkos$¢ katowa, ktdra jest rowna:

kL-mg
0= |[————.
m L cosa
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadania 1. Dwie masy m;= 100 kg, m,= 300 kg zaczynaja ruch z polozenia
spoczynkowego i poruszajq si¢ dalej jak na rysunku ponizej. Wyznaczy¢ przy-
spieszenia a, i a; mas oraz sily napigcia w linkach. Tarcia oraz cigzaru linki
i bloczkéw nie uwzgledniaé. Przyjaé¢ x, =2 x,, oraz wynikajaca z tego zalez-

nos¢ X, =2X,.

. .. o 2
rrﬁj_:l\ Odpowiedz: a, =X, =8,4 m/s’,
a, =%, =4,2 m/s’,

S;=840 N, S,= 1680 N

Zadanie 2. Wyznaczy¢ przyspieszenie styczne, normalne i pregdkos¢ masy m
wahadta matematycznego. Wahadlo wykonuje ruch w plaszczyznie pionowe;,
dtugos¢ niewazkiej linki wynosi 2 m, a kat wychylenia 30°.

Odpowiedz: a,= 4,9 m/s’, a,= 16,03 m/s, V = 5,66 m/s

Zadanie 3. Przy jakiej predkosci samochodu, na zakrecie o promieniu
r = 150 m, reakcja jezdni na samochdd bedzie prostopadta do podioza. Kat po-
chylenia jezdni wynosi o= 18°. Czy predkos¢ zalezy od masy poruszajacego
sie samochodu?

Odpowiedz: V = 78,7 km/h

2.2. Zasada pedu i kretu

Zadanie 17

Po réwni pochylej tworzacej z poziomem kat a = 30° zsuwa sig ciato, kté-
rego predkos¢ poczatkowa réwna byla zero (rys. 17). Obliczy¢ czas, w ciagu
ktérego cialo przebedzie droge s = 100 m, jezeli wspotczynnik tarcia kinetycz-
nego p = 0,15.
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Rys. 17

Rozwigzanie

Do rozwigzania zadania zastosujemy twierdzenie o przyroscie pedu, ktore
mowi, ze przyrost geometryczny pedu punktu materialnego w pewnym prze-
dziale czasu (t,, t;) rowna si¢ impulsowi sit (popedowi sit) dziatajacych w tym
przedziale czasu na ten punkt. Powyzsza zasade mozemy zapisaé w postaci
wektorowej:

tﬂ
mV, -mV, = ."F dt, (1)
t

1]

lub w postaci analitycznej (ruch jest prostoliniowy wzdtuz osi x):

tﬂ
mV, -mV, = Ith. @)
t

0

Ped w chwili poczatkowej jest rowny:
py=mV, =0, (3)
poniewaz dla ty = 0, Vto =},

Impuls sity F = Gx — T (rys. 17), dzialajacy na cialo w przedziale czasu
t,—t,=t:

tI‘.I.
S, = Ith:(Gx -T)t=(Gsing—-Gpcosp)t=mg(sing—pcos)t, (4)

to
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gdyz rzut wektora sity G na o$ x oraz sita T majaca kierunek tejze osi, sg nie-
Zmienne w czasie.

Podstawiajac ped w chwili poczatkowej i koficowej, oraz impuls sity do zalez-
nosci (2), otrzymamy:

mV, =mg(sing—pcosg)t, &)
skad po uwzglednieniu V, =X dostaniemy:

X=g(sing—pcosQ)t. (6)

Catkujac powyzsze rownanie otrzymamy drogg, ktéra jest rowna:

: gt?
x=(sm(p—ucosq))——2—+C. (7)

Uwzgledniajac warunki poczatkowe (dla t = 0, x = 0) wyznaczymy stala C = 0
i dalej czas, w ciagu ktdrego ciato przebedzie droge x =s = 100 m:

o 2:s 2-100

= = =35s.
g(sinp—pcosp)t 9,81(sin30°-0,15cos30°)

Zadanie 18

Predkos¢ statku o wypornosci m = 25000 t w ciggu t = 60 s po wylaczeniu
napedu zmniejszyta si¢ 0 AV = 3 m/s. Znalez¢ srednia sit¢ oporu wody R. Przy-
jac, ze statek porusza si¢ ruchem prostoliniowym.

S S
. t=0 vtzt"-toR ,=60s
—— ——

1 AV=IaVI=lv,-v] 2

S S S S S S S SSSSSSSS S SS

Rys. 18

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia o przyroscie pedu:
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ln
mV, -mV, = [Rdt. (1)

Ly

Poniewaz statek porusza si¢ ruchem prostoliniowym (wzdtuz osi x) i sita oporu
R jest stata, to mozeny napisac:

m(V,-V,)= ]'R dt, 2)

to

tﬂ
gdzie: V, -V, =AV, a J’Rdt =R(t,-t,)=Rt, skad:
tO

R:mtAV. 3)

AV =V, -V, =-3 m/s, poniewaz nastapito zmniejszenie pr¢dkosci.
Po wstawieniu danych otrzymamy:

R =-1250 kN.

Zadanie 19

Dwa ciala 0 masach m; 1 m;, poruszaja si¢ wzdtuz jednej prostej, pierwsze
z predkoscia V), = 3 m/s, a drugie z V, = 8 m/s (rys. 19). W pewnej chwili ciata
zderzyly si¢ 1 zaczely poruszaé sig¢ razem z predkoscia V = 6 m/s. Obliczy¢ sto-
sunek mas tych ciat.

m, m, m,+m,

Rys. 19

Rozwigzanie

Do rozwiazania zadania zastosujemy zasad¢ zachowania pedu, ktéra mo-
wi, ze jezeli na ukltad punktéw materialnych dziata samozréwnowazony uktad
sil, to ped jest wartoscia stala. Z powyzszego wynika, ze suma pedow dwdch
ciat przed zderzeniem jest rowna pedowi tych cial po zderzeniu, co zapiszemy
W postaci:
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m, V,+m, V, =(m, +m,) V =const .
Przeksztalcajac powyzsza zalezno$é dostaniemy:

m V-V
m, (V,-V)=m, (V-V,), skad ml :V \12’-’
2 ™

podstawiajac dane otrzymamy:

m _6-3_3
m, 8-6 2
Zadanie 20

Kulka o masie m znajduje si¢ na gladkiej poziomej plaszczyznie (rys. 20).
Do konca niewazkiej i nierozciagliwej nici przywiazana jest kulka. Ni¢ przecho-
dzi przez otwér O. Kulka wceiagana jest do otworu za pomoca nici z stala predko-
$ciag Vc. W chwili poczatkowej, gdy kulka znajduje si¢ w odleglosci OAp = R
od otworu O, nadano jej dodatkowa predkosé¢ V, prostopadle skierowana do nici
OA,. Okresli¢ dalszy ruch kulki.

z)
r \'}
< _ V.
Pp=0 < S
O ¢
R
Ve
Rys. 20

Rozwigzanie

Potozenie kulki A na ptaszczyznie okreslimy we wspoirzednych bieguno-
wych (r, ¢). Na kulke dziataja trzy sily: sila cigzkosci G, reakcja plaszczyzny N
i reakcja nici S. Moment kazdej z tych sit wzgledem osi zrowny jest zeru,
w zwiazku z tym suma momentéw tych sik:
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> M, =0.

Z teorii kretu wiadomo, ze:

dk, B
dt =M, =0,

€O oznacza, ze K, =const .

Powyzszy zapis wyraza nam zasade zachowania kretu, ktéra méwi, ze moment
wzgledem dowolnego bieguna wypadkowej sit dzialajacych na punkt material-
ny jest rowny zeru, gdy kret punktu materialnego wyznaczony wzgledem tegoz
bieguna jest staty.

ZnajdZzmy zalezno$¢ promienia r w funkcji czasu t. Poniewaz ni¢ jest wciggana
z predkoscig Ve = const, tor =R — V¢ t.

Dla znalezienia kata ¢ w funkcji czasu t wykorzystamy, wyzej przedstawiona,
zasadg zachowania kretu (K, = const ).

Kret kulki, inaczej moment pedu, wzgledem osi z w chwili t = 0 jest rowny:
K,=m VyR,

a w dowolnej chwili t:
K;=mVr=mV(R-Vct).

Predkos¢ kulki jest rowna:
V=r¢=R-V. )¢, (1)

gdzie: ¢ — jest predko$cia katowa kulki.
Poniewaz K, = const dla dowolnej chwili czasu, to:

mVoR=mV(R-Vct), (2)
a po wstawieniu wzoru (1) w (2) i przeksztatceniach dostaniemy:

RV,

Calkujac powyzsze wyrazenie otrzymamy:
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RV,
(R-V¢ 1) V¢

¢ 3)

Stala catkowania C okreslimy z warunkéw poczatkowych, z ktdrych wynika,
zedlat=0, p=¢, =0, skad:

=,
Ve

Po podstawieniu statej catkowania C w (3) i odpowiednich przeksztalceniach,
otrzymamy zalezno$¢ zmiany kata ¢ w czasie t:

R-V.t

P

Druga wspotrzedna jest réwna:r =R -V t.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Samochéd o masie m = 1500 kg jedzie w dot z predkoscia
V=72 km/h po drodze nachylonej pod katem o = 5° do poziomu. W pewnym
momencie zaczyna hamowaé sita F = 4500 N. Wyznaczy¢ czas potrzebny
do zatrzymania samochodu.

Odpowiedz: t = 9,32 s

Zadanie 2. Pitka tenisowa o masie m = 0,1 kg w chwili uderzenia miata pred-
kos¢ V=25 m/s. W pewnej chwili zostata uderzona tak, ze zaczgla si¢ poru-
sza¢ z predkoscia Vo= 36 m/s w przeciwng strong pod katem o = 40° do po-
przedniego kierunku ruchu. Czas trwania uderzenia wynosit t = 0,015 s. Wy-
znaczy¢ sit¢ F uderzenia i jej kierunek ¢ wzgledem poczatkowego kierunku ru-
chu pitki (kat pod jakim nalezato uderzy¢ pitkg).

Odpowiedz: F = 358,7 N, ¢ = 25° 30’

Zadanie 3. Punkt materialny porusza si¢ pod dzialaniem sily centralnej. Wy-
znaczy¢ predkosé V, punktu znajdujacego si¢ w miejscu toru najbardziej odda-
lonym od srodka, jezeli predkos¢ punktu w miejscu najblizszym srodka wynosi
V1= 72 m/s.
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Promien r, w potozeniu drugim byt 8 razy wigkszy od promienia r; w potoze-
niu poczatkowym punktu.

Odpowiedz: V,= 9 m/s

3.3. Zasada réwnowaznosci energii kinetycznej i pracy

Zadanie. 21

Jaka predko$é osiagnie ciato o masie 3 kg (ciato traktujemy jako punkt ma-
terialny) po przebyciu drogi s = 3 m liczonej wzdluz tworzacej réwni, jezeli po-
rusza si¢ ono pod dzialaniem sity F = 50 N. Réwnia nachylona jest pod katem
a = 60° do poziomu. Predkos¢ poczatkowa ciata V, = 10 m/s, wspdtczynnik tar-
cia kinetycznego p = 0,2.

Rozwigzanie

Do wyznaczenia predkosci V; (rys. 21) wykorzystamy zasad¢ rownowaz-
nosci energii kinetycznej i pracy (twierdzenie o energii kinetycznej), z ktorej
wynika, ze przyrost energii kinetycznej punktu materialnego w skonczonym
przedziale czasu rowny jest sumie prac, ktére wykonaly w tym czasie wszyst-
kie sily dziatajace na ten punkt. Z powyzszego wynika:

E, -E, =L, (1)

gdzie: E, ,E, — energia kinetyczna ciata w polozeniu 1 i 2, L — praca wykona-

na przez wszystkie sily dzialajace na punkt przy przejsciu ciata z poloze-
nia 1 do 2.
Energia kinetyczna, odpowiednio w potozeniu 1 i 2 wynosi:
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2 2
_mV; E, :sz, 2

E
% ;] : .

gdzie: V, jest poszukiwang predkoscia.

Okreslimy prace poszczegolnych sit. Na cialo dzialaja nastgpujace sily: sita
cigzkosci G = mg, sita zewngtrzna czynna F, sila tarcia T = p N, sila normal-
na N. Praca calkowita tych sit:

L=Lg+Lp+Lr+Ly, (3)
gdzie: Lg, Lp, L, Ly — odpowiednio, praca sily cigzkosci, sity zewnetrznej, tarcia

1 normalne;.
Prace poszczegodlnych sit okreslimy:

L;=-mgh, h=ssina, 4)
L, =Fs, (5)
L; =-Ts=-uNs, N=mgcosa, (6)
Ly=0.

Praca Lg, Lt jest ujemna, poniewaz sily sa przeciwnie skierowane do ruchu.
Praca sily normalnej N jest rowna zeru, gdyz jest ona prostopadla do prze-
mieszczenia s (L, = N's cosg, @ =90° cos 90° = 0).

Podstawiajac (2) i (4) — (6) do (1), otrzymamy:

mV}? mV?

5 = =-mgssina+Fs-mgspcosa,

skad po przeksztatceniach dostaniemy:

v, =‘/‘V,2 +2£~S——2gs(sina—pcosoc),
m

v, =J102 +2 -5(;—.3—2-9,81-3 (sin 60° - 0,2 cos60°) =15,6 m/s.
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Zadanie. 22

Belka dwustronnie podparta ugina si¢ 0 A = 3 mm pod wplywem cigzaru
ciala o masie m przylozonego w polowie jej dlugosci. Obliczyé najwigksze
ugigcie belki w polowie jej dlugosci, jezeli belka obciazana jest w nastgpujacy
sposob:

a) na belk¢ polozono cialo w polowie jej dhugosci i puszczono je bez

predkosci poczatkowe;;

b) cialo spada bez predkosci poczatkowej z wysokosci h = 0,15 m na

srodek nie ugigtej belki?

a) b)
V=0 [ ]
m V,=0 h
R S
777777 777777
Rys. 22
Rozwigzanie

Belke bedziemy traktowaé jak sprezyng o wspolczynniku sprezystosci

G mg mg N s w  w s _—y
k=—= - —. Na belke, po zetknigciu sie ciata z belka, dziata

A A 0003 m & P €C € 4 Ja
dwie sity, sifa cigzkosci G =m g i sifa sprezystosci belki S=k x.

Z zasady rownowaznosci energii kinetycznej i pracy wynika:

EKz —EKI =L. (])

W przypadku a) i b) predkos¢ ciala na poczatku ruchu 1 na koncu jest rowna ze-
ru, stad energie kinetyczne ciata w polozeniu poczatkowym i koncowym réw-
niez réwne sa zero. Z powyzszego wynika, ze suma prac sily cigzkosci i sily
spregzystosci jest rowna zeru.

Praca sily cigzkosci i sily sprezystosci w przypadku (a), odpowiednio jest réw-
na:

Lo=mgx, L = —% k x2  (patrz rys. 22a), (2)

gdzie: x jest ugigciem belki w potozeniu koncowy.
Podstawiajac wzor na wspotczynnik sprezystosci k i wzory na prace (2) w (1)
otrzymamy:
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l mg
L+Lg=mgx+|——- x? =0,
Gris=lls ( 2 0,003 )

skad: x = 6 mm.
W przypadku (b), odpowiednio, mamy:

L; =mg(h+Xx), L = -—;—k x?  (patrz rys. 22b).

Podstawiajac k i prace (3) w (1) otrzymamy:
Lg+Lg =mg(h+x)+[—%k xz]zo,

skad po przeksztalceniach dostaniemy réwnanie kwadratowe:

x%-0,006 x-0,006h =0,

3)

rozwigzaniem, ktdrego jest poszukiwane maksymalne przemieszczenie x = 3,3 cm.

Zadanie. 23

Na koncach dwoéch niewazkich pretéw o dtugosciach 1; 1 I, potaczonych
pod katem prostym jak na rysunku 23a, umocowano dwie masy m; i m,. Prety
moga obracaé si¢ w plaszczyznie pionowej dokota poziomej osi O przechodza-
cej przez ich konce. Wyznaczy¢ predkos¢ katowa pretow oraz predkosci linio-
we mas jako funkcje kata obrotu ¢, jezeli prety zostaly puszczone bez predko-

$ci poczatkowej i pret 1 zaymowal polozenie poziome, a pret 2 pionowe.

l, m

Rys. 23
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Rozwigzanie
Z twierdzenia o energii kinetycznej wynika:

EKH —EK[ =L. (1)

Energia kinetyczna odpowiednio w potozeniu I-szym i dowolnym II-gim wy-
nost:

2 2
_m Vv +m2V2

E,, =0, By, == L

1

; (2)

gdzie: V,, V, predkosci mas w drugim potozeniu pretéw (rys. 23b).

Na prety dzialaja nastgpujace sily czynne: sily cigzkosci mas G,=m, g,
G, =m, g i sily reakcji w punkcie O. Prac¢ wykonuja sily cigzkosci, nato-
miast praca sit reakcji jest rowna zero. Tak, wigc praca sit bedzie rowna:

L=m,gh -m,gh,,

a po uwzglednieniu h, =1, sing i h,=1,-1, cosp =1, (I-cos ), otrzyma-
my:

L=m, gl sing—m, gl, (1-coso). (3)
Podstawiajac (2) i (3) w (1) dostaniemy:

2 2
m, V; +m2 Vi

5 5 =m, gl,sing-m, gl, (1-coso).

Predkosci katowe pretow sa takie same, wige V, =, i V, =al,, stad:
m, o’ I? L m, 0?13
2 2

Przeksztalcajac (4), otrzymamy poszukiwana predkos¢ katowa w funkcji kata
obrotu ¢:

=m, gl sinp-m, gl, (I-coso). 4)

o= 2 glml l, sinp-m, |, (I—coscp)]
m, 1} +m, 13 '
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Predkosci mas, odpowiednio bgdg rowne:

Vo<1 2g[ml l, sinp—m, 1, (1—cos<p)]
= m, 1} +m, 13 ’

V. <1 2g'[ml 1, sing-m, 1, (1-cos )|
P m, 1} +m, 13 '

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Dwa ciata o masach m;= 150 kg i my= 250 kg poruszajq si¢ jak na
rysunku. Wspdtczynnik tarcia kinetycznego masy m; o pozioma powierzchnig
réwny jest u = 0,2. Okresli¢ predkos¢ V, z jaka beda poruszaé si¢ ciala, jezeli
przemieszcza si¢ na odlegtosé¢ s =2 m.

S

Odpowiedz: V = 4,64 m/s

m,

Zadanie 2. Cialo o masie m = 60 kg porusza si¢ po poziomej chropowatej po-
wierzchni. W chwili poczatkowej ruchu cialo znajduje si¢ w odleglosci
s = (0,6 m od nie napigtej sprezyny o wspdlczynniku sztywnosci k = 22,4 kN/m
i ma predko$é V;=2,5 m/s jak na rysunku. W wyniku uderzenia ciata spr¢zyna
ugieta si¢ 0 A = 0,1 m. Wyznaczy¢ wspotczynnik tarcia kinetycznego p oraz
predkosé V; ciata w chwili, gdy powrdci do polozenia poczatkowego ruchu.

s *'Ak Odpowiedz: p = 0,2, V5= 1,103m/s.

3.4. Zasada zachowania energii mechaniczne;j

Zadanie 24

Na koncu niewazkiego preta o dhugosci L umieszczono kulkg o masie m.
Drugi koniec preta umocowano na poziomej osi przechodzacej przez punkt O.
W chwili poczatkowej pret znajduje si¢ w polozeniu réwnowagi chwiejnej
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(punkt Ay) i zostaje z niej wytracony z nieskonczenie mala predkoscia. Wyzna-
czy¢ site w precie jako funkcje kata obrotu ¢ (rys. 24).

Rys. 24

Rozwigzanie
Na kulke dziataja cztery sily: sita cigzkosci G, sita bezwladnosci B, i By
oraz sila reakcji preta S. Z zasady d'Alemberta mamy:

-B, +S+Gcosp =0,

skad poszukiwana sita w precie:

2
S=Bn—Gcoscpzman—mgcos<p=m%—~mgcos<p. (1)

We wzorze (1) nieznang wielkoscig jest predkos¢ V. Wyznaczymy ja z zasady
zachowania energii mechanicznej, ktéra méwi, 2ze podczas ruchu
w potencjalnym polu sit energia mechaniczna (kinetyczna i potencjalna) punk-
tu materialnego zachowuje stata warto$¢ (sila cigzkosci jest sila potencjalna).
Jako poziom odniesienia dla energii potencjalnej E, przyjmiemy plaszczyzng
poziomg xOy (0§ x jest prostopadta do rysunku), o potencjale réwnym zero. W
zwigzku z powyzszym dostaniemy:

EkAO +EpA0 = EkA +EPA,

gdzie: E,, =0, gdyz predkos¢ V, = 0 — energia kinetyczna w punkcie Ao;
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m V?
2
— energia kinetyczna w dowolnym punkcie A; E , =mgz, =m gL cos¢

E,,, =mgz, =mgL —energia potencjalna w punkcie Ay; E,, =

— energia potencjalna w dowolnym punkcie A, skad:

2

O+mgL=rn +mgLcoso. (2)

Z przeksztatcenia (2) otrzymamy:
mV2=2mgL(l1-coso). 3)
Po podstawieniu (3) do rownania (1) otrzymamy szukana sit¢ w precie:

~2mgL (1-coso)
L

S

-—mgcose=mg(2-3coso).

Zadanie 25

Na koncach dwoch niewazkich pretow OA=L, i OB=L, (L, >L,) polaczo-
nych ze soba pod katem prostym (rys. 25a), umieszczono kulki o masach
m; i my (m; > my). Znalezé predkos¢ katowa i liniowa punktu B w chwili, gdy
przechodzi on przez potozenie poziome. W chwili poczatkowej pret OB zaj-
mowat polozenie pionowe, a predkos¢ katowa pretéw byla réwna .
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Rozwigzanie

Uktad znajduje si¢ w polu sit cigzkosci, czyli w polu potencjalnym, w zwigzku
z tym, aby wyznaczy¢ predko$¢ mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania energii me-
chaniczne;.

Z zasady zachowania energii mechanicznej otrzymamy rownanie:

E, +E, =E, +E, =const, (1)

gdzie: E, .E, .E, .E, ,odpowiednio, energia kinetyczna i potencjalna preta

OA i OB w potozeniu I i II (rys. 25b).
W polozeniu I energia kinetyczna i potencjalna preta OA i OB jest rowna:

2 2 2 12 212
o VAI+m2VB1=m1(DI Ll+m2m1 L3

E, = 5
: 2 2 2 2
E, =m, gz;+m; gz, =-m, gL,, ()
gdzie: z,, =0, z,; =L, (minus dlatego, Ze przyj¢to na poziomej linii przechodzacej

przez punkt O potencjal réwny zero).
W potozeniu II energia kinetyczna i potencjalna prgta OA 1 OB jest rowna:

2 2 2 72 2 72
E. = m, Vi; m, Vg mojli m,ofls
by = + = + ,
2 2 2 2

E, =m, gz, +m, gz,; =-m; gL,, (3)

gdzie: z,, =-L,, z,, =0.
Podstawiajac energie kinetyczne i potencjalne (2) i (3) w roéwnanie (1) otrzy-
mamy:

2712 212
m,; of 14 +m2 of L
2 2

2 12 2 72
m; of L3 +m2 of; L%
2 2

-m, gL, = -m, gL,

skad predkos¢ katowa:

Wy =

_foi(m B+m, 3)—2g(m, L, —m, L,)
m, L} +m, L3 ’

i linlowa:
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o? (m L} +m, 13)-2g(m; L,-m, L,)

2 2
m, Lj+m, L5

Ve =0y L, sz‘/

Zadanie 26

Gtadki tor ABCD tworzy w punkcie C petle o promieniu r (rys. 26). Obli-
czy¢ minimalng wysoko$ci h z jakiej musi rozpoczaé si¢ ruch ciata z predko-
$cig Vo, aby nie oderwalo si¢ ono od toru. Znalezé sile oddziatlywania toru na
cialo w funkcji kata obrotu ¢.

z=r(1- coso)

Rozwigzanie
Z zasady d'Alemberta wynika réwnanie sumy rzutéw sit na os normalna n:

-B, +N-Gcosp =0, (1)
gdzie: B, =m V2 /r— sila bezwladnoéci ciata, N — sita reakcji toru,

G cos@ — rzut sity ciezkosci na kierunek n.
Po wstawieniu wielkosci sit i przeksztalceniu, rownanie (1) przyjmie postac:

2 V2
N=Gcoscp+mv :mgcosc|)+m (2)
Z zasady zachowania energii mechanicznej dostaniemy:
V2 2
g +mgh=mV +mg(r—rcosg). (3)
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Podstawiajac m V* z réwnania (2) do (3) wyznaczymy reakcje¢ N oddzialywa-
nia toru na cialo w funkcji kata obrotu @:

- m V¢ +mg[2 h—r(2-3cos )]
- :

N

Reakcja N osiaga minimum dla ¢ = n. Oddzialywanie toru jest wigc minimalne
w gornym punkcie D petli i wynosi:

- mVi+mg((2h-5r)
- i

N

min

Aby kamien nie oderwat si¢ od toru musi by¢ spelniony warunek N > 0. Prze-
ksztalcajac powyzsze réwnanie otrzymamy:

_V?2
hZSgr V; ’
2g
i V?
a minimalna wysokos$¢ h_; = ir— 2" .
g

Jezeli przyjmiemy V, = 0, co oznacza, ze punkt puszczono bez predkosci po-

czatkowej minimalna wysokos$¢ bedzie h,; = % r.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Do nienapigtej poziomej sprezyny o wspolczynniku sztywnosci
k = 525 N/m przymocowano mas¢ m = 10 kg jak na rysunku. Mas¢ puszczono
bez predkosci poczatkowej. Wyznaczy¢ predkosé masy gdy przemiesci si¢ ona
pionowo w dét po precie 0 0,15 m.

0,2m

Odpowiedz: V,= 0,83 m/s
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Zadanie 2. Na koncu nieodksztalconej sprezystej liny o wspdlezynniku sztyw-
nosci k iwytrzymalosci R na rozerwanie, zawieszono cigzar o masie m
i puszczono bez predkosci poczatkowej. Wyznaczy¢ minimalng warto$¢ masy
Mpmin 1 predkos$é V,, przy ktorej lina zerwie sig.

R(2mg-R)
km

Odpowiedz: m,y, = %, V= ‘/
g

Zadanie 3. Przez niewazki krazek o promieniu r przerzucono niewazka linke
na koncach ktorej przymocowane sa masy m; i mp. W chwili poczatkowej masa
m;>m, znajdowata si¢ na wysokosci h nad pozioma ptaszczyzna n. Wyznaczy¢
predkos¢ Vi, przyspieszenie aj i czas t, gdy masa m; opadnie na pozioma

plaszczyzne m.

2gh(m-m,) ~ _g(m-m,) t=\/Zh(mmmz)

Odpowiedz: V; = ‘/ , Ay
m; +m, m, +m, g (m; —m,)

3.5. Zasada ruchu Srodka masy

Zadanie 27

Trzy ciala o jednakowych masach, potaczone jednakowymi spr¢zynami
o stalej sprezystosci k, staczaja sie po gladkim torze bez tarcia, nachylonym
pod katem o do poziomu. Znalezé przyspieszenie z jakim bedzie poruszal si¢
srodek mas. Opisa¢ rodzaj ruchu.
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Rozwigzanie

Srodek mas ukladu jednakowych ciat znajduje si¢ w punkcie C i polozony
jest w §rodku drugiego ciata. Masa calego uktadu réwna jest m; = m+m+m.
Z zasady ruchu $rodka masy wynika, ze srodek masy, kazdego ukladu punktow
materialnych porusza si¢ tak, jakby byla w nim skupiona cala masa ukladu
i jakby do tego punktu przylozone byly wszystkie sity zewngtrzne.
Suma wektorowa wszystkich sit zewngtrznych czynnych dziatajacych na ukiad
jest:

F=G,+G, +G;,
skad rzut sit na kierunek osi x:
F,=mgsina+mgsina+mgsina=3mgsina
Roéwnanie dynamiczne ruchu srodka mas ma wigc postac:
F,=m_ X ,=3mgsina, skad X,=gsina.

Srodek mas porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym wzdluz osi x
z przyspieszeniem g sina . Na podstawie ruchu $rodka mas nie mozna nic po-

wiedzie¢ o ewentualnym ruchu ciat migdzy soba.

Zadanie 28

Cztowiek o masie m; =70 kg stoi na dziobie fodki o masie my=600 kg i dlugosci
1= 4 m. Okreslié¢ odlegtos¢ na jaka przemiesci si¢ todka, jezeli czlowiek przej-
dzie na koniec fodzi. Opor wody pominag.

Rozwigzanie

Uklad cztowiek—todka (rys. 28) znajduje si¢ w stanie spoczynku w wyniku
dzialania trzech réwnowazacych si¢ sit zewngtrznych: cigzaru cziowieka
G, =mg, ciezaru l6dki G; = myg ireakcji wyporu wody N=m;g+m,g. Linia
dziatania reakcji N przechodzi przez $rodek cigzkosci C ukladu cziowiek—todka.
Srodek ciezkoéci C, uktadu dwéch ciat (Yodki i czlowieka stojacego na dziobie)
okre$limy ze znanego wzoru z statyki:

XC
G, +G,

H
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podstawiajac G; = m, g i G, = m, g dostaniemy:

Xq : (1)
m, +m,
¢ §r.jmas 3)
|
G,y N
. e X 2 C e/ "X
- e j} JG: )
AN s
, \ C+ rd " x
el X2
- X, =X, S,
et X’, —-LqA—x—M

Rys. 28

Podobnie okreslimy srodek cigzkosci C gdy czlowiek przejdzie na drugi koniec
todki:
G x +G, x
X =
¢ G, +G,
lub:

’

S om X +m; X
B = . (2)
¢ m, +m,

Zgodnie z zasada zachowania $rodka masy, srodek masy C nie zmienia swego
polozenia, poniewaz suma geometryczna sil zewngtrznych (sita cigzkosci
cztowieka, todzi i wyporu) dzialajacych na dany uklad punktow materialnych
rowna jest zeru, mamy wigc X, = X; . Przyrownujac (1) i (2), otrzymamy:

m; X, +m, x, M X, +m; X,

b

m, +m, m, +m,
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gdzie: x; =x;+1-4x,a X’ =X, - aX.

Podstawiajac x;i x; w powyzsze réGwnanie otrzymamy:

m, X, +m, X, =m, (x, +1-ax)+m, (x, —Ax),
skad:

m, 1

m,+m,
Po podstawieniu danych liczbowych dostaniemy:

70-4
AX =
70+ 600

=0,42m.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Wyznaczy¢ odleglos¢ Ax na jaka przesunie si¢ klin 1 o dhugosci I
pokazany na ponizszym rysunku, jezeli klin 2 o dtugosci I, przemiesci si¢ wzgle-
dem klina 1 w prawo na jego koniec. Masa klina 1 jest wigksza od klina 2 i wy-
nosi m;= 3 my. Opory ruchu pomigdzy klinami i klinem 1 a pozioma plaszczyzna

pomingg.

Odpowiedz: ax =-

l1 _12

Zadanie 2. Do wozka o masie m;= 3 m przyczepiono niewazki pret o dlugosci |
(rysunek ponizej). Na koncu preta zamocowano kulke o masie m;= m. Pret wy-
konuje ruch zgodnie z réwnaniem ¢ =@, sinwt. Wyznaczy¢ réwnanie ruchu
wozka x;= x(t) oraz sil¢ nacisku wozka na pozioma plaszczyzne, jezeli w chwili

poczatkowej wozek znajdowat si¢ w stanie spoczynku.
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Odpowiedz: x, =%sin&p, N=N,+N, =m1(¢sinp+¢? cosp)+4mg.
Sifa nacisku zalezy od predkosci katowe] ¢ i przyspieszenia katowego ¢ .
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II. DYNAMIKA BRYLY SZTYWNEJ

1. Masowe momenty bezwladnosci i dewiacji (zboczenia) bryl

Zadanie 1
Znalez¢ moment bezwladnosci i promien bezwladnosci jednorodnego

cienkiego preta o dlugosci L 1 masie m, wzgledem (rys. 1):
a) osi Oy,, przechodzacej przez koniec preta i prostopadtej do jego osi x,
b) osi &, przechodzacej przez punkt O, (CO, = L/4) i tworzacej z osig preta
kat 30°.

‘y1
o)
. SEE— -
z/
|
Rys. 1
Rozwigzanie

Znajdzmy moment bezwladnosci wzgledem osi y, ktéra jest osia centralng
(osie x, y, z przechodza przez $rodek masy C, dlatego nazywamy je centralny-
mi). Przyjmijmy, dhlugo$¢ preta L, pole przekroju poprzecznego s, mas¢ wia-
$ciwg p. Objetos¢ preta jest rowna V=Ls, stad mamy m=p V=pLs. Ele-
mentarna masa preta dm =pdV =psdx (patrz rys. 1). Moment bezwtadnosci
wzgledem osi y (centralnej) na podstawie teorii momentow bezwladnosci jest
rowny:

7 3| 3 2
B 3 X pL mL
J, = Ixzdm— Ipsxzdx-ps 3., T

m L/ |

L4 r_* . . r _ -2
Promien bezwladnosci wyznaczymy z przeksztalcenia zaleznosci J, =miy,

stad:

J

y

o
"Ym 243
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Wyznaczymy teraz moment bezwladnosci wzglgdem osi Oy;. W tym celu sko-
rzystamy z twierdzenia Steinera, ktére méwi, ze moment bezwiadnosci wzgle-
dem osi rownoleglej do osi przechodzacej przez srodek masy bryly réwny jest
sumie momentéw bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez $rodek
masy i iloczynowi masy bryly przez kwadrat odleglosci migdzy tymi osiami,
skad:

J, =1, + ma?,
gdzie: J, jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi centralnej y, a= L/2 jest

odlegloscia miedzy osiami y; iy.
Po podstawieniu J, i a do powyzszego wzoru, otrzymamy:

m 12 L) mL2 . I, L
Jyl > +m =

2) 73 Y'Ym 3’

2
Aby wyznaczy¢ moment wzglgdem osi &;, w pierwszej kolejnosci wyznaczy-
my moment wzgledem osi &, a nastepnie skorzystamy z twierdzenia Steinera.
Moment bezwladnosci wzgledem osi & okreslimy na podstawie wzoru:

J. =J cos’a+J cos?B+1J,cosy — 2], cosa cosf — 2], cosa cosy — 2] cosp- cosy,

gdzie: J,, Jy, J, — momenty bezwladnosci wzgledem osi X, y i z; Jxy, Jxz, Jyz mo-
menty dewiacji wzgledem osi uktadu wspdirzednych xyz.

Poniewaz osie X, y, z, przyjeto jak na rysunku 1, to sa one gléwnymi osiami
bezwladnosci i dlatego momenty Jyy, Jx, Jy wzglgdem nich sg réwne zero.
Moment bezwtadnosci wzgledem osi x przyjmiemy J, = 0, gdyz wymiary preta
wzdluz osi y i z sg znacznie mniejsze od dtugosci L. Uwzgledniajac, ze J,=J,
oraz o = 30°, B =60, y = 90°, mamy:

2
ml?(1 m 2

J.=J cos?B+] cosly=——| — | =——.

e =lycospl, cosy =" (2) 43

Odleglo$¢ migdzy osiami & i &, jest rowna: d = %sm 30° = .

Uwzgledniajac twierdzenie Steinera, moment bezwladnosci wzgledem osi &,
bedzie rowny:
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] 2
T, =J,;+md2=mL +m(-1-'-] =-—7—mL2
! 48 8 192

Zadanie 2

Znalez¢ moment bezwladnosci jednorodnego prostopadloscianu o wymia-
rach a, b, c (rys. 2):

a) wzgledem jego gléwnych centralnych osi bezwladnosci,

b) wzgledem osi y,, pokrywajace;j si¢ z jedng z jego krawedzi,

¢) wzgledem osi &, pokrywajacej si¢ z przekatng prostopadto$cianu.

Rozwigzanie

Glownymi centralnymi osiami bezwladnosci sg trzy osie symetrii x, y, z,
ktére przechodza przez $rodek masy C i wzgledem nich momenty dewiacji Jy,,
Jxzs Jyz 58 rOwne zero.
Z teorii momentéw bezwladnosci wiadomo, ze momenty bezwiadnosci wzgle-
dem osi X,y, z sq rowne sumie momentéw bezwladnosci wzgledem dwoch
wzajemnie prostopadlych plaszczyzn, ktérych linia przecigcia tworzy t¢ os,
stad mamy:

Jx = Jsz T Jny »

I, =Jcy ez
Jz:JyCz+Jsz’ (1)

gdzie: Jxcy, Jycz Jucx — odpowiednio, momenty bezwladnosci wzgledem plasz-
czyzn xCy, yCz, zCx.

I |
/) I
T — i
' Ehy B E//i/ d L 4
l | C! = .
C l E L1 \\ y
— AT _HU_ A
L/ §///
/ ¢ 1 =h
Fx
it b -
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Moment bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzny zCx jest rowny:

oz ™ Iyz dm,

gdzie: dm = pacdy, p — masa wlasciwa, stad:

o ach?
Jsz = Ipacyz dy = p .
12
~b/2

2
Poniewaz, masa m=pabc, to:]J,., = m;) . W podobny sposéb otrzymamy
2 2
momenty wzgledem plaszczyzny xCy 1yCz, J,¢, = %—, Yooz = n;; .

Woéwcezas, momenty bezwladnosci wzgledem gléwnych centralnych osi bez-
wiladnosci sa réwne:

2 2
j = mbT meT M ey,
12 12 12
2 2
3= B - @t eed),
2 12 12
ma? mb?Z m
1, = + =—(a? +b?). 2
S TEMNTERETY ) @

Moment bezwladnosci wzgledem osi y, (krawedzi) okreslimy z twierdzenia
Steinera:

I, =], +md?,

2 2
gdzie: d? :[-;—] +[—§—) :—};(az +c¢?), stad:

) =15 @)+ (@2 +0) =3 (a2 D).
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Moment bezwladnosci wzgledem osi & (przekatnej) wyznaczymy z wzoru:

Je =], cosa+]J, cos’B+J, cos’y, Jy=1,=1,=0 3)
gdzie: cosa = 2 , cosP= . , cos~f = c ;
Ja? +b? +¢? Va2 +b? +¢?2 Va2 +b? +c?

Po podstawieniu (2) w (3), otrzymamy:

_m a® (b?+c?)+b? (c* +a?)+c? (a* +b?) m(a® b* +b?c?+c? a?)
12 a?+b?2+c? 6 (a? +b? +c?)

Zadanie 3.

Wyznaczyé masowe momenty bezwladnosci Jx 1 J, wzgledem osi x iy
przecinajacych si¢ w srodku masy oraz moment dewiacji Jyy, cienkiej trojkatnej
plyty o masie m, podstawie a, wysokosci h (rys. 3). Okresli¢ momenty bez-
wladnosci wzglgdem osi &, ), a takze gléwnych centralnych osi bezwladnosci

X1, Y1-

ni "
FINOYN Y
Q N
Lt
h dy X
r 1 a1
dA,/ YL\ -
C x | | dx X vV
a/3 h/3
Y - .
oS o
g a g
Rys. 3

Rozwigzanie
Momenty bezwladnosci wzgledem centralnych osi x i y wyznaczymy
Z Wzordw:
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Zh/
Je= Iyzdm=—fy2dA1 =—— _fy udy— Iyz—(—h y)dy =
A
Zh/ ) ) 4 2% h2
m m
j (Ghy?-y)dy="2(Chy -2 =T
7 4 ._h/ 18
-h/ /3

gdzie: dm = % dA, = % udy — jest elementarng masa trojkata, A,dA, — jest

polem i elementarnym polem powierzchni tréjkata, u =%(-§— h-y) — wyzna-
czono (patrz rys.3) z zaleznosci wynikajacej z twierdzenia Talesa,
a__u

B ==,
h A h-y

W taki sam sposob wyznaczymy moment bezwladnosci J, wzgledem osi vy,
ktory jest réwny:

2a/ 2h
om 8
J, = x2dm =2 IxszzzmT- xzvdx—z—n—)- y2—(=a-x)dx =
A ah ¢, ah
m A, % 3
2a,
4|73 2
J'(__a 2—-x3)dx—2—m—(~2-ax3—i—) —
9 471, 18
73
Moment dewiacji wyznaczymy z zaleznosci:
2 “_33’ ( /)2 (/)2
m m | 2m -
ny—jxydm T Jryaa=2 _[( _[xdx)ydy j ydy =
™ A % % '/3
2h, 2 , j 2hy
2m [.h_(gh__y)_%]z_(_%)z 4 2m ]‘(az y? aly ) _
ah J 2 = on? 3n YY"
% %
g

mah

b

ah ~ 8h? 9h

_h/ 36
/3
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gdzie: dA =dx dy - jest elementarnym polem powierzchni trojkata. W powyz-
szych wzorach x zmienia si¢ od ~ % do u- % .

Z réwnania wyprowadzonego na wykladach wyznaczymy kat a, okreslajacy
potozenie giéwnych centralnych osi bezwladnosci w uktadzie wspotrzednych

Xy:

mah
2 B
tg2a = ——= 36 e B )
J,-J, ma* mh?*  2(a?-h?)
18 18

Na rysunku 3 pokazano glowne centralne osie bezwladnosci x; iy, dla przy-
padku, gdy h’>a’. Gtéwne centralne momenty bezwladnosci wzgledem tych osi
okreslimy z zaleznosci:

J,, =J,cos?a+] cos?B-2J cosa cos(90°-a),

2 2
_ cos?a + ma cos2(90° —or;)+2mah
18 36

I, =
18
h /m a [m
J_ = —1/—cosa+—1,——cos(90°—a) )
13V 2 3V2

- 2 204 —
Jy =Jicos?a, +J cos?a—2J cosa, cosa,

cosc cos(90° —at),

mh? ma? mah

= - cos2(90° + a) + cos?a +2 cosa cos(90° + at),

Yi

2
h /m a /m

J. = —.]—co0s(90° + o)+ —,|—cosa) | ,

H [3\/2 ( ) 3\/2 )}

gdzie: kat B okreslajacy kierunek osi x; wzgledem osi y (patrz rys. 3) jest réw-
ny B=90°-a, natomiast kat o; okreslajacy kierunek osi y, wzgledem
osi X jest réwny o, =90% +a.

Do wyznaczenia momentéw bezwladno$ci wzgledem osi & i m skorzystamy
z twierdzenia Steinera, stad:

(h)z mh? h? mh?
Jy=J +m| | = o D ,
3 18 9 6
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2
a ma? a? ma?

Jy=J +m = | =—+m—=—o-.
3 18 9 6

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 1. Wyznaczy¢ moment bezwladnosci jednorodnego walca o promie-
niu r =0,1 m, wysoko$ci h = 0,8 m i masie m = 40 kg wzgledem gléwnych

centralnych osi bezwladnosci x,y,z, i wzgledem osi z; oraz osi z; nachylonej
pod katem o = 45°, B = 60°, y = 60°.

Odpowiedz: J, = J, =2,23 kgm?,
J,=0,2kgm?, J, =06 kgm?,

J,. =1,7225 kgm?

z

Zadanie 2. Dla elementu konstrukcyjnego przedstawionego na rysunku, wy-
znaczy¢é moment bezwladnoéci wzgledem osi y. Element o wymiarach
a=20cm, b= 20 cm, h=60 cm, r=b/2=10 cm, wykonany jest ze stali
o gestosci p = 7,86 g/em’.

2
Zc‘ h/3 OdeVVIedZ’ m, ., = L hp3 s Mg =My, = abhp
ih’3 I o g2 b2+hz(7mp+16mw)
ha Y 12 36 |
Yy J,=22,23kgm?
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2. Ruch obrotowy

2.1. Rownanie dynamiczne ruchu obrotowego

Zadanie 4

Sily naciagu pasa napedzajacego koto pasowe sa rowne 20 i 40 N (rys. 4).
Masa kota pasowego jest rowna 80 kg, jego promien 0,3 m, a promien bez-
wiadnosci wzgledem osi obrotu 0,25 m. Znalez¢é réwnanie ruchu obrotowego,
jezeli w chwili poczatkowej kat obrotu kota i jego predkosé katowa sg rowne
zeru.

Rys. 4

Rozwigzanie
Roéwnanie dynamiczne ruchu obrotowego, wokot nieruchomej osi obrotu x
jest nastepujace:

Jx (P = Zn:Mix ’
i=0

gdzie: J, — moment bezwladno$ci wzgledem osi obrotu x (prostopadia do ry-
sunku), ¢ — druga pochodna po czasie t z funkcji kata obrotu kota @ (przyspie-
szenie katowe), Mix — moment sil zewnetrznych wzgledem osi x dzialajacych
na koto pasowe.

Kierunek obrotu momentéw sit wzgledem osi x zgodny z kierunkiem obrotu
ciala przyjmujemy jako dodatni. W zwiazku z tym suma momentéw sit wzgle-
dem osi x jest rowna:

> M, =Fr-Fr=40-0,3-20-03=6 Nm.
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Moment bezwladno$ci okreslimy z zaleznosci J, =mi2, gdzie i,= 0,25 m jest
promieniem bezwladnosci kota, stad warto$¢ jego jest réwna
J. =80-0,252 = 5 kgm’.

Podstawiajac obliczone wartosci Jx i Z M,, do pierwszego réwnania dosta-

niemy:
5¢0=6, o=12,

skad, po scatkowaniu otrzymamy nastgpujace zaleznos¢ na predkos¢ katowa
i kat obrotu kota:

2
¢=121+C,, (p=1,2t—2-+C, t+C,.

State catkowania C, i C, wyznaczymy z warunkow poczatkowych. Dla t = 0,
predkosé katowa ¢, =0s™ i poczatkowy kat obrotu @ = 0 rad, skad po pod-
stawieniu warunkow poczatkowych w powyzsze dwa rownania, otrzymamy
C; =01C; =0. Wowczas rownanie ruchu obrotowego przyjmie postac:

0 =0,61t2.

Zadanie 5

Jednorodna prostokatna plyta o masie m, dtugosci L i wysokosci h obraca
si¢ wokot pionowej osi z, ktora jest osig symetrii plyty (rys. 5). W czasie obro-
tu na plytg dziala sita oporu powietrza. Sifa ta przylozona jest do kazdego nie-
skonczenie malego elementu powierzchni plyty, skierowana prostopadle
do niej 1 proporcjonalna do kwadratu predkosci nieskonczenie matego elemen-
tu, wspolczynnik proporcjonalnosci rowny jest k. Znalezé czas At, w ciagu
ktorego predkos¢ katowa plyty zmniejszy si¢ z @, do ;.

Rozwigzanie
Moment bezwladnosci plyty:

L/2 3 L 3 5
Jz:Irzdm= Irzhpdrzr—hp;’-L:hpL .. ,
3 = 12 12
m L 3
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<V

Rys. 5

gdzie: dm =hpdr - elementarna masa, p — masa przypadajaca na jednostke
powierzchni plyty.

Na plyte¢ dzialaja nastgpujace sily: sita cigzkosci G, sita reakcji Ry opory A
i Rg opory B oraz sita oporu P.

Elementarna sila oporu powietrza przylozona do nieskonczenie matego
elementu powierzchni ptyty ds = hdr jest réwna:

dP=kVZds=khw?r?dr,

gdzie: V =or- predkos$¢ nieskonczenie malego elementu plyty ds, ® — pred-

kos¢ katowa plyty.
Moment sily oporu powietrza wzgledem osi z skierowany jest przeciwnie
do kierunku obrotu ptyty i jest rowny:

dM, =-rdP=-kho?ridr.

Catkujac powyzsze wyrazenie z uwzglednieniem, ze elementarna sita oporu dP
dziala z jednej i drugiej strony ptyty otrzymamy:

L/2

4
M, =-2 [kho?r*dr= 2kl
] 32

Korzystajac z rownania dynamicznego ruchu obrotowego:
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Jz cpziMlz ’
i=0

2
oraz podstawiajac: J, =_rf‘i;_’ ZMiz =M, = _Elz_k ho?l*, otrzymamy:

2
MY o= L kb,
12 32
skad:
_do _ 3khe?l2
T dt 8m

Rozdzielajac zmienne i catkujac w przedziale zmiany predkosci katowej o,
do o, i, od 0 do At otrzymamy:

“’i ©_ 3kh12 Id

®y

skad:

(1 1]_ 3khPPAt
®, o 8m

Przeksztalcajac powyzsze wyrazenie dostaniemy szukany czas:

8m o, -0,
" 3kh12 ®,0,

Zadanie 6

Blok uzywany do prac podwodnych jest walcem jednorodnym o masie m
i promieniu r (rys. 6). Przez blok przerzucona jest niewazka lina, na koncach
ktdrej zawieszone sg cigzarki o masach m; i m; (m;>m;). Gestos¢ masy cigzar-
kéw wynosi p., a wody pw. W czasie ruchu ciezarkéw, ze wzgledu na mate
predkosci przemieszczania, woda stawia opor proporcjonalny do predkosci
cigzarkow (wspodlczynnik proporcjonalnosci jest jednakowy dla obu cigzarkéw
i wynosi k). Wyznaczy¢ rownanie rozniczkowe ruchu.
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Rozwigzanie

Zaktadamy, ze ruch cigzarkéw wraz z blokiem odbywa si¢ z predkoscia
V =y iprzyspieszeniem a =y, tak ja na rys. 6, gdyz masa m, cigzarka 1 jest
wigksza od masy m, cigzarka 2. Uwalniajac od wiezoéw ciezarki m; i m, w miej-
sce nich przykltadamy wektory sil: napigcia liny S; 1 S;, cigzkosci Gy 1 G2, wypo-
ru wody W; i W3, oporu wody R; i R; (R; =R, =k V) oraz bezwladnosci B i B,
(B] =ma, B2 =1 a).

bl ons
G, =mg ;t th=m,a
Wi

R, = kvt
Rys. 6

Dla bloku rownanie dynamiczne ruchu bedzie nastgpujace (0$ z jest prostopa-
dita do rysunku):

J,6=) M, =S;1-S,r. (1)
Z zasady d'Alemberta dla cigzarkéw 1 i 2, otrzymamy réwnania:

S,+B,-G,+W,;+R, =S, +m;a-m, g+ W, +k V=0,
S,+W,-G,-B,-R, =8, +W,-m,g-m,a-k V=0, (2)

gdzie: W), W, — sily wyporu, rowne ci¢zarowi wypartej przez cigzarki wody
(prawo Archimedesa).
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Sity wyporu sg rowne:

m m
W =—"p,8, W,=—2p, g,

v c

gdzie: 3‘—, L — obj¢tosci cigzarkow 11 2.

C C

mr?

Wstawiajac wartoSci sit W; i W, oraz moment bezwladnosci J =

i $=2 wréwnania (1) i (2), a takze eliminujac z réwnan (1) i (2), S i S,
r
otrzymamy:
Pw.
g(m, —~m2)[l~— J—Zkv

c

.. p
a=y=—— . 3)
*5+m| +m,

_Pw

Pc

Podstawiajac w (3), V=y,C=g(ml—m2)( ], D=—?—+ml+m2, do-

staniemy szukane rownanie rézniczkowe (dynamiczne) ruchu bloku:

. C-2ky
Y“7

b

lub po przeksztatceniu:
2k C
o 2k, _C 4
Yy =r (4)
Réwnanie dynamiczne ruchu bloku (4) jest rownaniem rézniczkowym niejed-
norodnym o stalych wspolczynnikach. Rozwiazanie rownania (4) jest suma

catki ogolnej réwnania jednorodnego i szczegodlnej réwnania niejednorodnego.
Rozwiazaniem réwnania jest funkcja, ktora podajemy bez wyprowadzania:

C D{ 2%
y=—o»/[t+—|e D —-1]].
2k 2k
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Na poziomy walec o promieniu r i masie m; nawini¢to ni¢, do kon-
ca ktorej podwieszono pionowo mas¢ my. Na walec dziata staly moment sit M.
Wyznaczy¢ po jakim czasie t; predko$¢ masy m, bedzie dwa razy wigksza
od predkosci poczatkowej V.

rV,(m, +2m,)

Odpowiedz: t, = 2M—m,gn)
=1,

Zadanie 2. Wyznaczy¢ sil¢ F z jaka nalezy naciska¢ na dzwigni¢ o dhugosci b,
aby walek o masie m i promieniu r, obracajacy si¢ z predkoscig katowa o,
zostal zahamowany w czasie tp. Okresli¢ ile obrotéw T wykona watek do chwili
zatrzymania si¢. Walek znajduje si¢ w odleglosci a od podpory dzwigni.
Wspdlezynnik tarcia kinetycznego migdzy walkiem i dzwigniag hamulca wyno-
si .

mo,ar T_moogar
2Fbp ~  8xnFbp

Odpowiedz: t, =

Zadanie 3. Na walek o masie m i1 promieniu r nawini¢to niewazkie linki, na
koncach ktérych zamocowano masy m; i my (my>m,;). Znalez¢ zalezno$¢ pred-
kosci katowej i kata obrotu watka w funkcji czasu t, jezeli w chwili poczatko-
wej walek byt w stanie spoczynku.

2(m, -m,)gt o= (m, —my)gt?
(2m, +2m, +m)r  (2m;+2m, +m)r

Odpowiedz: o =
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2.2. Zasada d'Alemberta

Zadanie 7

Trzy ciala o masach m;, m,;, m; polaczone sa lekka nierozciagliwa nicig
przechodzaca przez walec jednorodny A o masie my i promieniu r (rys. 7). Dwa
ciala leza na plaszczyznie poziomej, a trzecie jest zaczepione pionowo. Wspot-
czynnik tarcia kinetycznego pomiedzy ciatami 1, 2 i pozioma plaszczyzna
réwny jest U, Znalez¢ przyspieszenie i sile napigcia nici faczacej ciata 11 2.

Rys. 7

Rozwigzanie

Na ukiad dziataja nastgpujace sily: G, G2, G3 — sily cigzkosci cial; Ny, Ny,
T,, T, — sily normalne i tarcia ciata 1 i 2; B;, B,, B3 — sily bezwladnosci cigza-
réw; S — sily napigcia nici pomiedzy ciatami 1 1 2; M, — moment sit bezwlad-
nosci walca A wzgledem osi obrotu.
Zakladamy, ze ukfad porusza si¢ z przyspieszeniem a, wowczas sily bezwiad-
nos$ci i moment sit bezwiadnosci walca sg réwne:

B,=mja, B,=m,a, B;=m;a, M,=J¢ (1)

2
m,T

gdzie: J, = jest momentem bezwladnosci wzgledem osi x, ktora jest

prostopadta do plaszczyzny rysunku i przechodzi przez $rodek O krazka,
g =a/r jest przyspieszeniem katowym krazka.
Z réwnan rzutéw wektoréw sit dziatajacych na ciata 1 i 2 dostaniemy:

N,=m;g, N,=m,g, skad T,=pN,=pm,g, T,=pN,=pm,g.
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Z zasady d'Alemberta, ktéra mowi, ze w czasie ruchu obrotowego momenty
wszystkich sit zewngtrznych (czynnych i biernych), w kazdej chwili rownowa-
z3 si¢ z momentem sil bezwladnosci ukladu, otrzymamy réwnanie momentow
wszystkich sit wzgledem punktu O. Dostaniemy wowczas zaleznosc:

B, r+T,r+T, r+B, r+M, +B; r-G; r=0. (2)

W réwnaniu momentéw sit (2) napigcia S nici nie uwzgledniamy, poniewaz
sity S wzajemnie si¢ kompensuja.

Podstawiajac do réwnania (2) wartosci sit bezwladnosci i momentu sit bez-
wiadnosci (1) otrzymamy:

m,r’ a
;+m3ar*m3gr=0,

m,ar+pum, gr+pum,gr+m,ar+

skad:

. 2 g[m; —p(m, +m,)]
2(m, +m, +m,)+m,

3)

Aby wyznaczy¢ sil¢ napigcia liny S, ulozymy dla pierwszego ciala rownanie
rzutow sit na o y:

-B,-T,+S=0, (4)
skad po podstawieniu wartosci B, i T, do (4), otrzymamy szukana wartos¢ S:

g 2m glm; —p(m; +m,)]
2(m; + m, + my)+m,

+um,g.

Zadanie 8

Jednorodny pret AB moze swobodnie obraca¢ si¢ dokota pewnego punktu
O tylko w plaszczyznie pionowej (rys. 8a). Predkos¢ katowa preta AB jest stata
i rowna . Znalez¢ reakcje w punkcie O oraz kat ¢ o jaki odchyli si¢ pret
od osi pionowej, jezeli OA = a, OB = b i a>b.
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a) b)

N
=

()

™ A

7

%‘3 A

7

N AL

Rys. 8

Rozwigzanie

Na element preta o dlugosci dl i elementarnej masie dm dziata elementar-
na sifa bezwladnosci dB =a_ dm = @? plsin@-dl, gdzie p jest masa przypada-
jaca na jednostke dlugosci preta.
Z warunku rzutéw na osie x iy (rys. 8b) dostaniemy:

Ry + [dB=0
B (1)
Ry, -G, -G, =0

gdzie: G, =pag jest cigzarem czgsci prgta OA, Gy =pbgjest cigzarem czgsci
preta OB.
Z réwnan (1) dla @ = const, p = const i ¢ = const, otrzymamy:

a a 2 . r
Ry, =—de=—(:)2psin(pjldl= @psing (b” -2 ),
-b -b

Ry, =G, +G, =pg(a+b). )

Z réwnania moment6ow sit dzialajacych na pret wyznaczymy kat o jaki odchyli
si¢ pret od osi pionowej.
Elementarny moment sity dB wzglgdem punktu O jest rowny:

dM =h-dB=1cos¢-dB =w?pl?sing cos@-dl.
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Réwnanie momentow wzgledem punktu O jest nastgpujace:
b . a . ;
G, —sine-G, —sing+ IdM=0. (3)
2 F =

Po podstawieniu G,, Gy i dM do (3) dostaniemy:

2 2 &
—p—gzi—sin(p-%sin(p+m2psin(p coscpjl2 dl=0. (4)

b
Catkujac rownanie (4) otrzymamy:

3g(a’-b?)
202(a3+b%)

Cos @ =

Zadanie 9

Jednorodny pret AB o dlugosci L i masie m polaczony jest przegubowo
w punkcie A z poziomym pretem AC o dlugosci a (rys. 9a). Pret AC, ktorego
mas¢ mozna zaniedbaé, polaczony jest na sztywno z pionowym pregtem CD, kto-
ry obraca si¢ ze stala predkoscig katowa . Koniec B prgta AB polaczony
jest z pretem CD za pomocg sprezyny o dlugosci w stanie nie naciagnigtym a
i wspoltczynniku sztywnosci k. Sprezyna dzigki suwakowi D pozostaje zawsze
rownolegla do AC. Jaka powinna by¢ wartos¢ k, by pret AB odchylit si¢
od pionu o kat ¢.

a) b)

a
C
D D k
k,/‘co
% 255
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Rozwigzanie
Na pret dziataja trzy sity (rys. 9b): sila ciezkosci G = m g, sila oddzialy-
wania sprezyny F =k A =kL sin@, sita bezwladno$ci, ktérej elementarna war-

tos§¢ dB=a,  dm=0’rpds = -I]-?- ®? (a+s-sin@)ds. Masa przypadajaca na

jednostke dlugosci preta jest rOwnap = % , a r=a+ssin@. Moment tych sit
wzgledem punktu A jest rowny:
L .
—G—sing—-FL cosop+ Is-coscp dB.
2 B
Po podstawieniu wartosci sit dostaniemy:
L
L 5 m ;
-mg E sing —kL*sing coso + J‘—L—m cos@ (a+s-sin@)sds=0,
0

skad po uporzadkowaniu:

L L
—mg-g-sin(p—kL2 sinQCcos @ + I%wz acosQ s ds+ I%m"- cos@sing s2ds=0.
0 0

Calkujac sktadniki powyzszego wyrazenia otrzymamy:

m12

—mg%sin(p—kL2 sin(pcoscp+m—zL-oo2 a cosQ+ ®?singcosp =0,

a po przeksztalceniach:
L ; 5 s . a L .
—mg;sm(p—kL Sin Q@ COos @+ m® Lcoscp(5+-3~smcp)=0,

skad szukany wspotczynnik sztywnosci:

K= mm?cos@(3a+2Lsing)-3mgsing
31sin2¢ '
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Kabina windy wazaca 9810 N podwieszona na linie stalowe] nabie-
ra predkosci V =120 m/min, na drodze s =20 m.
Obliczy¢ sife w linie, gdy kabina:

a) unosi sig,

b) jest w spoczynku,

c) opada w dot.

Odpowiedz: a) 9910 N, b) 9810 N, ¢) 9710 N.

Zadanie 2. Na koncach regulatora skladajacego si¢ z dwoch niewazkich pre-
tow potaczonych pod katem prostym, zamocowano dwie masy m; i m; (m; >
m). Ramiona regulatora moga si¢ obraca¢ wokdt poziomej osi przechodzace;j
przez punkt O. Wyznaczy¢ predkos¢ katowa @ w ruchu ustalonym, jezeli dla
tej predkosci kat odchylenia ramienia OB wynosi ¢ i OA = OB = L.

2g(m,sin@® —m,cos®

Odpowiedz: ®? =

2.3. Zasada kretu, zasada zachowania kretu

Zadanie 10

Aby okresli¢ moment bezwiladnosci ciala 2 zamocowano je na wale AB
(rys. 10), na ktérym osadzony jest krazek 1 o promieniu r. Na krazek nawinigta
jest ni¢ z przywigzanym do niej cigzarem 3 o masie m. Wyznaczy¢ moment
bezwladnosci ciata J,, jezeli cigzar puszczony z wysokosci h, bez predkosci
poczatkowej przebywa droge h wczasie t. Moment bezwladnosci watu
z krazkiem réwny jest J,. Srodek cigzkosci ciata znajduje sig na osi obrotu.
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1 2
Ay [t ' _ wB
- = - €= — 1 ——3 =
- Y4
77 U \__) m//7/7
3
\[Lm
G |h
H |
|
Rys. 10

Rozwigzanie
Z teorii kretu wiadomo, ze pochodna wektora kretu po czasie rowna jest
sumie wektorOw momentow sit zewnetrznych dziatajacych na dane ciato, stad:

dK -
L=>»M,. 1
- le . (1)
Kret (moment pegdu) catego uktadu wzgledem osi z jest rowny:

Kz = Klz + K2z + K3z > (2)

gdzie: K, — jest krgtem walu i krazka 1, K,,— jest kr¢tem ciala 2, K, — jest

kretem ciezaru 3.
Krety te sa rowne:

K,=J,0, K,,=], 0, K;,=mVr. 3)
W wzorze (3), J, jest szukanym momentem bezwladnosci, V =wr jest predko-

$cig cigzaru 3. Wstawiajac (3) w (2) otrzymamy:

K,=J,0+], oo+rn\/r=JZX+JO—Y—JIrmr2X=(Jz +J, +mr2)X. 4)
r r r r

Moment sit zewne¢trznych wzgledem osi z rowny jest momentowi sily cigzko-
sci G=mg:
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ZMu=M1=Gr=mgr. (5)

i=1

W zaleznosci (4) wielkoscig zalezng od czasu jest tylko predkosé, stad pochod-
na kretu po czasie jest réwna:

d{(]z +7J, +mr2)X]
dKZ

r a
. =(J. +J +mr?)—=const. 6
dt dt U+ )r ©)

W powyzszym wzorze a jest przyspieszeniem ciata 3. Uwzgledniajac wzor (1)
oraz (5) 1 (6) dostaniemy:

J,+J,+m r2)3=mgr.
r

Skad po dwukrotnym scatkowaniu i uwzglednieniu warunkow poczatkowych
(dla t=0, hy =0, V, =0), otrzymamy:

~ mgr?t?
2(J,+J,+mr?)’

skad:

Zadanie 11

Jednorodna tarcza kolowa o masie m; i promieniu r; wiruje dokota pozio-
mej osi z predkoscia katowa @, (rys. 11). W pewnej chwili do tarczy docisnigto
sita F drugg tarcze o poziomej osi obrotu, promieniu r,, masie m, i poczatkowej
predkosci rownej zeru. Wspolczynnik tarcia migdzy plaszczyznami styku tarcz
rowny jest u. Wyznaczy¢ wspdlng predkos¢ katowa o obu tarcz oraz czas t,
po uplywie ktérego obie tarcze zaczna wirowac¢ z predkoscia katowa . Pozo-
state opory ruchu pominag.
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1\ — 2
SEd
O,
Fl1 | LF ]
z
G, G,
Rys. 11
Rozwigzanie

Na uklad skladajacy sie z dwu tarcz dziataja sity ciezkosci G, i G, oraz si-
ly docisku F. Sily cigzkosci i sily docisku sa sitami zewngtrznymi. Moment
tych sit wzgledem osi obrotu tarcz przed i po polaczeniu jest rowny zeru,
w zwiazku z tym zgodnie z zasadg zachowania kretu, kr¢t ukiadu przed i po

polaczeniu tarcz jest taki sam, tj., K, = K,.

2 2
m, 1 m,r
Ll oraz J,=—2%1%,

2

Uwzgledniajac momenty bezwiladnosci tarcz, J, =

otrzymamy:

2 2 2
K =Jo, =g, K,=(,+])o=| "0+ 22 |p
1 1% 2 0 2 1 2 n 2

Przyréwnujac do siebie powyzsze krety, otrzymamy wspdlng predkosé katowa
tarcz:

2 2 2
m, r m 2 m,r
—1Llg, = 1+ +—2% o,
2 2 2

skad, szukana predkos¢ katowa:

m, 1} ©,

® = :
m, 12 + m, r}

Do wyznaczenia czasu potrzebnego do osiagnigcia wspolnej predkosci katowej
o obu tarcz skorzystamy z réwnania dynamicznego ruchu obrotowego.
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Rozpatrujac kazdg tarcz¢ oddzielnie w dowolnym momencie czasu po ich doci-
$nigciu do siebie, otrzymamy nast¢pujace réwnania ruchu:

1,6, =-M,, 1,9, =M,. (D)

z

Minus oznacza, ze moment sit tarcia M, tarczy pierwszej jest przeciwnie skie-
rowany do kierunku obrotéw tej tarczy (zatrzymuje tarczg). Warto$ci momen-
tow sil tarcia oddziatywujacych na jedna i drugg tarcz¢ sa sobie rowne. Wy-
znaczmy moment sit tarcia dzialajacych na kazda z tarcz, jest on okreslony
w nastepujacy sposob (rys. 11):

M, = |rdT.
T

Elementarna sita dT —PﬂdA gdzie sita normalna N=F, nr? jest polem

3
tracych si¢ powierzchni, dA =2 nr-dr jest elementarnym polem tracych si¢

powierzchni.
Moment sit tarcia dziatajacy na catla tarcze jest wowczas rowny:

M, = —TZ‘EI‘Z dr ——pr,F (2)
J

Podstawiajac moment (2) do réwnan (1) otrzymamy:
. 2 v 2
Ji®=-FHnF, I3, g = K 3)
Calkujac po czasie rownania (3) dostaniemy:
: 2 : 2

skad:

" 2urFt C i 2ur,Ft D
0 =0 == il +—, Py =00, = ol +—. (5)
3], J,
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State catkowania C i D wyznaczymy z warunkéw poczatkowych. Dla t = 0 s,
predkos$¢ katowa tarczy pierwszej o, = @,, a tarczy drugiej w, = 0, skad po
wstawieniu warunkéw poczatkowych do réwnan (4) otrzymamy: C=J o,
D=0.

Wspolna predkos¢ katowa obu tarcz ; = @, ustali si¢ po czasie t. Wstawiajac
state catkowania do réwnan (5) i przyréwnujac je stronami otrzymamy:

_2prFt By = 2pr1Ft,
3], 3],

skad po wstawieniu momentow bezwladnosci J; i J, wyznaczymy czas nie-
zbedny do ustalenia si¢ takiej samej predkosci katowej obu tarcz:

2
__ 3mm o,
4puF (mr? + m,rf)

Zadanie 12

Przez zamocowany krazek o promieniu r i masie my (rys. 12) przerzucono
niewazka 1 nierozciagliwa ling. Po linie z lewej strony krazka zaczyna sig
wspina¢ czlowiek o masie m; z predkoscia V. wzgledem liny. Jaka jest pred-
kos¢ katowa o krazka i predkos¢ V, ciala A, jezeli w chwili poczatkowej ukiad
byt nieruchomy. Cialo A posiada taka sama mase jak cztowiek.

cziowiek

Rys. 12
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Rozwigzanie
Z zasady kretu mamy:

X :Mx,
dt

gdzie: o$ x jest prostopadia do ptaszczyzny rysunku i przechodzi przez punkt
0.

Na uklad dzialaja nastepujace sity: sila cigzkosci G, = mg cziowieka i ciala A,
sita cigzkosci krazka Gy i reakcja osi krazka R.

Moment sit zewnetrznych wzgledem osi x przechodzqcej przez punkt O i pro-
stopadtej do powierzchni rysunku jest rowny:

M, =G, r-G,r=0.

Z zasady zachowania kre¢tu wynika, ze jezeli My = 0 to K = const. W chwili
poczatkowej kret K = 0, gdyz krazek nie wykonuje zadnego ruchu. Poniewaz
K = const i w chwili poczatkowej K, = 0, to w dowolnej chwili czasu K, = 0.
Kret calego ukladu jest rowny:

K, =K, +K,, +K

3x 2

gdzie: K, — jest krgtem ciata A, K,, — jest kretem czlowieka, K, — jest kre-
tem krazka.
Krety te sa okreslone w nastgpujacy sposob:

Ky=m,V,r=m_  or?,

Kyy=m,V,r=m_ (V,-V)r=m_ (or’-V,r),

K3x=Jxm= 2

gdzie: Vy= (Va - V.) jest predkoscia bezwzgledng cziowieka, Vo = @r jest
predkos$cig z jaka porusza si¢ lina wraz z cigzarem A, V. jest predkoscia czio-
2

wieka wzgledem liny, J = jest momentem bezwladnosci krazka.

Kret catego uktadu wéwcezas bedzie réwny:



90 2. Ruch obrotowy

2
mr
K, =m 0r?+m_ (or*-V,r)+ —o=0,
)

skad po uporzadkowaniu dostaniemy wzér na predkos¢ katowa:

. 2m.V,
r(4m_+m) ’

i predkos¢ ciala A:

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Na walec o promieniu r i masie m; nawinigta jest ni¢, do konca
ktorej podwieszono mas¢ m,. Na walec dziata znany moment M. Oblicz przy-
$pieszenie a podnoszonej masy m;.

Wskazowka: zastosowaé zasadg kretu, uwzglednia-
jac, ze kret uktadu jest suma kr¢tu masy walca m, i
masy m.

2(M-m,gr)

(ml +2m, )r

Odpowiedz: a =

m,

Zadanie 2. Do stojacego na podlodze prostopadioscianu o masie m, zostal
przyczepiony sznur, przerzucony przez krazek staly. Do drugiego korica sznura
zostala przymocowana szalka, na ktérag z wysokosci h spada cialo o masie
mp<m;. Oblicz na jaka wysoko$¢ x zostanie poderwany prostopadloscian. Masy
krazka i szalki w obliczeniach pomina¢. Przyjaé, ze po uderzeniu ciato o masie
m, nie odrywa si¢ od szalki i sznur jest stale napigty.
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Wskazéwka: zastosowa¢ zasad¢ zachowania kretu,
a nastgpnie zasad¢ zachowania energii mechaniczne;.
. 2 h
Odpowiedz: x = M
m{ —m}

PP Er 77 e”

2.4. Zasada rownowaznosci energii kinetycznej i pracy

Zadanie 13

Pret o dlugosci 2a i masie m moze obracac si¢ w plaszczyznie pionowej
dokota osi poziomej O przechodzacej przez koniec prgta i prostopadtej do nie-
go (rys. 13). Wyznaczyé predkos¢ katowa preta jako funkcje jego kata obrotu,
jezeli pret zostat puszczony bez predkosci poczatkowej z polozenia poziomego.

Rys. 13

Rozwigzanie

Do rozwiazania zadania wykorzystamy zasad¢ rownowaznosci energii ki-
netycznej i pracy (twierdzenie o energii kinetycznej), ktéra méwi, ze przyrost
energii kinetyczne] punktu materialnego, w skonczonym przedziale czasu,
réwny jest sumie prac, ktére wykonaly w tym czasie wszystkie sily czynne
dzialajace na ten punkt. Z powyzszego wynika:

E,, -E,, =L, (1)
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gdzie: E, , E, — energia kinetyczna w chwili czasu t; i t;, L — praca wykonana
w tym czasie przez sily dzialajace na punkt.
Energia kinetyczna preta na poczatku ruchu jest rowna E, =0, a w dowolnej

chwili czasu jest okreslona:

gdzie masowy moment bezwladnos$ci wzgledem osi O:

m(2a)? 4ma?
=373

2ma? @?
R @)

Na pret dziatajgq dwie sity: reakcja przegubu oraz sita cigzkosci G = m g. Praca
reakcji przegubu jest rowna zeru, natomiast praca wykonana przez sil¢ cigzko-
sci:

L=mga sino, (3)

skad po wstawieniu energii i pracy do réwnania (1), otrzymamy:

2ma? o? . : , 3g .
——————=mgasing i ©? ===singQ.
3 2a

Gdy pret zajmie potozenie pionowe (¢ = 90°), predkosé katowa bedzie rowna:

®? = 3_g
2a
Zadanie 14

Na wat o masie m,, = 8 ton i srednicy r = 20 cm nasadzono kolo zama-
chowe o0 masie my = 25 ton 1 promieniu bezwladnosci wzgledem osi obrotu
ix=0,6 m (rys. 14). Na skutek tarcia w tozyskach, predkos¢ katowa watu
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zkolem zamachowym zmniejsza si¢. Wspolczynnik tarcia kinetycznego
w fozyskach p = 0,05, a wal wraz z kolem zamachowym w chwili poczatkowe;j
wykonuje n = 120 obr/min. Ile obrotéw wykona wat z kolem zamachowym do
chwili zatrzymania sig?

p) mo|m, e
S 1 o s e ereoneriymeena -
Ty p—
Rys. 14

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia o energii kinetycznej:

Ek2 —Ek] =L,

gdzie: E, ,E, — energia kinetyczna na koncu i na poczatku ruchu, L — praca
wykonana przez wszystkie sily zewngtrzne w przedziale czasu zmiany energii
E, do E, .

W rozpatrywanym przypadku E, =0, natomiast:

gdzie: predkos¢ katowa: @ = mn/30, a moment bezwladnosci watu oraz kota
zamachowego jest rowny:

2
m,, I :
I =1, +J;= ‘; +m,i2.

Do watu przytozone sa nastgpujace sily: sita cigzkosci watu i kota zamachowe-
go G = (m, + my) g, sita normalna N i sila tarcia T. Z rysunku 14 wynika, ze
N = G. Moment wzglgdem osi obrotu walu posiada tylko sita tarcia T i jest
on réwny:
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M, =Tr=pNr=pGr=p(m, +my)rg.
Pracg sily tarcia (zawsze ujemna) okreslimy:
L=-M, ¢=—p(m, +m)rgo,

gdzie: ¢ — kat obrotu watu i kota zamachowego.
Podstawiajac wyznaczone wielkosci do pierwszego réwnania dostaniemy:

m,, r2 ., [ ®n ?
—E— tm i2 || —
2 30

2

m, r? 2
Wr_+m i2 H
k “x
2 30

2”’(mw + mk)rg

= “p'(mw + mk)rg(p ’

skad:

(p:

Podstawiajac dane otrzymamy:
¢ =22,637n?rad =12796,96°,
lub 1lo$¢ obrotow:

. 22,63%°

i =35,55 obr.

2n

Zadanie 15
Silnik elektryczny napgdza wat 2 za pomoca przekiadni pasowej (rys. 15).
Do wirnika silnika elektrycznego przylozony jest moment obrotowy M, . Mo-

menty bezwladno$ci wirnika silnika elektrycznego oraz walu napgdzanego
wraz z nasadzonymi nan kotami pasowymi, wzgledem ich osi obrotu, wynosza
odpowiednio J; i J,. Promien kota pasowego na wirniku silnika elektrycznego
réwny jest r;, na wale napedzanym r,. Masa pasa réwna jest m. Pomijajac tarcie
w tozyskach obliczy¢ przyspieszenie katowe wirnika silnika elektrycznego.
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Rozwigzanie
Do rozwigzania zadania wykorzystamy twierdzenie o energii kinetyczne;j.
Calkowita energia kinetyczna ukfadu jest suma energii kinetycznej: E, — wir-

nika silnika elektrycznego z kolem pasowym 1, E, — walu napedzanego
z kolem pasowym 2, E, - pasa.
Energia kinetyczna pasa (pr¢dkos¢ pasa V) jest rowna:

_mVy mofr? _ m@r

k, — - ’

E s . 2

a energia kinetyczna wirnika silnika elektrycznego z kolem pasowym 1 i watu
napedzanego z kotem pasowym 2:

g, =0 E, =229
T2 2772

Oznaczmy stosunek predkosci katowych kota 2 do 1, k =9—3—=$2- (jest to
o @

przetozenie przekladni). Wéwczas ¢, =k¢,1 catkowita energia potencjalna
bedzie rowna:

nd 2 (n2 2 4
Ek =Ekp +Ekl +Ek2 =J12(Pl +J2k2 P +mr12(P% =%(J1+k2J2+mr,2)('p]2,

gdzie: J =J,+k%], +mr? nazwiemy zredukowanym momentem bezwiadno-
$ci do osi O, silnika elektrycznego.
Pracg¢ wykonuje tylko moment obrotowy M, i jest ona réwna:
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L=M, o,

gdzie: @, — kat obrotu wirnika silnika elektrycznego z kolem pasowym 1.
Z twierdzenia o rownowaznosci energii kinetycznej i pracy dostaniemy:

|
Ek“EkozL, EJH(PIZ_EkO:MZ(Pl’

gdzie: energia kinetyczna na poczatku ruchu E, =0.

Rézniczkujac powyzsze rOwnanie otrzymamy:
1 I .
'2‘Jn2(91 ¢ =M,

skad po podzieleniu przez ¢, i uporzadkowaniu dostaniemy szukane przyspie-
szenie katowe:

MZ MZ
]

= L +k, +mi

r

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Dwa walce osadzone na wspdlnej osi, posiadaja znany moment
bezwladnosci J, wzgledem osi obrotu z, prostopadlej do plaszczyzny rysunku.
Na walce o promieniach r, i r, nawinigte sa liny obcigzone na konicach masami
m; 1 my. W chwili poczatkowe] masy sa na wspolnym poziomie (prosta 1) i
znajduja si¢ w spoczynku. Po pewnym czasie masa m, obnizyla si¢ 0 s;, a m,
podniosta o s,. Wyznaczy¢ predkosé katowg walcow.

2z,g(m; —m, 1, /1))

Odpowiedz: ® =
m rf+m,rf+J,
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Zadanie 2. Masa m = 10 kg podnoszona jest za pomoca kotowrotu. Na koncu
korby kotowrotu dziata stala sita nacisku F = 80 N prostopadta do korby. Masa
kota wynosi m;= 20 kg, promien r = 0,15 m, a masa korby m,= 5 kg i dlugo$é
L = 0,3 m. Obliczy¢ jaka predkos¢ bedzie miat punkt przylozenia sily F, jezeli
masa m zostala uniesiona na wysoko$¢ h= 1,8 m.

12FLh
3r'(2m+m;)+2m, [?r

Odpowiedz: V=L \/

mz,
V=93m/s

2.5. Reakcje dynamiczne lozysk

Zadanie 16
Na wal nasadzono trzy kota o masach m; = 200 kg, m, = 250 kg i m; =

300 kg. Dwa z nich osadzono na wale mimosrodowo (rys. 16) w ten sposéb, ze
ich srodki mas sa przesunigte o e; = 1 mm i e, = 1 mm, a plaszczyzny przepro-
wadzone przez o$ wirnika i kazdy ze $rodkéw mas tworza kat prosty. Srodek
masy trzeciego kola jest przesuniety o wartosé¢ e; = 0,5 mm od osi obrotu i lezy
w plaszczyznie srodka masy pierwszego kota. Wyznaczy¢ reakcje dzialajace na
lozyska walu, jezeli obroty watu sg state i wynosza n = 2700 obr/min, a odle-
glosci pomigdzy §rodkami mas i lozyskami odpowiednio sa réwne: a = 0,3 m,
b=0,4 m, c=0,25 mid=0,5 m. Mas¢ walu pomina¢.

X
B
th 3
R,
A / B
il ‘e, e, 7
e D L s ="
! m
r'4 : m, /
RAx B, y RB"
R
a . b | C | d
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Rozwiazanie
Na wat dzialaja odsrodkowe sily bezwladnosci:

- 2 - 2 - 2
B, =m, o’e,, B, =m, 0*e,, B; =m; 0*e;,

mn
dzie: ® = —.
g 30

Zgodnie z zasada d'Alemberta ulozymy cztery réwnania: dwa sumy rzutéw sit
na osie x i y, oraz dwa réwnania momentéw wzgledem osi x 1 y (sity wzdtuz

osi z i momenty wzgledem tej osi s rowne zero):
ZPix =—Ry+B; —Rp, =0,
D> B, =-R, +B, -B;+Ry, =0,
D M, =-R,, (a+b)+B, b+B; c-Ry, (c+d) =0,

ZMiy =R, (a+b)-Ry (c+d)=0,

skad po przeksztalceniach otrzymamy:

B, (c+d) B, (a+b)
R, =—2——, RBy S B adiihac SN
a+b+c+d a+b+c+d
RAy= Rg, = )
a+b+c+d a+b+c+d

Podstawiajac wzory na sity bezwladno$ci dostaniemy:

_m2n?[mye;d-mye (b+c+d)]

Ax 302 (a+b+c+d) ’
R _n?n? [m, e, a—m, e, (a+b+c+d)]
B 302 (a+b+c+d) ’
_m, n?n’e, (c+d) _m,n?n’e, (a+b)
A 302 (a+b+c+d) ¥ 302 (a+b+c+d)

skad po wstawieniu danych otrzymamy:
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Rax =—8545,7 N, Rpx =—4548,5 N,
Ray=10337,5N, Rgy = 9648,4 N.
Zadanie 17

Koto zamachowe o masie m = 18 kg i promieniu r = 0,15 m jest osadzone
w srodku poziomego watu. W wyniku bledéw montazowych koto tworzy z osig

obrotu kat a=1°. Kolo obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o
(n= 3000 obr/min). Odleglos¢ migdzy lozyskami wynosi a = 0,5 m. Wyzna-
czy¢ reakcje dynamiczne tozysk.

dB =o' pdm

dB,=u)2ydm['
yi 9V 4B = o% xdm

; A
|
- e By 4 >
& )é X
R.,

Rys. 17

>

Rozwigzanie

Przyjmijmy, staly uklad wspoétrzednych xyz i obracajacy si¢ razem z ko-
tem uktad wspotrzednych Ené, tak jak na rys. 17.
Na wirnik dziafaja nastgpujace sily: sita reakcji tozyska A, Ra (Rax, Ray), sita
reakcji tozyska B, Rg (Rgx, Ray), oraz sita bezwladnosci kota zamachowego B.
Elementarna sila bezwladnosci kola zamachowego (sita odsrodkowa)
dB =®? pdm, ktérej sktadowe wzdhuz osi x i y sa réwne: dB_=®? x dm,
dB, =@? ydm.

Poniewaz kolo zamachowe obraca si¢ ze stalg predkoscig katowa ® i Srodek
masy kota lezy na osi obrotu, to rownania rownowagi, napisane zgodnie z za-
sada d’Alemberta, opisujace rzuty sit reakcji i bezwiadnosci oraz réwnania
momentow tychze sit wzgledem osi x i y sa nastepujace:

Y P =Ry, +Ry +0? [ xdm =0, (1)

m
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3B, =RAy+RBy+w2Iyd1n=0, )
3'M, =-R,, a+Rp, a+o? j(—z)ydm= R,, a+Ry, a-? J'y zdm=0, (3)

Y M, =Ry, a-Rp a-0? [(-z) xdm =R, a-Rp a+0? [xzdm=0. (4)

m

W réwnaniach (1) 1 (2) wystepuja momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn yOz
i xOz opisane catkami S, = Ix dm 1 S, = Iydm , ktorych wartosci

sa rowne zero, gdyz $rodek masy lezy na osi obrotu z.
W réwnaniach (3) i (4) wystepuja catki: J , = Iy zdm i J, = J.x zdm,

ktoére sa momentami dewiacji, odpowiednio wzgledem osi yz i xz.
Majac na uwadze powyzsze, z rownan (1) — (4) otrzymamy:

Rux +Rpgy =0, (5)
R, +Rp, =0, (6)
-R, a+Rp a-0?J, =0, (7
R, a-Rp a+w?l] =0. (8)

Wyznaczajac sily reakcji z (5) — (8) i podstawiajac wzor na predkosé katowa

®= % , reakcje beda rowne:

J n2n?]
R, =-R, =-m? X% =_ xz 9
Ax Bx 2a 1800 a ©)
Ry, =R,y <o? 2 F 0L (10)
By = Ay T S T 800

Z (9) i (10) wynika, ze Rax = —Rpx 1 Ray = —Rpy, tj., sily reakeji tozysk tworza
pary sit.

W zaleznosciach (9) i (10) wystepuja nieznane momenty dewiacji Jy, i Jy,.
Aby wyznaczyé momenty dewiacji zauwazmy, ze osie ruchomego ukladu
wspotrzednych &€ng sg gldwnymi osiami bezwladnosci osadzonego kota
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zamachowego (J;, =J,. =J_, =0). Dlatego moment dewiacji J,= 0, gdyz o$

Ox pokrywa sie z gtéwna osig OE, stad na podstawie (9), Rax = Rpy = 0.
Moment dewiacji J,, wyznaczymy z zaleznosci wynikajacej z geometrii mas:

1 ;
Jyz ZE(J‘; —Jn)sm2a—Jm cos 20,

gdzie: J.,= 0, gdyz osie ukladu wspdtrzgdnych Eng, tak zatozyliSmy, sa gtow-

m r? m r? :
; B B 7 sa momentami bezwiadno-

nymi osiami bezwladnosci; J = .

$ci wzgledem osi € i m; stad:

m r?

sin 2a. .

Podstawiajac Jy, w (10) dostaniemy:

2 2 2 . 2. 2,1 . ,]52
R, =_RAy=1: n‘mr sm2a=ﬁ 30004 -18-0

Y 14400 a 14400-0,5

sin1° =174,37N.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Dwuwymiarowa ptyta kwadratowa BDEF o boku | = 0,5 m i masie
2m = 5 kg jest przytwierdzona do walu AB. Plyta ta lezy w plaszczyznie xz.
W plaszczyznie prostopadiej yz znajduje si¢ druga trdjkatna ptyta BFH o masie
m, rowniez zamocowana sztywno do watu AB. Obliczy¢ reakcje dynamiczne
w fozyskach A i B przy stalej predkosci katowej uktadu plyt © = 3057

Odpowiedz: x :il, Yo =%l, Zeo =%l,

xc=0,Im, yc=0,1m, z=0,13m

5mlw? 3mlo?

R, = 2 s Ryy = . , R,,=3mg,
- 2 2

R, =5mla) R, :3ml(o ’

X 24 g 24
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Rax=703,12 N, Ray=1171,87 N,
Ra=73,57TN

Rpx= 234,37 N, Rgy= 390,62 N

Zadanie 2. Dwa prety DE i EF o masie m = 2 kg, i dtugosci 1 =0,4 m kazdy,
polaczone ze soba pod katem prostym, zostaly zamocowane na wale AB (ry-
sunek ponizej). Watl obraca si¢ z predkoscia katowa o = 30 s i przy$piesze-
niem katowym € = 2 s™. Kat o pochylenia preta DE réwny jest 30°. Punkt D
znajduje si¢ w odlegtosci b=0,3m i ¢ = 0,7 m od podpér. Sit¢ cigzkosci
w rownaniach pominaé. Wyznaczy¢ reakcje dynamiczne w lozyskach A i B.

F
m,lﬂz

E
Re, a . D o Ry A
== . = Q_Lj:
RexV c b Ra
X

Odpowiedz: Wspotrzgdne srodka masy C: x. = i— (3sina+cosa)=0,24m,

N

yc=0,2c=0
M dewiacii: ~ml* " _
omenty dewiacji: J, —-—E—sta—O,BS kgm?, J, =0

Reakcje dynamiczne:

_ mlo?
AT (b+e)
_ mle
Y2 (b+e)

[b (3sina+cosa)+1sin2a], R,, =380,24 N

[c(3sina+cosa)+lsin2a], R, =16N,
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m | »? : "
Rp = [c(B3sina+cosa)—1sin2a], Rg, =47153N,
2(b+c¢)
mle

" 2(b+c)

By [b(3sina+cosa)—1Isin2a], Ry =0,29N

Zadanie 3. Jednorodny cienki pret obraca si¢ ze stala predkoscig katowa o.
Dlugos¢ preta wynosi a, masa réwna jest m. Pret zamocowany jest w polowie
wysokosci h pionowego niewazkiego watka AB i lezy w ptaszczyznie xy. Wy-
znaczy¢ reakcje dynamiczne w fozyskach A i B.

Az ma
L Odpowiedz: R,, =———(2 g+h ©?),

i 3ma ma

! = 2g+ha?), Ry =——(2g-ho?),
: Ay 161’1( g ) Bx ]6h(g (D)

_3ma

" 16h (2g-ho?), Ry, =mg

3. Ruch plaski

3.1. Rownania dynamiczne ruchu plaskiego

Zadanie 18

Jednorodny walec o masie m i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po réwni
pochylej o kacie pochylenia o (rys. 18). Wspdlczynnik tarcia statycznego po-
miedzy rownig a walcem réwny jest p. ZnaleZzé przyspieszenie srodka masy
walca oraz kat pochylenia rowni, przy ktérym wystapi poslizg walca.

Rozwigzanie
Ruch walca odbywa si¢ pod dziataniem trzech sit: sily cigzkosci G, sity normalnej
N oraz sity tarcia T. Osie ukladu wspétrzednych skierujemy tak, jak na rys. 18.
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O$ z nieruchomego ukladu wspdtrzednych przechodzi przez punkt O, zas os ¢
uktadu wspdlrzednych porusza si¢ razem z walcem 1 przechodzi przez srodek
walca C. Obie osie sa prostopadle do plaszczyzny rysunku (niewidoczne
na rysunku) i zwroty ich sg skierowane na nas.

777777777 N X
Rys. 18

Roéwnania dynamiczne (rézniczkowe) ruchu maja nastgpujaca postac:

mic:ZPm:Gsina—T, (1
1=1

myc=ZPiy=N—G cosa, (2)
i=1

J.§=D) M =-Tr. (3)
i=1

Roéwnania dynamiczne (1) i (2) sa réwnaniami rézniczkowymi ruchu srodka
masy C walca w ruchu postgpowym. Rownanie dynamiczne (3) jest rownaniem
rézniczkowym ruchu obrotowego walca wzgledem $rodka masy C. Znak minus
przy T r wynika z zwrotu wektora momentu T r (reguta prawej dloni), ktory

jest przeciwny do zwrotu osi C,
Poniewaz, y.=r = const, to ¥y, =0 1z rdwnania (2), otrzymamy:

N-Gcosa =0, N=Gcosa=mgcosa. (4)

Dwa réwnania rézniczkowe ruchu (1) i (3) zawieraja trzy niewiadome:
X., T, ®. Aby okresli¢ te trzy niewiadome nalezy ulozy¢ jeszcze jedno

c?
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réwnanie. Walec toczy si¢ bez poslizgu, wigc chwilowym $rodkiem obrotu jest
punkt A, skad:

X, =V, =or.

Poniewaz walec obraca si¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (zwrot wekto-
ra predkosci katowej o, okreslony regula Sruby prawoskretnej jest przeciwny
niz zwrot osi z), to ¢ = —®, skad pochodna x_ po czasie jest rowna:

2
" mr

Podstawiajac @ =—-— oraz wzor na moment bezwiadnodci walca J_ =
T ‘

w rownanie (3) dostaniemy:

2 i Ty .e
— (—x—°]=-—Tr, lub mx":’f.
2 r

Réwnanie (1) wraz z powyzszym réwnaniem tworzy uklad rownan:

mX,=Gsina-T,

mxc:T,

2
skad:

3m &

mx°=Gsina,
a po przeksztalceniu:

. 2G 2mg . :

X, =—sina = sina.=—gsina ,

3m m

T=m—°=§mgsina. (5)
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Dla okreslenia kata pochylenia réwni, przy ktérym wystapi poslizg walca wy-
korzystamy znana zalezno$¢ ze statyki, okreslajacq warunek nie wystepowania
poslizgu walca:

T<T,, =pN.

Podstawiajac wyznaczone wielkosci N i T okreslone wzorami (4) i (5), dosta-
niemy:

%mgsinaSpmgcosu (6)

skad: tgae =3 u. Dla a <arctg 3 p — nie wystapi poslizg, a dla a)arctg3 p —
wystapi poslizg walca.

Zadanie 19

Jednorodny cienki pret AB o diugosci L i masie m umocowany jest kon-
cem B (rys. 19) do pionowej nici BD, a konicem A opiera si¢ o gtadka pozioma
plaszczyzng, tworzac z nia kat ¢,= 45°. W pewnej chwili ni¢ BD zostaje prze-
rwana ipret rozpoczyna ruch. Znalezé reakcje ptaszczyzny w punkcie A
w chwili poczatkowej ruchu.

D by m
by,n AB
C/ c 5
N P = Q,
@, -
A A - 8 g
SIS S S S 6///////// *X
Rys. 19

Rozwigzanie

Oswobodzony od nici pret bedzie poruszat si¢ pod dziataniem dwodch sit
zewngtrznych: sily cigzkosci G i reakcji ptaszczyzny N. Poniewaz sily G i N
sa pionowe i pret w chwili poczatkowej nie byt w ruchu to srodek cigzkosci C
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bedzie poruszal si¢ po linii pionowej, wzdtuz osi Oy. Osie ukladéw wspdirzed-
nych przyjeto tak, jak w poprzednim zadaniu.

Réwnania dynamiczne (rézniczkowe) ruchu plaskiego w plaszczyznie xOy
sa nastepujace:

m ic =Zpix =V, (1)
i=1
my,=» P =N-G, 2)
i=l1
L L
I §.=> M, =-N > COS P (3)

Roéwnanie (1) potwierdza, ze Srodek masy C porusza si¢ pionowo (wzdhuz
osi x nie dzialaja sity i predkos¢ poczatkowa byla réwna zero). W réwnaniach
(2) 1(3) mamy trzy niewiadome y_., ®,, N. Aby je okresli¢ musimy ulozy¢
dodatkowe rownanie, ktore bedzie wyrazalo ograniczenie natozone na pret
przez wigzy — pozioma plaszczyzng.

Poniewaz koniec prgta A porusza si¢ po plaszczyznie poziomej, to:

=L sin
yC 2 (PC >
skad pochodne:
y —Ecb CcoS
c 2 Cc (pc 2
. _Log. .y s
Ye :E(q)c COS Q. _(P{z: Sm(pc)‘

Podstawmy w rownanie (2) przyspieszeniey , a w rownanie (3) moment bez-
2
m;, wzgledem osi £ przechodzacej przez srodek masy

wiadnosci preta J. =

C, wowczas otrzymamy:

m—Izi(if)c cosp, —92sing,)=N-G, (4)
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L2 .
ml2 ¢, =—N%coscpc lub mTL(pc =-Ncosg, . (5)

Aby wyrugowaé¢ z powyzszych rownaf ¢, i okresli¢ N, pomnozymy réwnanie
(5) przez (-3 cos @ ) i dodamy je do rownania (4). Wowczas:
_mTL ¢2sing, =N-G+3Ncos?g,,
skad:
- %L (10?: Sil'l(pc

_ m(zg_L(P?. Sin(pc)
1+3cos? o, 2(1+3cos? ¢,)

W chwili poczatkowej t = 0, ¢, =0 =45° oraz o, =¢, =0, stad reakcja
podtoza:

2mg 2
0 = =—mg.
2+6c¢c0s?45° 5

Zadanie 20

Na koncu nierozciagliwej i niewazkiej liny zawieszono cialo 1 o masie m,
(rys. 20). Ling przerzucono przez krazek staly 2 o promieniu r, i masie m; oraz
krazek ruchomy 3 o promieniu r; i masie m;. Drugi koniec liny unieruchomio-
no, jak na rysunku. Wyznaczy¢ przyspieszenie a,, z ktérym opada w dét ciato
zawieszone na koncu liny. Krazki przyja¢ jako cienkie jednorodne tarcze koto-
we. Sity tarcia w krazkach pominaé. Migdzy ling a krazkami nie ma poslizgow.

Rozwigzanie

Poruszajacy si¢ ukltad skiada si¢ z ciala 1 o masie m;, poruszajacego sig
ruchem postgpowym, z krazka 2 poruszajgcego si¢ ruchem obrotowym oraz
krazka 3 poruszajacego si¢ ruchem ptaskim. Na rysunku 20b oddzielono my-
slowo od siebie ciata zastgpujac linkg odpowiednimi sitami reakcji.
Roéwnania dynamiczne (rézniczkowe) ruchu poszczegoélnych ciat sa nastgpujace;
— ciala 1 o masie m;, opadajacego ruchem post¢gpowym:

m, X,=m,a=m, g-S,, (1)
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Rys. 20

Rozwigzanie

Poruszajacy si¢ uklad sklada si¢ z ciata 1 o masie m,, poruszajacego si¢
ruchem postgpowym, z krazka 2 poruszajacego si¢ ruchem obrotowym oraz
krazka 3 poruszajacego si¢ ruchem plaskim. Na rysunku 20b oddzielono my-
slowo od siebie ciata zastgpujac linkg odpowiednimi sitami reakcji.
Réwnania dynamiczne (rézniczkowe) ruchu poszczegdlnych ciat sa nastgpujace;
—ciala 1 o masie m;, opadajacego ruchem postgpowym:

m, X, =m,a=m, g-S,, (1)

— krazka statego 2 o masie m, i momencie bezwladnosci wzgledem stalej osi

obrotu prostopadtej do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez Srodek ma-
m, rf : :
syCy Je, = . poruszajacego si¢ ruchem obrotowym:

Je, 0, =Jc, &, =5,1-5, 1, (2)

— krazka ruchomego 3 o masie m; i momencie bezwladnosci wzgledem rucho-

mej osi obrotu prostopadlej do plaszczyzny rysunku przechodzacej przez sro-
2
dek masy C; J c, = m;g , poruszajacego si¢ ruchem ptaskim;
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m,; X; =m; a;=S,+S;-m; g, (3)

Jo, @3=Jc, &, =8, 5-8; 13. 4)

W powyzszych czterech réwnaniach wystgpuje siedem niewiadomych a,, as, €,
€, S1, S; 1 S;. Brakujace trzy rownania znajdziemy ze zwiazkéw kinematycz-
nych.

Pomiedzy przyspieszeniem ciatla 1 i1 przyspieszeniem katowym krazka 2 za-
chodzi nastgpujaca zaleznos¢:

a, =€ I, skad €, =a—1. (5)

L
Predkosci punktéw D i E krazkéw 2 i 3 sg sobie rowne V, = V.. Predkos¢
punktu D w ruchu obrotowym krazka 2 jest rowna V = o, r,. Pr¢dkos¢ punk-
tu E w ruchu plaskim krazka 3 jest rowna Vg = V¢ +a; 13, tj.,, sumie wekto-

rowej predkosci Vs z jaka si¢ porusza srodek masy Cs i predkosci o, r; punk-
tu E w ruchu obrotowym krazka 3 wzglgdem tegoz srodka masy Cs, stad:

Chwilowym srodkiem obrotu krazka 3 jest punkt F. Z kinematyki wiadomo,
ze predkos¢ tego punktu jest rowna zeru, stad podobnie jak wyzej mamy:

Ve, —0;13=0. (7)

Aby otrzyma¢ brakujace trzy réwnania, rézniczkujemy zaleznosci (5), (6) 1 (7)
wzgledem czasu t, i biorac pod uwage, ze:

dVv, do, : dw,
—iT a3 , - 82 1 Sem—— 83 3
dt dt dt
dostaniemy:
€, 1, =a;+8&; Iy, a;—€;1,=0. (8)

Skad po uwzgl¢dnieniu zalezno$¢ (5) znajdujemy:
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1

a,=—g, I, =—a,, 9

s = By 9

L . B (10)
I; 2n

Po podstawieniu zaleznosci (5), (9) i (10) do réwnan (1) — (4) otrzymamy:

m a, =m g-S,, (11)

T4 _g, -8, (12)
2

mf‘za‘ =S,+S;,-m, g, (13)

ms; a,

M _g _s,. 14
4 2 3 ( )

Z powyzszych réwnan znajdujemy szukane przyspieszenie ciala 1:

i, =%, = g(8m —4m;)

(15)

8§m,+4m,+3m,

Calkujac po czasie zalezno$¢ (15) mozemy obliczy¢ w dowolnej chwili czasu
predkos¢ 1 wspdtrzedng polozenia masy m;.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Cialo 1 o masie m; = 2m opada zawieszone na niewazkiej i nieroz-
ciagliwej lince przewieszonej przez bloczek 2 i nawinigtej na walec 3 o promie-
niu r. Na walcu osadzone jest kolo 4 o promieniu R, toczace si¢ bez poslizgu po
poziomym torze. Wspdtczynnik tarcia tocznego wynosi f. Wspdlna masa walca 3
i kofa 4 rowna jest mp = 5Sm, a promien bezwtadnosci wzglgdem poziomej osi O
— ip m. Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe € i liniowe ag srodka masy walca 3
wraz z kotem 4 oraz liniowe a, ciala 1, a takze napigcie w lince S.

2

1 . gf
& Odpowiedz: € = —, ao =¢tR,
| rR-i}

N _gf(R+1)

a, =e(R+r1), S=2m|g
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Zadanie 2. Na walec 0 masie m i promieniu r, nawinigto linke, ktorej koniec
przymocowano do punktu A. Walec zaczyna opada¢ bez predkosci poczatko-
wej, odwijajac sig z linki. Obliczy¢ przyspieszenie katowe &, liniowe ag punktu
O, predkosé Vo osi walca w chwili, gdy o$ obnizyla si¢ 0 wysokos$¢ h. Ponadto
wyznaczy¢ wartosci sity w lince. W chwili poczatkowej czgs¢ linki nie nawi-
ni¢ta na walec miata kierunek pionowy.

Zadanie 3. Koto 1 o masie m toczy si¢ bez poslizgu po chropowatej rowni
pochytej o kacie pochylenia o i wspodlczynniku tarcia statycznego p, promien
kota réwny jest r, a wspoOfczynnik tarcia tocznego wynosi f. Do kota 3 przyto-
zony jest staly moment M. Do s$rodka kota 2 przymocowane jest ciato 5 o ma-
sie m. Napisa¢ rownania dynamiczne ruchu i zaleznosci kinematyczne migdzy
przyspieszeniami liniowymi i katowymi. Okresli¢ przyspieszenie katowe kota
1,213.

Odpowiedz: €, = 2gcosa( -f),
2gcosa

g, =——(n-1),

2 312 (n-1)
cosa

€3 = g (n—-1)
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3.2. Zasada pedu i kretu

Zadanie 21. Dwa walce o masach m;, m; i promieniach r,, r; tocza si¢ w
gorg rowni pochylej o kacie pochylenia o (rys. 21a). Do walca 2 przytozony
jest staly moment sit M. Wspdlczynnik tarcia $lizgowego pomi¢dzy réwniami
i walcami rowny jest p, a tarcia tocznego f; i1 f,. Napisa¢ réwnania dynamiczne
ruchu kazdego walca. Walce toczg si¢ bez poslizgu.

e

a)

e i

TTTT77777
Rys. 21
Rozwigzanie

Do ulozenia dynamicznych réwnan ruchu wykorzystamy zasadg pedu
1 kretu:

dp. dK.
dtc =2.Fe dtC =2 M (M

gdzie: pc, K¢ — wektor pedu i kretu walca, wzgledem srodka masy C, Fic, Mic
— wektory sily i momentu sity wzgledem $rodka masy C walca.

W pierwszej kolejnosci, dla kazdego walca (rys. 21b), zapiszemy rzuty wekto-
row pedu pc na osie x i y oraz wektor kretu K¢, jako kret wzgledem osi
z prostopadtej do rysunku:

m, VxC, = Pix s m, \{yC1 =Piy> Klz = —le W, (2)

m, ch2 =Pax> m, Vyc2 =Pay> K,, =1, o,. (3)
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Znak minus w K,, i Kj, oznacza, ze predkosci katowe (obrét walca)
sa przeciwnie skierowane do obrotu wskazéwek zegara (wektory K, i Ky,
maja zwroty przeciwne do zwrotu osi z — reguta prawej dloni).

Pochodne po czasie z (2) 1 (3) sa réwne:

— dla pierwszego walca :

dp,, dvxC1 -- dply dVyC1 s
=m =m, X, , =m, —=m s
dt ' dt Fo dt ' dt e
dK, do o
z2=-] —L=-] ; 4
dt lz dt 1z P ( )
— dla drugiego walca:
dp,, dec2 .. dp,, dV, ..
—=1m =m, X N =1m =m .
dt 7 dt 276 dt ? dt 2 Je,
dK, do 5
zZ =], —2=-] . 5
dt 22 g 22 92 (5)
W (4) i (5), X¢, 5w ¥, — przyspieszenia liniowe srodkéw mas C; i C; wzdiuz

odpowiednich osi, ¢,, ¢,— przyspieszenia katowe walcéw, J,,, J,,— momen-
ty bezwladnosci wzgledem osi z przechodzacej przez srodek masy walca. Przy-
spieszenia ¥ ,¥c, sa réwne zero, poniewaz ruch wzdiuz osiy sig¢ nie odbywa.
Dwa réwnania wektorowe (1) dla kazdego walca, zapiszemy jako trzy réwna-
nia skalarowe. Uwzgledniajac w réwnaniach skalarowych pochodne (4) i (5),
Yc, =¥, =0 oraz sily i momenty sit dostaniemy:

— dla pierwszego walca :
m; Xc =-m,; gsina+S+T,,
0=N, -G, cosa,
-J,, 0, =N, f,+T, ,-Sr,,

— dla drugiego walca:

m, Xc =-m, gsina-S+T,,

(6)
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0=N,-G, cosa,

~J,, % =N, £,+T, r, +Sr1,. (7)

Aby znalez¢ rownania ruchu z uktadu réwnan dynamicznych (6) i (7), musimy
napisa¢ zwiazki kinematyczne pomigdzy przyspieszeniami liniowymi
i katowymi oraz odpowiednio przeksztalci¢ réwnania i scatkowaé. Czynnosci
te pozostawia si¢ czytelnikowi do samodzielnego wykonania.

Zadanie 22

W mechanizmie przedstawionym na rysunku 22 korba 3 o masie m; obra-
ca si¢ z predkoscig katowa ® wokot nieruchomej osi x, przechodzacej przez
punkt O i prostopadlej do ptaszczyzny rysunku. Korba wprawia w ruch koto 2
0 masie m;, i promieniu 1, ktére toczy si¢ bez poslizgu po nieruchomym kole 1
o promieniu r;. Okreslic krgt mechanizmu wzgledem osi x . Wyznaczy¢
jak powinien zmienia¢ si¢ moment napgdowy M,, aby korba poruszata si¢ ru-
chem obrotowym jednostajnym.

p
Z O,
9 A -
AZ/ M
W,
¢ 2
N/ | a\mg
O y
M, ' mg

e

Rys. 22

Rozwigzanie

Krgt (moment pedu) catego mechanizmu wzgledem osi x przechodzacej
przez $rodek O i prostopadlej do rysunku 22, jest suma kretow kotfa 2 i korby 3
liczonych wzgledem osi x:

K, =K,, +K;, . (1)
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Obrét korby przeciwny do ruchu wskazdéwek zegara przyjmiemy za dodatni.
Kret kota 2 zgodnie z teorig kretu rowny jest:

sz zp‘OA‘f'Ké,

gdzie: p=m,V, jest pedem kota 2, K, =J; @, jest kregtem kola 2 wzgledem

ruchomej osi & prostopadiej do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez
punkt A.

Predko$¢ srodka masy A kota 2, V, =OA-o, =(r, +r1,) ®,, 2 moment bez-
m, 17

wiadnosci tegoz kota J, =
Wdéwcezas kret bedzie rowny:

2
m,r.

oie 2 2.2
K,, =m, (r, +1,)*®, +

©, .

Predkosé katowa kota 2 okreslimy w nastgpujacy sposob (punkt B jest chwilo-
wym $rodkiem obrotu):

o, _Va_n+n o,
I I;
skad:
5 m, r} 3
Ky =my (r+1,)% o + 5 ®; =m, @ (f +1,) r1+5r2 - (2)

Kret korby 3 wzgledem osi x jest rowny:

K; =1, o), 3)

2
. m, (r +1,) . . .
gdzie: ], =—2 ( 13 ) jest momentem bezwladnosci wzgledem osi x.

Sumujac krety K, 1 K, z uwzglegdnieniem powyzszego momentu bezwiad-
no$ci, otrzymamy kret calego mechanizmu, ktéry jest réwny:

Ky=(g +1'2)0);[m2 (1‘1 +—;—r2)+m3 (r ‘;rz)].
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dK
Z teorii kretu wiadomo, ze X = z M, , stad:
€ at {:]
dK : 3 (nh+r)
~=(r+1,) 0, m,| n+—r, [+m = > M. . 4
=) l[z(.zzj s | = M 4)

Poniewaz, predkos¢é katowa @, ma by¢ stala, to przyspieszenie katowe w za-
leznosci (4) musi rowna¢ si¢ zeru, czyli € =®, =0. Oznacza to, ze suma mo-
mentéow sit czynnych wzgledem osi x musi byé réwna zeru, fj.,
M, = dK

dt
Moment My jest suma momentéw wywolanych sitami cigzkosci G, =m, g

= Z M., =0, co z kolei wyraza nam zasadg¢ zachowania kretu.

i G; =m,; g oraz momentu napgdowego Mj:

Mx =Mn_m2 g(rl+rz)costp—m3 g (r] +r2)

cosp=0. (5)

Podstawiajac w (5), znany z kinematyki ruchu obrotowego bryly wzér ¢ = o, t

na kat obrotu w ruchu jednostajnym, otrzymamy po przeksztalceniu, zalezno$é
na szukany moment napgdowy:

M, =(r, +r,) (m, +%m3)gcosmlt.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Jednorodny pret o masie m, dlugosci 21, podparty z jednej strony
w punkcie A, a z drugiej zawieszony na lince w pewnej chwili zostat nagle
odciety od linki. Znalez¢ reakcje podpory A na pret w chwili uwolnienia preta
od wigzow.

Y
A C B.

f RSN cnkaaan LNt nea R " LR TR A T,

Odpowiedz: R , = %
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Zadanie 2. Rozwiaza¢ , Zadania do samodzielnego rozwigzania. Zadanie 1
i2” z tematu ,,3.1. Réwnania dynamiczne ruchu plaskiego”, stosujac zasadg
pedu i1 kretu do utozenia rownan dynamicznych ruchu.

3.3. Zasada rownowaznosci energii kinetycznej i pracy

Zadanie 23

Walec o promieniu r = 0,25 m toczy si¢ w gore¢ réwni z predkoscia po-
czatkowa Srodka masy V¢ =1,4 m/s (rys. 23). Kat nachylenia rowni o =30°,
wspotczynnik tarcia tocznego f = 0,5 cm. Okresli¢ drogg jaka pokona $rodek
masy walca do chwili zatrzymania si¢. Walec toczy si¢ bez poslizgu.

R 777777777
Rys. 23
Rozwigzanie
Z zasady rownowaznosci energii kinetycznej i pracy (twierdzenie o energii

kinetycznej) mamy:

Ekz - Ekl = L s
W chwili zatrzymania si¢ walca predkos¢ rowna jest zeroi E, =0, stad:
-E; =L. (1)

Poczatkowa warto$¢ energii kinetycznej jest rowna:

m VE,  J. o?
Ey, =— 1+ 02“’1. @)
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Predkos¢ katowa w chwili poczatkowej i moment bezwladno$ci wzgledem osi
prostopadle] do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez $rodek masy C
walca, okreslimy w nastgpujacy sposob:

: m r?
P = = ®

Podstawiajac wzory (3) do wzoru (2) otrzymamy:

mVZ 1mr2 V¢ 3mV¢
2 2 2 r2 4

E, =

Okreslimy teraz prace jakq wykonuja sily dzialajgce na walec od poczatku ru-
chu do chwili zatrzymania si¢. Na walec dzialaja nastepujace zewnetrzne sity:
cigzar walca G, reakcja normalna plaszczyzny rowni N i sita tarcia T. Prace
wykonuje sita G4 i para sit Gy N. Sifa tarcia T pracy nie wykonuje, poniewaz
predkosé chwilowego srodka obrotu (punkt kontaktu walca z réwnia), do kto-
rego ona jest przylozona jest rowna zeru.

Praca sity G4 jest rowna:

L =-G,s=-Gs-sina=-mgs-sinc.

X

Praca pary sit Gy i N jest ujemna, gdyz kierunek dziatania pary sit jest przeciw-
ny do kierunku obrotu walca:

L,=-Mo,
gdzie:
M=Nf=G, f=Gfcosa=mgfcosa.

Przy przemieszczaniu si¢ walca z potozenia 1 w polozenie 2 punkt A; przecho-
dzi w polozenie A,, a punkt B; w potozenie B, i jednocze$nie walec obraca si¢
o kat ¢.

Kat ¢ w takim przypadku jest rowny:

S
o==.
r
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Praca pary sit wowczas bedzie:.

s s
Ly=-Gf-cosa=-mgf—cosa.
r r

Calkowita praca sit zewnetrznych:

: S
L=Ls +L, =—mgssma—mgf;cosa.

Podstawiajac E, i L do réwnania (1) dostaniemy:

3m V¢ _ S
-— ~=-mgssina-mgf—cosa,
r

skad wyznaczymy droge jaka przejdzie srodek masy walca do chwili zatrzyma-
nia sie:

3V
g = ‘f ,
4 g(sinou+— cosa)

r

142
§ = d 1’40 5 =0,29m.
4.9,.81(0,5+ 2’5 0,866)

Zadanie 24

Deska o masie m; lezy na dwoch walcach o masie m kazdy (rys. 24). Wal-
ce tocza si¢ po poziomej plaszczyznie. Do niej przylozona jest sita F o stalej
wartosci. W chwili poczatkowej predkos¢ deski byla réwna V. Znalez¢ przy-
spieszenie deski, pomijajac sily oporu.

Rozwigzanie
Skorzystamy z twierdzenia o energii kinetycznej:

Ek;‘ —Ekl =L.
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Rys. 24

Praca sit wzajemnego oddzialywania deski i dwoch walcow jest rowna zeru,
gdyz sily te saq rowne co do wartosci i przeciwnie skierowane i przylozone
sq do punktéw, ktorych przemieszczenia sa sobie rowne. Energia kinetyczna
kazdego walca w dowolnej chwili czasu, zgodnie z wzorem wyprowadzonym
w poprzednim zadaniu, wynosi:

3m V2
E,  =—2C
4

Energia kinetyczna deski jest rowna:

gdzie: V =2V¢.
Energia kinetyczna catego uktadu:

3mVE m, V2
E, =2E,, +By =2 “"4(?+ml ,

lub po przeksztatceniach:

VZ(3m+4m,)
E, = ” :

Analogicznie wyznaczamy energi¢ w chwili poczatkowej. Jest ona rowna:

V2(B3m+4m,)
E, = 2 :
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Praca sit cigzkosci Gy i G oraz sit reakcji Ny i N3 jest réwna zeru, poniewaz sity
sa prostopadte do kierunku ruchu. Woéwczas praca wykonywana jest tylko
przez sit¢ F i jest rowna:

L=Fs.

Przyrownujac zgodnie z pierwszym réwnaniem energi¢ i prace dostaniemy:

V2@Bm+d4m) V2@Bm+dm) o
8 8 ’

(3m+4m,)(V2-V2)=8Fs.

Aby wyznaczy¢ przyspieszenie, policzymy pochodng po czasie (V; = const)
z powyzszego roéwnania, ktora jest rowna:

ds

2V-—d—Y—(3m+4m])=8P—,
dt dt

gdzie: %\t{—za jest przyspieszeniem deski, a %i—zV predkoscia deski. Stad

otrzymamy rownanie:
2Va(3m+4m,)=8PV,
lub po przeksztalceniu:

a 4P
3m+4m,

Zadanie 25

Jednorodny pret BD o dlugosci s = 0,8 m opiera si¢ o gladka Sciang i pod-
toze (rys. 25). W chwili poczatkowej pret tworzy kat BDE = 60° z poziomem.
Znalez¢ predkos¢ konca preta B gdy uderzy on o podioze.

Rozwigzanie
Chwilowy srodek obrotu O preta znajduje si¢ na przecigciu dwéch linii
prostopadtych do kierunku predkosci punktéw B’ i1 D’. W chwili uderzenia
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Rys.25

preta o podioze chwilowy srodek obrotu znajduje sig¢ w punkcie D*’. Aby okre-
slic predkos¢ punktu B preta wtym momencie, wykorzystamy twierdzenie
o energii kinetycznej:

Ekz - Ekl - L 2
gdzie: E, =0, poniewaz w chwili poczatkowej pret jest nieruchomy. Energia
kinetyczna preta w chwili jego uderzenia o podioze jest rowna:

E, = szé + Jc;)z ,

Znajdzmy zalezno$¢ miedzy predkoscig katowa o i predkoscia Vg oraz migdzy
predkoscia srodka masy V¢ i V. Z rysunku widaé (twierdzenie Talesa), ze:

& 3 D1|C|| N _1_
VB D"B" 2 ?
skad:
ek Vi Vg

- W= .
2 D!'BII S
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Moment bezwtadnosci preta wzglgdem srodka masy C jest rowny:

m s?
12

C:

Praca sit N i Np jest rowna zeru, gdyz kazda z tych sit jest prostopadta do toru,
po ktérym porusza si¢ ich punkt przylozenia.
Prace wykonuje sita cigzkosci i praca ta jest rowna:

) 3
L=Gh=mg%sm60°=l’i——-mgs.

Podstawiajac energi¢ kinetyczng i pracg do pierwszego rownania otrzymujemy:

2 2 2
In() Lo By B,

2 2 2 12 (s 4

skad po przeksztatceniach otrzymamy:

m V¢ \E
= mgs.
6 4

Predkos¢ konca B preta bedzie wiec rowna:

V, = \/3‘/_ = —‘/_98108 451=,

S

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Cialo o masie m; zawieszono na niewazkiej lince przewieszonej
przez niewazki krazek 3. Drugi koniec linki nawinigto na koto 2 o promieniu r
(patrz rysunek). Masa kota 2 wynosi m,, duzy promien R, a promien bezwtad-
nosci ip. Koto toczy si¢ bez poslizgu po poziomym torze. Wspotezynnik tarcia
tocznego rowny jest f. Wyznaczy¢ predkos¢ katowa o kota, predkos¢ liniowa
srodka O kota oraz ciata o masie m;, gdy masa m; przemiesci si¢ 0 h. W chwili
poczatkowej ukfad pozostawat w stanie spoczynku.
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Odpowiedz:

2g(m; h—-m, f)
\/ml (r+R)? +m, (i3 +R?) ’
Vo =0 ((+R), V=0(2r+R)

Zadanie 2. Uklad ztozony z trzech ciat porusza si¢ jak na rysunku ponizej.
Wyznaczy¢ predkosé 1 przyspieszenie ciala 1 o masie m, lezacego na réwni
pochylej o kacie pochylenia o, gdy przemiesci si¢ ono . Pomigdzy réwnig
i cialem 1 wystepuje tarcie, ktérego wspotczynnik tarcia kinetycznego wyno-
si w. Masy ptaskich krazkéw rowne s m, a ich promienie r. Ruch ukfadu za-
czyna si¢ bez predkosci poczatkowej.

Odpowiedz:

A V=2\/2gs[2(sm«o;5—pcosoz)—1] ,

T ik a——ii— (sina — cosa——l—)
i 15° 3 2

Zadanie. 3. Wyznaczy¢ predkos$é i przyspieszenie katowe kota 4 w chwili gdy
obroci si¢ ono o kat rowny @4, jezeli uklad skladajacy si¢ z 4 cial porusza sig
jak na rysunku ponizej. Masy ciat 1, 2, 3 rébwne sa m. Promienie kot 2 1 3 row-
ne sa r, a w kole 4 promien mniejszego kola r i jego masa m, promien wigksze-
go kota 2r i odpowiednio jego masa 2m. Moment beztadnosci kota 4 jest suma
momentu bezwtadno$ci mniejszego i1 wigkszego kota. Do kota 4 przylozony
jest staly moment sit M obracajacy kolo. Uwzgledni¢ sily tarcia slizgowego
mi¢dzy réwnig a cialem 1.

Odpowiedz:

o _\/4% [M—mgr(2sina+pcosa)]
L@, = ’
M

17 mr2
_2[M-mgr(2sina+pcosa)l
17 mr2

€y
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4. Ruch zlozony (wzgledny). Sily dynamiczne.
Roéwnania dynamiczne ruchu wzglednego

Zadanie 26

Cialo o masie 2 kg zostalo polozone na gladkiej réwni pochylej, ktorej
jedna ptaszczyzna swobodnie styka si¢ z plaszczyzng pozioma (rys. 26). Jakie
poziome przyspieszenie powinna mie¢ réwnia, aby cialo nie poruszato si¢
wzgledem niej. Jaki jest nacisk ciata na rownig, jezeli przyjmiemy a=30".

Y

TI77777T 777777777777 777777777 7R =~
X
Rys. 26

Rozwigzanie

Ruchem bezwzglednym jest ruch ciata 1 wzgledem stalego uktadu wspét-
rzednych x,y;, ruchem unoszenia ruch réwni 2 wzgledem statego ukiadu
wspoirzednych x;y;, a ruchem wzglednym ruch ciala 1 wzgledem réwni 2
(uktadu wspoirzednych xy na stale zwigzanego z réwnia).
Przyt6zmy do ciata dziatajace sity: sil¢ ciezkosci G, sile reakcji réwni N oraz
sit¢ bezwladnosci unoszenia F,, ktdrej zwrot jest przeciwny do zwrotu przy-
spieszenia unoszenia a,. Sita bezwladnosci unoszenia jest réwna:

F,=ma,_,
Z zasady d’Alemberta mamy:
G+N+F, =0. (1)

Rzutujac sktadowe roéwnania (1) na osie x i y dostaniemy:

G sina-F, cosa=0,
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N-Gcosa—F, sina=0. (2)
Z pierwszego réwnania (2) otrzymamy:
mgsina-ma, cosa=0,
skad:
a, =gtga=gtg30° = 5,66 m/s’.
Sita bezwladnosci unoszenia:
F,=ma, =mgtga=mgtg30°=1132 N.
Z drugiego rownania (2) znajdziemy:

mg

N=Gcosa+F, sina=mgcosa+m g tga sina = ,
cos
N =22,65 N.
Zadanie. 27

W Koszalinie ze wschodu na zachéd jedzie motocyklista o masie m = 75 kg
z predkoscia V = 20 m/s. Koszalin potozony jest na 16° 11" dtugosci wschodniej
i 54°12° szerokosci polnocnej. Sredni promien kuli ziemskiej wynosi
R = 6367 km. Jak zmienit si¢ cigzar motocyklisty w wyniku ruchu? Czy zmieni
si¢ jego cig¢zar przy jezdzie z poéinocy na potudnie?

Rozwigzanie

W czasie ruchu motocyklisty (rys. 27a, b) dziala na niego sita cigzkosci
(cigzar) G=Q + F,,=m g (Q - sila wynikajaca z prawa powszechnego cigze-
nia, grawitacji; Fin—odsrodkowa sita bezwladnosci unoszenia, wynikajaca z
obrotu z predkoscig katowa  kuli ziemskiej), odSrodkowa sila bezwtadnosci
ruchu wzglednego F,, (wynika z ruchu motocyklisty ze stala predkoscia V
wzgledem kuli ziemskiej po torze kolowym o promieniu r), sita Coriolisa Fc
i sity oporu, ktére bezposrednio nie wplywaja na zmiang¢ cigzaru motocyklisty.
Sila bezwladnosci unoszenia styczna do toru jazdy motocyklisty jest rowna
zeru, gdyz predkos¢ obrotowa kuli ziemskiej jest stata.
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c)
(_——
P o,
\\' ac
Vo \

Rys. 27

Roéwniez styczna sita bezwladnosci ruchu wzglednego motocyklisty rowna jest
zeru, poniewaz motocyklista porusza si¢ ze stala predkoscia V. Maksymalny
kat miedzy sitami Q i G wynosi 6°, dlatego w obliczeniach inzynierskich nie
uwzglednia si¢ sity bezwladnosci unoszenia F,,, poniewaz jej wplyw na cigzar
ciala jest bardzo maly. W obliczeniach technicznych przyjmuje sig, ze cigzar
ciala rowny jest sile grawitacji (G = Q). Na biegunach kuli ziemskiej cigzar
ciala rowny jest sile grawitacji, a na rowniku mniejszy jest o 0,34% od sity
cigzkosci na biegunach (na réwniku zwrot sity F,, jest przeciwnie skierowany
do sily grawitacji Q).

Wyznaczmy wartosci poszczegolnych sit. Sita bezwladnosci ruchu wzglednego
normalna, zgodnie z rysunkiem 27a, wynosi:

2
F_=m-—, r=R cos (54°12") = 3724,4 km, (1)
T

skad: F, =0,008 N.
Sita bezwladnosci ruchu unoszenia normalna, zgodnie z rysunkiem 27b wynosi:

- 2
F,=mor,

gdzie: o, = o, jest predkoscia katowa Ziemi (unoszenia) i wynosi:

27
0, =——
" 24.60-60
Po podstawieniu danych otrzymamy:

=0,00007 s7!.
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F, =75-0,000072 -6367000-cos(54°12") = 1,368 N .

Site Coriolisa wyznaczymy zgodnie z teorig ruchu zlozonego z zaleznosci wek-
torowej (patrz rysunek 27a i 27¢):

F.=-2m(0,xV,), )

gdzie minus oznacza, ze sila ta ma zwrot przeciwny do przyspieszenia Corioli-
Sa ac.
Wartos¢ sily Coriolisa jest rowna:

F.=—2mao, V, sin(0,,V,), <Zw,.V,)=9%° sin (0,,V,)=1,
Fo=-2mo, V,. (3)

Podstawiajac dane dostaniemy:
F. =-2-75-0,00007-20=0,21N.

Jak mozna zauwazy¢ oddziatywanie sil bezwladnosci unoszenia i ruchu
wzglednego oraz Coriolisa jest bardzo mate.

Aby jednak wyznaczy¢ warto§¢ zmiany cigzaru motocyklisty, zrzutujemy sife
Coriolisa i sitg bezwladnosci ruchu wzglednego na kierunek dziatania sity
ciezkosci G, otrzymamy woOwczas:

G'=m g+F, cos (54°12")-F,, cos (54°12"),
skad:
G'=75-9,81+0,21-cos (54°12")-0,008- cos (54°12") = 735,868 N

Cigzar statyczny motocyklisty rowny jest G = m g = 735,75 N, stad réznica
pomiedzy cigzarem w czasie ruchu a statycznym cigzarem motocyklisty wyno-
si AG =G'-G =735,868—-735,75=0,118 N. Roznica ta jest bardzo mala
i w wigkszosci przypadkow w obliczeniach jej nie uwzglednia sig.

W drugim przypadku ruchu, cigzar motocyklisty réwniez si¢ zmieni, jednak
na zmiang ciezaru nie bedzie miala wplywu sita Coriolisa, gdyz bedzie ona
styczna do réwnoleznika, t.j, prostopadta do kierunku sity cigzkosci G. Spraw-
dzenie powyzszego zostawia si¢ Czytelnikowi.
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Zadanie 28

Wewnatrz prostoliniowej gladkiej rurki obracajacej si¢ w poziomej plasz-
czyznie wokot pionowej osi, znajduje si¢ kulka o masie m = 0,2 kg (rys. 28).
Do kulki przymocowana jest sprgzyna, ktdrej poczatek pokrywa si¢ z poczat-
kiem rurki. Sztywno$¢ sprezyny k = 4000 N/cm, a dtugo$¢ nie napigtej sprezy-
ny lp = 3 cm. Znalez¢ predkos¢ katowa w, rurki w funkcji czasu, jezeli kulka
porusza si¢ wewnatrz rurki ze stala wzgledna predkoscia Vi, =1 cm/s. W chwili
poczatkowej kulka znajduje si¢ w odlegtosci I, = 5 cm od poczatku rurki. Zna-
lez¢ rowniez site nacisku kulki na boczng $cianke rurki w chwili t = 1s.

Rozwiazanie

Uklad wspélrzednych xyz zwigzany na stale z rurka przyjmiemy tak, jak
na rysunku 28. Poczatek uktadu wspéirzednych O nie zmienia swego polozenia
w stosunku do rurki i jest punktem, w ktorym sprezyna jest nie napieta. Ru-
chem wzglednym kulki (ruch kulki wzgledem rurki) jest ruch wzdtuz osi x.
Na kulke dziataja nastgpujace sity: G — ciezar kulki; Fy — sila sprezystosci spre-
zyny; N — skltadowa pionowa reakcji rurki; Ny — skladowa pozioma reakcji
rurki, ktéra wzigta z przeciwnym zwrotem daje sit¢ nacisku kulki na boczna
scianke rurki; F, = m a, — skladowa normalna sity bezwiadnosci unoszenia (sita
odsrodkowa); F, = m a,— skladowa styczna sily bezwladnosci unoszenia;
F. =-2m (o, xV, )- sita bezwladnosci Coriolisa, (rys. 28b), a, =X — przy-

spieszenie wzgledne kulki, @ ,— wektor przyspieszenia katowego unoszenia).

b)

Fc = -2m(o xVy)

Rys. 28

Wektorowe rownanie dynamiczne ruchu wzglednego kulki jest:

m ay = G+Fx+N+N,;+F,+F+F,, (D)
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Zrzutujemy wektory przyspieszenia i sit z réwnania (1) na o$ x i y. Wéowczas
otrzymamy:

mix=-F +F , myj=N,-F, -F,. )
W kierunku osi y przyspieszenie wzgledne y =0 (kulka w kierunku poprzecz-
nym do osi rurki nie wykonuje ruchu).

Sily w réwnaniach (2) sg okre§lone w nastgpujacy sposob:

F =kx, F,=ma, =m o2 (x+10),
F.=meg, (x+1,): (3)

gdzie: €,— przyspieszenie katowe unoszenia kulki w ruchu obrotowym.
Sita Coriolisa jest sila bezwladnosci i ma zwrot przeciwny do wektora przy-
spieszenia Coriolisa a,=2®,xV, (rys. 28b). Wartos¢ sity Coriolisa jest
réwna:

F.=2ma,V, sin(e,,V,), Z,V,)=90°, sin(,,V,)=1,

F=2mo,V, . 4)
Podstawiajac (3) i (4) w (2) dostaniemy:

mi=-kx+mo? (x+1,), 0=N,-meg, (x+1,)-2mae, V,. (5)
Wspoirzedna potozenia kulki w dowolnej chwili czasu jest réwna:

X:lp_10+th. (6)

Rozpatrujac pierwsze roéwnanie (5) z uwzglednieniem V, =const
ia, =X=0, otrzymamy:

o, :\/k(lp ~1,+V, 1) | o

m(l, +V, t)

skad:
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400000 (0,05-0,03+0,01t) 2(2+t) _
©, = =103 g1,
0,2 (0,05+0,011) 5+t

Z drugiego réwnania (5) mamy:

N,=mg, (x+1,)+mo,V, . (8)
Przyspieszenie katowe unoszenia g, obrotu rurki wyznaczymy z (7) jako:

'k
d())u Vw l0 J;

€, = = :
dt  2(1,+V, t) J,+V, )1, —1g+V, 1)

u

9)

Podstawiajac znaczenie €, z (9), @, z (7) i x z (6) do (8), po przeksztatceniach,
otrzymamy poszukiwany nacisk kulki na boczng Sciankg rurki:

VY km (40, -1, +V, )+,
2 V) (-l VD

1

W chwili, t =1 s mamy:

_ 0,01,/400000-0,2 [4(0.05-0,03+0,01-)+0,03] _

Nl
2 ,/(0,03+0,01-1) (0,05-0,03+0,01-1)

N.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. W rurce nachylonej pod katem o = 45" do osi obrotu porusza sie
wzdtuz osi x kulka o masie m. Rurka porusza si¢ ze stalg predkoscia katowa o.
W chwili poczatkowej kulka nie poruszata si¢ wzgledem rurki i znajdowata si¢

w odlegtosci xy od osi obrotu, jak na rysunku. Wyznaczy¢ réwnanie ruchu kul-
ki wzdhuz osi x.
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Odpowiedz:

X = g "E+_1_( a_ﬂ) (emmﬁ +e—m1/ﬁ)
®? 2 ®?

Y,

Zadanie 2. Punkt A, ktérego masa m = 500 g porusza si¢ od srodka kotfa
wzdhuz promienia nachylonego pod katem o = 60° do osi obrotu, jak na poniz-
szym rysunku. Odleglos¢ punktu zmienia si¢ wedlug zaleznosci s = 4 t* cm,
a predkos¢ katowa w=2ts". Znalezé w niutonach wartoé¢ sil bezwladnosci
unoszenia, wzglednej, Coriolisa 1 bezwzglgdne) w chwili t = 1s.

Odpowiedz:
F,=004+3mt2, F, =0,0843mt!,

= F,=.FL+F:, F, =008m=F,, F, =0,

F.=016+3 mt?, F=0,1775N

Zadanie 3. Punkt A porusza si¢ po tworzacej kotowego stozka o osi O,0;
od wierzchotka do podstawy ze statg predkoscia wzgledna V.. Kat przy wierz-
chotku wynosi 2a.. W chwili poczatkowej punkt znajdowat si¢ w odlegtosci s,
od wierzchotka. Stozek obraca sie ze stala predkoscig katowg o. Znalez¢ site

bezwiadno$ci unoszenia, wzgledna, Coriolisa i bezwzgledna, jezeli punkt ma
masg m.

Odpowiedz: F, =m 0? (s, +V, t)sina, F, =0,

F.=2moV, sina, F=F2 + I
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5. Ruch kulisty. Réwnania dynamiczne ruchu kulistego

Zadanie. 29

Tarcza kolowa o promieniu r i masie m osadzona jest obrotowo na wale
OB o dlugosci L (rys. 29). Koniec watlu O umocowany jest przegubowo i obra-
ca si¢ wokot pionowej osi ze stata predkoscig katowa (precesji) ®;. Pomijajac
mas¢ watu i zakladajac, ze w czasie ruchu tarcza toczy si¢ bez poslizgu
po plaszczyznie poziomej, obliczy¢é warto$¢ sily oddzialywania (reakcji nor-
malnej) podtoza na tarczg.

Rozwigzanie

Zakladajac, ze tarcza toczy si¢ bez poslizgu, a punkt stycznosci tarczy
z podlozem A jest w danej chwili nieruchomy (jest chwilowym srodkiem obro-
tu), to chwilowa o$ obrotu tarczy bedzie prosta faczaca staly punkt O z chwi-
lowym srodkiem obrotu A.

]
LSS S S S S S .N e
Rys. 29

Tarcza razem z walem obraca si¢ dookota pionowej osi & ze statq predkoscia
katowa precesji m; i obraca si¢ dookota osi watu £ z predkoscig katowa obrotu
wilasnego ®,. Wektor catkowitej predkosci katowej obrotu tarczy jest suma
wektoréw predkosci katowych:

0=0,+0,,

i lezy na chwilowej osi obrotu AO.
Predkos¢ katowa obrotu wlasnego:
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L
®, =0, ctgo. =, —. (1)
r

Dla przyjetego ruchomego uktadu wspétrzednych O&ng skladowe wektora
kretu tarczy sa:

gdzie: Jg, J,, J; momenty bezwladnosci odpowiednio wzglgdem osi &, n, C.
Osie te s takze gléwnymi osiami bezwladnosci, gdyz wzgledem nich momen-
ty dewiacji sa rowne zeru.

Kret catkowity (wzgledem stalego punktu O) jest sumg wektorowg kretow
wzgledem poszczego6lnych osi:

K,=K; +K,+K. =] 0, +], 0, +] ®_.
Z zasady kretu wiadomo, ze pochodna wektorowa kretu K, po czasie t, wyzna-
czonego wzgledem dowolnego punktu, réwna si¢ sumie wektorowej momen-

tow sit zewngtrznych M, wzgledem tegoz punktu, stad:

LI
dt

Z drugiej strony (definicja pochodnej funkcji wektorowej), pochodna wekto-
rowa kretu K, po czasie t jest rowna predkosci z jaka porusza si¢ punkt C
(rys. 29) konca wektora K, po jego hodografie (w tym przypadku okrag). Napi-
szemy wOwczas:

dK,
dt

02

=0, xK, =m1x(J§ o, +J, 0)2)=M

lub po wykonaniu przeksztalcen, uwzgledniajac, ze ®, xJ; @, =0, poniewaz

sin(®,,o,) =0, dostaniemy:
J\’; ((Dl X(!)z)= MO'

Wartos¢ liczbowa momentu M, wynosi:
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M, =] 0 0,, (2)

poniewaz: Z(0,,0, =90°) i sin(o,,®,)=1.
Na tarcz¢ dziataja dwie sily: sila cigzkosci G = m g i reakcja podtoza N. Mo-
ment tych sit wzgledem punktu O jest rowny:

M,=(N-G) L. 3)
Po podstawieniu w powyzsze rownanie wartosci M,, otrzymamy:

J.o, 0,=(N-G)L,

skad:
o o,
L
Podstawiajac  w powyzsza zaleznos¢ wartos¢ momentu bezwiadnosci
m r? e e : L .
I.= 5 zalezno$¢ migdzy predkosciami katowymi o, =, — oraz cigzar
r

G =m g, po przeksztalceniach otrzymamy:

r ®?
N=m Lt g L.
( 2 g]

Zadanie. 30

Dwa kofa o masach m i promieniach r osadzone sa na wspdlnej osi i tocza
si¢ ze statg predkoscig V po torze kotowym o promieniu R. Znalez¢ nacisk jaki
wywieraja kota na szyny, jezeli rozstaw kot jest L. Kota sa jednorodnymi kraz-
kami, cigzar osi pominag.

Rozwigzanie

Na kota dziatajg nastepujace sity: sita cigzkosci G =2 m g, sity normalne
reakcji podtoza N, 1 Np, sita odsrodkowa bezwladnosci B i reakcja pozioma
zewngtrznej szyny Ra.
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<
i
oY

Rys. 30

Sita odsrodkowa B jest okreslona w nastgpujacy sposob:
B=2mo?R,

gdzie: o, = V/R jest predkoscia katowa osi w jej ruchu obrotowym wokot osi &.
Pomijajac nieznaczng réznice predkosci katowych obu két, wynikajaca z tego,
ze tocza si¢ one po okrggach o roznych promieniach, okreslimy predkos¢ ka-
towg obrotu wlasnego kot z wzoru:

0)2 = .
T

Moment M, wyznaczymy z jednej strony z zasady kre¢tu, a z drugiej z zasady
d’Alemberta.
Z zasady kre¢tu mamy:

dK
°© = M,.
dt

Predkosci katowe m,; i m; sa state co do wartosci. W wektorze predkosci kato-
wej oy, zmieqia si¢ tylko kierunek z predkoscia o, stad tak jak w poprzednim
zadaniu mamy:

dK,

™ =0, xK, =col><(J§m,+Jg mz)zM

0?2
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a po wykonaniu przeksztatcen:
J (0, x0,)=M,.
Zmieniajac kolejnosé czynnikow w iloczynie wektorowym dostaniemy:

M, +J, (mzxml)zo,
oznaczajac M, =J_ (0, x®, ), zapiszemy:
M, +M, =0,

gdzie: M, jest momentem sitl bezwladnosci zwanym momentem giroskopo-
wym. Z powyzszego wynika, ze moment giroskopowy réwnowazy si¢ z mo-
mentem sit zewngtrznych. Wektor M,, zgodnie z reguly Sruby prawoskretnej,
jest prostopadly do ptaszczyzny wyznaczonej przez @, i o, i skierowany gro-
tem do nas.

Warto$¢ tego momentu :

Mzer; O)l 032,

poniewaz: Z(®,,0, =90°) i sin(e,,®,)=1.
Stosujac zasad¢ d’Alemberta napiszemy rownanie momentow wzgledem punk-
tu A z uwzglednieniem momentu giroskopowego:

M, + Ny L+Br+2mg%=0,

skad:

Jo,o,+2mwlRr
szmg—g£ lub Np=mg-—S—1-2 - ey

(1)
Wartos¢ reakcji Ns wyliczamy z sumy rzutéw na kierunek pionowy:
N,+N;-2mg=0,

skad po przeksztalceniach i podstawieniu (1) otrzymamy:
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J.o,0,+2moef Rr
N,=2mg-N,=mg+ T : (2)

m r?

Podstawiajac

w (1) 1 (2) warto§¢ momentu bezwiadnosci dwu kot J =2

; : i \ ;
1 zalezno$¢ na predkos¢ katowa o, = ool po przeksztatceniach otrzymamy:

( ro,+20, R
g+1 o, -

J

( re,+2eo, R

g-ro

\ L

|

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze zewngtrzna szyna kolejowa na zakrecie
jest bardziej obciagzona niz wewnetrzna.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Obliczy¢ predkosé katowa m; pionowego preta 1, do ktorego przy-
mocowany jest przegubowo poziomy pret 2 o masie m i dlugosci 2 L (rysunek
ponizej). Na koncu preta 2 przymocowano jednorodng ptaska tarcze kotowg 3 o
masie 2 m i promieniu r. Pret 2 i tarcza 3 obracajg si¢ wspolnie z predkoscia

katowa ;.

2 : 2¢l
/ Odpowiedz: o, = :
_L ______ , 12
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Zadanie 2. Moment bezwladnosci $migla i obracajacych si¢ czeéci silnika
wzgledem podtuznej osi samolotu wynosi J = 8 kgm’. Predkos¢ obrotowa wy-
nosi n = 1200 obr/min. Obliczy¢ dziatlanie momentu giroskopowego tych cze-
$ci na samolot lecacy z predkoscig V = 50 m/s po tuku o promieniu r = 50 m.

Odpowiedz:
_nnV]
Or

=1005 Nm

z
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