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PRZEDMOWA

Tres¢ niniejszego skryptu jest zgodna z programem nauczania na Wydziale
Mechanicznym Politechniki Koszalifiskiej. Przeznaczony jest dla studentow studiow
dziennych, wieczorowych i zaocznych. Przedstawiony w skrypcie zakres mechaniki
jest komplementarny z wymaganiami programowymi réznych kierunkéw na wydziale.
Ze wzgledu na zroznicowany stopien trudnosci rozwigzywania zadan skrypt moze by¢
stosowany do opanowania i utrwalenia niezbgdnej wiedzy z mechaniki na innych
wydziatach, gdzie wykladana jest mechanika. Wiedza uzyskana przez studentéw
na wyktadach z matematyki w zakresie minimow programowych dla kierunkéw
prowadzonych na wydzialach mechanicznych, jest wystarczajaca dla opanowania
materiatu przedstawionego w skrypcie.

Zaprezentowane podejscie do zagadnien dynamicznych z podkresleniem metod
ukladania i rozwigzywania réwnan dynamicznych (rézniczkowych) ruchu i ich
interpretacji fizycznej, a takze ogolnych zasad dynamiki punktu i bryly daje
studentowi, a takze szerszemu kregowi czytelnikéw mozliwo$¢ poznania mechaniki
ijej stosowania w praktyce inzynierskiej. Skrypt powinien utatwié¢ rozwiazywanie
szczegotowych probleméw inzynierskich ze wzgledu na zastosowana w kazdym
zadaniu forme i tok rozwigzania. Dla poszczegélnych specjalnosci skrypt moze by¢
pierwszym podrecznikiem dajacym podstawy do rozwiazywania zagadnien
szczegotowych danej specjalnosci — zagadnien specjalistycznych. Forma postawienia
kazdego zadania i tok jego rozwiazania polega na przedstawieniu, kazdego zadania
wpostaci mini wykladu w powigzaniu z obrazujacym przyklad szkicem,
a wrozwigzaniu — oprocz toku kolejnych niezbednych wzoréw, zamieszczono
wyjasnienia stowne uzasadniajace przyjeta koncepcje uzyskania wyniku. Takie
przedstawienie materialu w skrypcie stalo si¢ nie tylko zestawem zadan i ich
rozwigzan, ale takze — skondensowanym wykladem ilustrujacym kolejne zadania.

Schemat rozwiazania zadan w poszczegolnych rozdziatach i podrozdziatach jest
nastepujacy. Na poczatku rozwigzania przytacza si¢ wszystkie sily, momenty itp.,
oddzialywujace na punkt materialny lub brylg¢. Dalej, w zwartej formie przytacza si¢
Jregule”, z ktorej w dalszym toku rozwigzywania zadan korzysta si¢. Nastgpnie
poprzez analize oddzialywan fizycznych tworzy si¢ niezbgdne zwiazki i réwnania
matematyczne w powiazaniu z przytoczona ,regula”, ktére w dalszej kolejnosci
sa rozwigzywane. W kazdym podrozdziale oprocz zadan rozwiazanych sa przytoczone
zadania do samodzielnego rozwiazania przez studenta z odpowiedziami rozwigzan.

Autor pracy pragnalby, aby zalozony cel napisania skryptu, jakim jest podanie
w zwartej formie i uporzadkowanej od strony sposobu przedstawienia i podstaw
teoretycznych oraz metodyki rozwigzywania zadan z mechaniki zostal osiagnigty,
a jego realizacja w postaci wydania ksiazkowego przyczynita si¢ do szybszego
i tatwiejszego poznania przez studentéw korzystajacych ze skryptu nietatwej dziedziny
wiedzy, jaka jest mechanika.



I. DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

1. Obliczanie sil w zadanym ruchu punktu
(zagadnienie proste dynamiki)

Zadanie 1

Ciato (rozpatrujemy jako punkt materialny C) o masie m = 2 kg porusza
sie po linii prostej (rys. 1). Polozenie punktu na prostej okresla réwnanie ruchu
X =-2t>-4t2 +6t -3, gdzie x w metrach, a czas t w sekundach. Wyznaczy¢
wielkos¢ sily dzialajacej na punkt jako funkcj¢ czasu oraz wartosé, kierunek
i zwrot sity w chwili t; = 3 s.

m t1=3s

vV a F
0 ", C] ~—TJ Tl
X

Rys. 1

Rozwigzanie
Predkos¢ V i przyspieszenie a punktu materialnego w dowolnej chwili cza-

sut jest:

V=X=g=—6t2 ~-8t+6,
dt
a=i=ﬂ=—12t—8.
dt

Sita F wywotlujaca ruch punktu, zgodnie z II-gim prawem Newtona, jest okre-
slona zaleznoscia:

F=mx=m(-12t-8).

W chwili t, =3s, wspoirzedna polozenia punktu x = —75 m, warto$¢ predkosci
V =-72 m/s, przyspieszenia a = —44 m/s’, sity F = —88 N. Kierunek sity F jest
zgodny z kierunkiem osi X, natomiast zwrot jej jest przeciwny do zwrotu
tej osi.
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Zadanie 2
Punkt materialny o masie m = 0,2 kg porusza si¢ w plaszczyznie Oxy

(rys. 2) zgodnie z réwnaniami ruchu danymi w postaci parametrycznej:
x =3sin2nt, y =5cos2nt, X, y w metrach, a czas t w sekundach. Wyznaczyé
site¢ wywolujacg ruch punktu w funkcji czasu oraz dla t, = 0,6 s jej wartos¢.

y [m] 5 Y[m]‘s

Rys. 2

Rozwigzanie
Ruch punktu odbywa sig po torze eliptycznym (rys. 2) o rGwnaniu:

J.
X +-}L—=1,

325
i dla chwili t; = 0,6 s wspdtrzedne potozenia punktu sa rowne:

x =3 sin2nt, - 3 sin(2n-0,6)=-1,76 m,
y =5 cos2mt, =5 cos(2n-0,6)=—4.04m.

Skiadowe predkosci i przyspieszenia punktu materialnego w dowolnej chwili
czasu t okreslimy rézniczkujac réwnania ruchu:

Vx=>k=é§=6ncos'.2m, Vy=y=ﬂ=—10nsin21rt,
dt dt

dv
a, :X=%=—12n2 sin2nt, a, :')3=—Et1=—201t2 cos 2t .
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Dla t; = 0,6 s wartosci predkosci i przyspieszenia punktu materialnego wyno-
sza: V, =-152 m/s, V, =185 m/s, a, =69,6 m/s?, a, =159,7 m/s?,

stad predkosc i przyspieszenie punktu:

V(t,) = (V2 + V2 =J(-152) +18,5? =23,9 m/s,

a(t)) = a2 +a2 = /69,62 +159,7> =174,2 m/s?.

Warto$ci sktadowych sily F dla t = t; wywolujacej ruch punktu sa rowne:

F,=mx=02-696=139N, F,=my=0,2-159,7=319N,

skad wartos¢ sity F:

F=\/Fx2 +F2 =,/1392+3192 =348N.

Kierunek wektora sily F jest nachylony do osi x pod katem «, ktory okreslimy
z zalezno$ci (patrz rysunek 2):

F, 139
CoOst = ——= =

F 348

0,4, skad a=66,4°=66°27".

Zadanie 3
Punkt materialny o masie m =0,5 kg porusza si¢ po okrggu (rys. 3)

o promieniu r=0,3 m. Wspdirzgdna tukowa polozenia punktu na torze okre-
$lona jest zalezno$cia s =4 +0,3(t2 +3t) m. Wyznaczy¢ wartos¢ sily dziataja-
cej na punkt w funkeji czasu i chwili t; = 1,2 s.

Rozwigzanie
Na punkt dziata sita F, ktorej sktadowe, styczna F; i normalna F,, sa od-
powiednio réwne:

E =ma,_,

F,=ma_, " .

T T

gdzie: a,, a,, odpowiednio, przyspieszenie styczne i normalne punktu material-
nego.
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2 &2
a1:§=ﬂ=0,6m/sz, a =L=-S——.
dt r r

Polozenie punktu materialnego (rys.3) na torze jest okreslone wspdétrzedna
tukowa s, odmierzang wzdluz toru i dla chwili t; = 1,2 s wspolrzedna ta wy-
nosi s; = 5,152 m (patrz réwnanie ruchu punktu). Predkos¢ punktu w dowol-

nej chwili czasu V =é=%:—=0,6t+0,9 idlat =1,2s wynosi V= 1,62 m/s,

skad a,= 8,75 m/s’.
Wartosci sktadowych sity F wywolujacej ruch punktu sg rowne:

F,=0,5-0,6=0,3N, F,=0,5-875=4,4N,

a wartos¢ sity F:

F=\F2+F2 =032 +4,42 x441N.

Wektor sily F jest nachylony do promienia r pod katem [, ktéry okreslimy
w nastgpujacy sposob:

tB—F‘-O’3
= E T

n b

=0,068, skad f=3°54".
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Cialo o masie m=0,25 kgporusza si¢ po okreggu o promie-
niur =0,4 m, zgodnie z rbwnaniem s =1+ 4sin2nt m. Wyznaczy¢ wartos¢ si-
ly dzialajacej na cialo w funkcji czasu i jej wartos¢ w chwili t; = 0,65 s.
Odpowiedz: F, = -4 n?sin?2nt, F.(t,) =-258N, F, =1607n? cos? 2nt,

F (t,))=545,6 N, F=4n? J1600 cos* 2wt +sin* 2nt , F(t,) =546,2N,

tgBf =0,047, B = 2°42'

Zadanie 2. Ruch punktu materialnego o masie m odbywa si¢ zgodnie
z parametrycznymi rownaniami ruchu: x = b coswt, y = b sinot, z = ct. Wyzna-
czy¢ site dzialajaca na punkt, a w chwili rozpoczgeia ruchu jej wartos¢.
Tor punktu i polozenie sily na torze dla b =2 m, ¢ = 0,5 m/s, ® = = s,
m =2 kg it= (0, n) przedstawiono na rysunku ponizej.

< "F(0), X
0 S 7/7'

Odpowiedz: F=mbw?, F(0) = F,(0)=-m b n*
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2. Réwnania rézniczkowe ruchu punktu
(zagadnienie odwrotne dynamiki)

2.1. Ruch punktu swobodnego
Ruch punktu pod dzialaniem sily stalej

Zadanie 4

Na ciato o masie m, znajdujace si¢ na pltaszczyznie poziomej, dziala przez
t; sekund pozioma sita F = const. Znalez¢é drogg przebyta przez ciatlo do mo-
mentu zatrzymania si¢, jezeli wspolczynnik tarcia kinetycznego o plaszczyzne
rowny jest p. W chwili poczatkowej ciato znajduje si¢ w spoczynku.

t,=0 Nt t,
v,=0 1 } "¢ N V=0
=0 <. V& 0[]

x(t,)

7777777 >
/]: MAY x(t,) J ! mg J X

Rys. 4

Rozwigzanie

Rozwigzanie zadania podzielimy na dwie czgéci. W pierwszej czgsci roz-
patrzymy okres ruchu od chwili t = 0 do t;, to jest gdy na ciato dziata tylko po-
zioma sita F i sita tarcia T (rys. 4). W drugiej czg$ci, rozpatrzymy okres ruchu
gdy na cialo dziata tylko pozioma sita tarcia T.
W pierwszym okresie ruchu na ciato dziala sita F zgodna z kierunkiem ruchu

i sifa tarcia T skierowana przeciwnie.
Utézmy réwnanie dynamiczne (rézniczkowe) ruchu na podstawie [I-go prawa

Newtona. Sita F jest skierowana zgodnie z osia x, a sila tarcia T = Nu = mgp
jest skierowana przeciwnie do osi x, stad rownanie dynamiczne ruchu przyjmie
postac:

ma=F-T lub mizm%:F——mgp. (1)

Rozdzielajac zmienne:
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gy = E-meW 4
m

i calkujac lewa i prawa stron¢ powyzszej zaleznosci, otrzymamy réwnanie
predkosci:
d

vi=2 =Ly guesc,. @)
dt m

Poniewaz dla to = 0, Vo, = 0, stad z rownania (2) otrzymamy C, = 0.
Predkos¢ ciata w chwili t; -bedzie réwna:

V= V()= - g

Droge przebyta w czasie t;, gdy na cialo dziala sita F i T, otrzymamy rozdziela-
jac zmienne, a nastgpnie catkujac rownanie (2):

X =l g2”t2 +C 4Gy, 3)

2m

gdzie: C; = 0. C, znajdziemy z warunku poczatkowego, ktory méwi, ze dla
t=0,x=0,skad C,=0.
Droga przebyta przez cialo w przedziale czasu (0, t;), bedzie wigc rowna:

F gu

W drugim okresie ruchu na cialo dziata tylko sita tarcia T. Roéwnanie dyna-
miczne ruchu ciala ma wtedy postac:

d?x
mX=m——=-mgy, 4
dt2 g]-l ( )

skad po scatkowaniu rownania (4) otrzymamy:

V(t)=(ji—:=-—gpt+Dl i x(t)= 2 ERy 4D t+D,. (5)



16 2. Rownania rozniczkowe ruchu punktu (zagadnienie odwrotne...)

State D; i D, obliczymy z warunkdéw poczatkowych (sq to koncowe warunki
kinematyczne dla pierwszego okresu ruchu), ktdére dla chwili t = t; s3 nastgpu-

jace:

, _8BH

F . F
m 2m

2
Wstawiajac powyzsze warunki w rownania (5) otrzymamy:

Ft 2
Dl:'—”—l—, DZ:—Ftl .
m 2m

Skad rownanie predkosci i drogi przyjmie postac:

V=2 = gut+ 11,
dt m

g“tanFtl t— B :
2m

X=x(t)=-

Ciatlo zatrzyma si¢ po czasie t;, gdy predkos¢ jego
a zaleznos¢ (7):

F
0=-gut, +—t,,
m

skad:
Ft,

1, = ———

mgp

(6)

(7
®)

jest réwna zeru,

€

Droge x, ktorg przebedzie cialo do momentu zatrzymania, obliczymy wstawia-

jac (9) w zaleznos¢ (8):

gu[ Ft, J2+Ft1 Ft, Fi}

x(t,) = —=—| —- ,
(t2) 2 \mgu m mgp 2m

czyli: x(t,)= —F—[L - l] 7.
2m{mgu
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Zadanie 5

Cialo zsuwa si¢ po gladkiej réwni pochylej m nachylonej pod katem o
do poziomu. W chwili poczatkowej nadano ciatu predko$é V, skierowang pod
katem B w stosunku do linii nachylenia réwni (rys. 5). Okresli¢ rownania ruchu
ciala w plaszczyznie nachylenia réwni.

Rys. 5

Rozwigzanie

Ruch punktu odbywa si¢ w plaszczyznie m réwni pochylej, dlatego przyj-
mujemy ukiad wspotrzednych Oxy lezacy w tej plaszczyznie.
W dowolnej chwili t na cialo dzialaja dwie sily: sita cigzkosci G skierowana
pionowo w dot (jak na rysunku 5) i reakcja normalna N plaszczyzny = skiero-
wana rownolegle do osi z, tj. prostopadle do ptaszczyzny .
Réwnanie dynamiczne ruchu w zapisie wektorowym ma postac:

ma=mg+N . (1)

Rzutujac wektory réwnania (1) na osie uktadu wspodtrzednych, otrzymamy dwa
skalarowe rownania rézniczkowe ruchu (ruch wzdtuz osi z nie odbywa sie):

mX=mgsina, my=0, (2)
skad po podzieleniu przez m:
X=gsina, y=0. (3)

Catkujac rownania (3) dostaniemy:
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x=gsinat+C,, y=D,, 4)

sin ott?
x=E

+C,;t+C,, y=D;t+D,. (5)

Warunki poczatkowe sa nastepujace, dlat = 0:
X=X,=0, y=y¥,=0;
% =%, = VycosB, §=7y,=V,sinp. ©)

Wstawiajac warunki poczatkowe do rownan (4) i (5), obliczamy stale catkowa-
nia, ktore sa rowne:

C,=V,cosp, D, =V,sinp, C,=0, D,=0,
skad, rownania ruchu:

2
x=V0tcosB+%~sma, (7)

y=V,tsinf. (8)

Rugujac czas t z rownan ruchu (7) i (8), poprzez wyznaczenie czasu t z rowna-
nia (8) i podstawienie go w réwnanie (7), otrzymamy rownanie paraboli, ktora
jest torem ciata (punktu materialnego):

g sino

XYY o VesinTp
0

Ruch punktu pod dziataniem sily zaleinej od czasu

Zadanie 6

Na punkt materialny o masie m = 2 g dziala pozioma sita F = 0,2 cos5t N,
ktora jest stale rownolegta do osi y (rys. 6). Okres$li¢ ruch punktu w ptaszczyznie
poziomej, jezeli w chwili poczatkowej predko$¢ punktu V, = 10 m/s jest prosto-
padia do sily F.
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Rozwigzanie

Sily dzialajace na punkt materialny to: sita F dzialajaca w ptaszczyznie
poziomej i rownolegta do osi y oraz sita cigzkosci G =m g prostopadta do tej
plaszczyzny. W réwnaniach rdézniczkowych ruchu sity G nie bierzemy pod
uwagg, gdyz jest ona prostopadta do pltaszczyzny, w ktérej odbywa si¢ ruch.
Ruch punktu wzdtuz osi z nie odbywa si¢, przyspieszenie rdwne jest zero.

Rys. 6

W takim przypadku réwnania rézniczkowe ruchu przyjma postac:

mX=0, my=0,2cos5t,
skad, po podstawieniu m = 0,002 kg, otrzymamy:

Xx=0, y=100cos5t. (1)
Calkujac dwa razy rownania (1) dostaniemy:

x=C,, y =20sin5t+D,, (2)
x=C,t+C,, y=—4cos5t+D,t+D,. 3)

Warunki poczatkowe sa nastepujace, dla t =0:
Xx=X,=0, y=y,=0, x=V,=10m/s, y=y,=0. 4)

Podstawiajac warunki poczatkowe w réwnania (2) i (3), dostaniemy:
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C, =10 m/s, D,=0, C;=0, D;=4m, (5)

skad po podstawieniu stalych catkowania w (3), otrzymamy réwnania ruchu
punktu:

x=10t m, y =4 (1—cos5t) m, (6)

a dalej, po wyrugowaniu czasu t dostaniemy rownanie toru:

y:4(1—cos—§—). (7)

Zadanie 7

Na punkt materialny o masie m = 2 kg, poruszajacy si¢ w plaszczyznie
pionowej, dziata sita F = 10 t+7 N, ktorej kierunek tworzy z poziomem kat
=30 (rys. 7). Okresli¢ predkoéé i polozenie punktu po uplywie czasu
t;=2s, jezeli w chwili poczatkowej punkt poruszat si¢ pionowo do gory
z predkoscia Vo = 10 m/s i znajdowal si¢ w punkcie A, o wspoirzednych
(0, 5) m.

ym

15 F
s
12.5 =30
10 G
7.5
Vo
Agt
2 q ] X m
Rys. 7

Rozwigzanie
Na punkt dziataja dwie sily: sita cigzkosci G i sita F zalezna od czasu.
Réwnania rézniczkowe ruchu punktu materialnego maja nastgpujaca postac:

mXx=Fcosa, my=Fsina -G, (1)
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lub po wstawieniu danych i przeksztatceniu:
iz—?(10t+7), Y=%(10t+7-4g). 2)

Calkujac dwukrotnie rownania (2) otrzymamy:

X=g(5t2+7t)+cl, y=:ll-(5t2+7t—4gt)+Dl, 3)
- _‘ﬁ_g-[gtf’ +;27-t2)+cl t+C,,
1i5 7 £
=—|=t3+—t2-2gt?)|+D, t+D,.
y 1 (3 > g )) 1 2
Warunki poczatkowe sa nastgpujace, dla t = 0 mamy:
X=X,=0, y=Y,=95m, (5)
x=%,=0, y=V, =10 m/s. 6)
Wstawiajac warunki poczatkowe w rownania (3) i (4), dostaniemy:
C|=0, C2=0, D1=10 m/s, D2=Sm. (7)
Po uwzglednieniu statych catkowania, réwnania (3) i (4) przyjma posta¢:
x=?(5t2+7t) m/s, y=%(5t2+7t—4gt)+10 m/s,  (8)
3 7
x:£ it3+—t2 m, y=l §t3+1t2—2gt)J+10t+5 m.  (9)
4 \3 b 4\3 2

Po uplywie czasu t = t;= 2 s, rzuty predkosci punktu na osie x i y beda rowne:

J3

x(t,)=V, =—ﬁ:-(5-22 +7-2)=14,8m/s, (10)

y(t) =V, =%(5-:>.2 +7-2-4-9,81-2)+10 = —1,] m/s, (11)
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a modut predkosci:

V(t)) =y VI+V] =149m/s.
Po uplywie czasu t = t; = 2 s wspdtrzedne potozenia punktu sg réwne:
a3

—-23+-7—-22]=11,8m,
4 \3 2

X =

yzi_(g.zu%.zz—2-9,81-2))+10-2+5=22,02m.

Ruch punktu pod dziataniem sily zaleinej od predkosci

Zadanie 8
Punkt materialny o masie m posiadajacy predkosé poczatkowa Vy, porusza

si¢ ruchem prostoliniowym (rys. 8). Na punkt dziata sita F=k W (k — stala)
przeciwnie skierowana do predkosci Vy. Znalez¢ czas t;, po ktorym zatrzyma
sie punkt oraz drogg.

Vs
? - ’
t=0 s=x({,) i t=t,

Rys. 8

o3 |

Rozwigzanie
Ruch punktu opisany jest rownaniem rézniczkowym ruchu:

mi=-kiV. (1)

W réwnaniu wystgpuje znak minus, poniewaz sita F ma zwrot przeciwny do
081 X.

Punkt porusza si¢ po proste] x, to przyspieszenie X =d%t 1 rownanie roz-
niczkowe przyjmie postag:

md—~—kJ— (2)
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Catkujac rownanie (2), przez rozdzielenie zmiennych, otrzymamy:

-%mV§=4ﬂ+CP 3)

Poniewaz, dlat =0, V=V,, to:
3 2

Podstawiajac C; w rownanie (3) otrzymamy:

3 : 3 i
—mVi=—mYV; -kt. 4
> ekl 4)
lub po przeksztatceniu:
2 2
Vi =V _Eﬁ_ (5)
3m

Dla czasu t;, predkos¢ punktu V = 0, skad po wstawieniu t; i V = 0 do rowna-
nia (5), dostaniemy:

g =My 6
ook ©)

ZnajdZzmy réwnanie ruchu punktu. W tym celu przeksztalcimy (5) do postaci:

dx : 2kt)
—=V=|V;-—|, 7
dt [“ 3m] A

skad po scatkowaniu otrzymamy:

3m(.: 2kt)?
x=—r| Vi =Z—| +C,. 8
5k(° 3m] ? ®)

Wstawiajac warunki poczatkowe, dla t = 0, x = 0, w réwnanie (8) otrzymamy:
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C,=—V;, 9)

(10)

Powyzsze rownanie okresla potozenie punktu na osi x w dowolnej chwili cza-
su t.

Wstawiajac t = t; otrzymamy drogg przebyta przez punkt do chwili zatrzymania
sig, ktora jest réwna:

3 3
s=|x(t1)l:5—:—V{f.

Zadanie 9

Punktowi materialnemu o masie m (rys. 9) znajdujacemu si¢ w polu sit
cigzkosci, nadano predkos¢ poczatkowa V, skierowang poziomo. Okreslié
rownania ruchu punktu materialnego, jezeli dziala na niego sita oporu F =k V
(k — stata).

Rys. 9

Rozwigzanie
Na punkt materialny dzialaja dwie sily: sila cigzkosci G =m g i sita opo-
ruF=-kV.
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Roéwnanie dynamiczne ruchu punktu w zapisie wektorowym ma postac:
ma=G+F. (1)
Rzutujac wektory z rownania (1) na osie uktadu wspoétrzednych otrzymamy:

m%=G, +F, =0-kV, =-kx

o _ _ " (2)
my=G,+F, =G-kV, =G-ky
lub:
dv dV
X=_kV,, m—-=mg-kV,. 3
dt * dt 5 J )
Jezeli w réwnaniach (3) rozdzielimy zmienne, to:
m dV
mdv"z—kdt, —t =t (4)
" mg-kV,
i po scatkowantu dostaniemy:
| m
mihV, =-kt+C,, ——l-c—ln(mg—kvy)zwD,. (5)
Warunki poczatkowe sg nastgpujace, dla t =0:
x=0, y=0, x=V_ =V, y=V,=0. (6)
Po wstawieniu warunkéw (6) w réwnania (5), otrzymamy:
C,=mhV,, m:-%mmg. (7
Réwnania (5), po podstawieniu statych catkowania C; i Dy, przyjma postaé:
m m
mInV, =-kt+minV,, —?ln(mg—kVy)=t--l-(—Inmg, (8)

lub:
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mz’;:—%, 1nmgr;zvy=—l::. 9)
Zamieniajac logarytm funkcja wykladnicza dostaniemy:

V, =V, e, v, =—r2k§(1—~e'§). (10)
Ponownie catkujac, z rownan (10) otrzymamy:

PR, L PR y=‘1gt+“l‘;ge-§+1)2. 1)

Podstawiajac warunki poczatkowe (6) w zaleznosci (11) wyznaczymy stalte C,
i D,, ktore sa rowne:

_Vom
k

C, A D, =- (12)

Stad rownania ruchu punktu materialnego w postaci parametryczne;j:

V m X kt
x=-0f1-et) y:.nﬁ[t_ze(l_e;) |
k k

k

Ruch punktu pod dzialaniem sily zaleinej od potozenia

Zadanie 10

Ciato o masie m przyczepiono do prawego konca sprezyny, ktéra w chwili
poczatkowej jest nie odksztalcona. Ciato otrzymalo w chwili poczatkowej
predkos¢ V, skierowang zgodnie z osia x. Zakladajac, ze o§ x pokrywa sig
z 0sig sprezyny i jest pozioma oraz zaniedbujac tarcie, znalezé maksymalne
przemieszczenie cigzaru w prawo. Sita oddzialywania sprezyny na cialo opisa-
na jest zaleznoscia F = ax+Bx’ (rys. 10), o, P — state.
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by ‘N
PNAAARANANLE v [T Ty=o
i | U ¢
I Y {/ 7 IIIILIIIY

t=0 X =" G

Rys. 10

Rozwigzanie

Réwnanie rézniczkowe ruchu ciata ma postaé:

m X =-F, (1)
lub

mX=-ax-px3. (2)
Aby rozwiazaé réwnanie rézniczkowe (2) zamienimy zmienne, po ktorych be-

dziemy calkowaé. W tym celu w réwnanie (2) podstawimy

. dvdx dx dVv dv ,
X=——=——=V —. Otrzymamy wéwczas:
dt dx dt dx dx

dv
mV—=-ax-px3, 3
] p 3)

skad po rozdzieleniu zmiennych dostaniemy:
mVdV=(-ax-px3)dx. (4)

Catkujac lewa i prawa stron¢ rownania (4) (catkujemy po zmiennej V i x, a nie
po czasie t), otrzymamy:

m—=-—xXx Zx4+C. (5)

W chwili poczatkowej t = 0, wspotrzedna potozenia ciala x = 0, a predkos¢ po-
czatkowa V = V,, skad po wstawieniu do rownania (5) tych warunkéw wyzna-
czymy stalg catkowania:
m V¢

5

C= (6)
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Po przeksztalceniach rownanie (5) przyjmie postac:
%2 By My, (7)
2 4 2

Dalej mozemy powtdrnie catkowaé przez rozdzielenie zmiennych i wowczas
otrzymamy réwnanie ruchu masy m. Jednak dla wyznaczenia Xy, postapimy
inaczej. W chwili, gdy cialo uzyska maksymalne przemieszczenie Xmax, jego
predkos¢ bedzie rowna zero (V= 0), stad z rownania (7) otrzymamy:

o B m
—2—xfm +Z X:lax =-2—V02 (8)

Po rozwiazaniu powyzszego roéwnania dwukwadratowego wzgledem Xp4 1 poO
odrzuceniu ujemnego pierwiastka otrzymamy:

a ja? 2mV§
an:J—E'f'Jpz‘i’ B g g (9)

Zadanie 11

Na punkt materialny A o masie m (rys.11) dzialaja dwie sily
F, =mk? AO,, F, =mk? AO, (k - stala). Znalez¢ rownanie ruchu punktu
oraz rownanie toru, jezeli w chwili poczatkowej predkosé punktu rowna jest Vj
i skierowana jest rownolegle do osi x, a AjO =0,0 = 0,0 = a (A, — polozenie
poczatkowe). Sile cigzkosci pominag.

Rozwigzanie
Na podstawie rysunku 11, mozemy wyznaczy¢ dtugosci AO,; i AO;:

A01=\/(a+x)2+y2, A02=J(a—x)2+y2,

Wowczas wartosci sit Fy 1 F, sg odpowiednio réwne:

K =mk2\/(a+x)2 +y? i F =mk2\/(a—x)2+y2 : (1)
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o, X
Rys. 11
Roéwnania rézniczkowe ruchu punktu majg postac:
mx=F, +F,, my=F,, +F,, (2)

gdzie: Fx, Fiy, Fax, F2y — odpowiednio, rzuty wektorow sit F; 1 Fo na osiex iy.
Rzuty te sa rowne:

E

x =-F cosa=-mk? (a+x), F, =-Fsina=-mk?y,

y

F,, =F, cosp=mk? (a—x), F,y =-F,sinf=-mk?y.
Po wstawieniu powyzszych zaleznosci w rownania (2) otrzymamy:

mXx=mk? (a-x)-mk? (a+x), my=-mk?y-mk?y, 3)
lub po podzieleniu przez m i uporzadkowaniu:

X+2k?x=0, y+2k?y=0, 4)
Oznaczmy o’ =2 k>, wowczas dostaniemy réwnania:

X+l x=0, J+02y=0. (5)
Rozwigzania roéwnan (5) bedziemy poszukiwali w postaci:

x=C,sinot+C, cosmt, y =D, sinot+D, coswt. 6)

Z warunk6w poczatkowych, ktore sg nastgpujace: dlat=0,x =01 x = V, oraz
y=ai y=0, a takze rownan (6) znajdziemy:
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Ci=—, C,=0, D, =0, D,=a. (7)
Po wstawieniu (7) do (6) otrzymamy nastepujace rownania ruchu:
V, .
X=—-smnowt, y=acosmwt,
(1)

a po podstawieniu o’ = 2 k*:

x =Y sin(/Zk ), y=acos (V2 kt). (8)

V2 k

Rugujac z rownan (8) czas, otrzymamy réwnanie toru, ktory jest elipsa o row-
naniu:

Y vy d 2
2k x +y -1
Vi a?

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Pocisk (punkt materialny) wystrzelono ze wzgérza o wysokosci
H = 150 m z predkoscia poczatkowa Vo= 700 m/s, pod katem a = 30° do po-
ziomu. Wyznaczy¢ zalezno$¢ predkosci od czasu, réwnania ruchu pocisku,
réwnanie toru, zasigg i wysoko$¢ rzutu. Oporu powietrza nie uwzgledniac.
Odpowiedz: V(t)=,/VZ +gt2-2g V, tsin30° , x = V, t cos 30°,
2 2

y=-8Y v, tsin300+H, y=—— 8%

2 2 V¢ cos? 30°

Z=43,515 km (zasigg), Y=18,881 km (wysokos$¢ rzutu)

+xtg30°+H,

Zadanie 2. Ciato o masie m = 2 kg porusza si¢ pod dziataniem niezaleznych od
siebie zmiennych st F =Fjcos2at N i F, =F, (1-2t) N, Fy=0,8N.
W chwili poczatkowej ciatlo bylo w stanie spoczynku i jego polozenie pokry-
wato si¢ z poczatkiem kiadu wspdlrzednych. Wyznaczyé réwnania ruchu
punktu oraz chwile czasu, w ktérych nastepuje zmiana znaku predkosci.
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Zmiana znaku moze wystapi¢ gdy predkosci x =01 y=0.
Odpowiedz: x=-0]15n"2cos2nt, y=013t2-2t%), x=0 dla
t=n/2+nns,n=1,23., y=0dla t=1s

Zadanie 3. Punkt materialny (pojazd) porusza si¢ z niewielka predkoscia pod
wptywem sily F=2kN, a jego opory ruchu okreslone s3 roéwnaniem
R =10"3m (2,5+0,5 V) N, gdzie masa m w kg, predkos¢ V w m/s. Obliczy¢,
po jakim czasie t; i w jakiej odleglosci s; na poziomym odcinku drogi, pojazd
osiagnie predkosc¢ 14,4 km/h. Masa catkowita pojazdu wynosi 20000 kg.

Odpowiedz: t =2000 In i
195

V) , t1(14,4) = 41,4 s,

195

s=3910* ln(1 ]—ZOOOV,SI(14,4)=83,19m

Zadanie 4. Na cialo o masie m wyrzucone pionowo do gory, dziata sita oporu
powietrza R=mgk? V? (m-masa, k —stata, V— predkos¢ ciata). Wyzna-
czy¢ na jaka wysokos¢ h wzniesie si¢ ciato i w jakim czasie osiagnie t¢ wyso-
kos¢, jezeli wyrzucono zostato ono z predkoscia poczatkowa V.

2 1-2
Odpowicds: t=.eu-ctg(k Vo)’ P _In 1+ Vg k?)
gk 2gk?

Zadanie 5. Z wysoko$ci hy= 10 km nad biegunem péinocnym, wyrzucono pionowo
w gore punkt materialny o masie m z prgdkoscia poczatkowa Vo= 720 km/h.
Uwzgledniajac prawo grawitacji, ktore mowi, ze sila przyciagania jest od-
wrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci poruszajacego si¢ punktu
od $rodka Ziemi i skierowana do jej srodka, wyznaczy¢ na jaka wysokos¢ h
wzniesie si¢ ciato nad powierzchni¢ kuli Ziemskiej. Oporu powietrza nie
uwzgledniaé. Sredni promien Ziemi wynosi R =6367 km, masa ziemi
M = 5,97 10* kg, stata grawitacji k = 66,73 10™* m’/kg-s’.
2Mk (R +hy)

(R+hy)(V2-V§H+2Mk

Odpowiedz: h = —R, h=12 km, dla kazdej masy

Zadanie 6. Na punkt materialny o masie m dziala sita przyciagania
F=k m/x*, ktora jest skierowana do punktu O (k —stala, x — odleglos¢ od
stalego punktu O). W chwili poczatkowej predkosé punktu byla réwna zero,
a odlegto$¢ masy m od punktu O wynosita hy.
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Wyznaczy¢ predkosé punktu, gdy odlegtos¢ masy m od punktu O zmniejszy
si¢ dwa razy.

3,74 vk
1,73 hy 4/h,

Odpowiedz: V =

2.2. Ruch punktu nieswobodnego

Zadanie 12

Dwa punkty materialne o masach m; i m,, potaczone niewazka linkg rozpo-
czynaja ruch po réwni pochylej o katach a i B z predkoscia poczatkowa V,
(rys. 12a). Wspolczynnik tarcia kinetycznego migdzy poszczegdlnymi masami
i powierzchnig réwni wynosi p. Po jakim czasie t, ich predkosci zwigksza si¢
dwukrotnie i w jakiej odlegtosci x;(t;) od polozenia poczatkowego masy m,?

Rys. 12

Rozwigzanie

Przyjeto my>m, i (my-m,) na tyle duze, aby pokonac tarcie spoczynkowe.
Na punkty o masach m; i m, dzialaja sily cigzkosci m;g i my g, sily reakcji
réwni, tarcia T} i T,, normalne N, i N,, oraz sily napigcia w lince S (rys. 12b).
Uktadamy réwnania dynamiczne ruchu, dla kazdej masy, przyjmujac osie
X i X, jak na rysunku:

m, X, =-m, gsina+S-T,, T,=puN,=m, pgcosa, (1)
r % 1 8 1 1 1K

m, X, =m, gsinf-S-T,, T,=pN,=m,pgcosp. (2)

Podstawiajac T, i T, do réwnan (1) i (2), oraz S z réwnania (2) do (1), po upo-
rzadkowaniu otrzymanego réwnania dostaniemy:
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X, = [(m, sinf—m, sina)—p (m, cosa+m, cosP)]. 3)
m, +m,

Catkujac dwa razy oraz wyznaczajac stale catkowania, ktore sg réwne C,= Vj,
Cy=0, otrzymamy nastgpujace wzory na okreslenie predkosci i przemieszcze-
nia mas:

X, = gt [(m, sinfB—m, sina)—p (m,; cosa+m, cosP)]+V, (4)
m, +m,
2
X, :—gt—[(m2 sinf—m, sina) —p (m, cosa+m, cosP)]+V, t (5)
2(m,+m,)

Podstawiajac w (4) x, =2V,, wyliczymy czas t;, po jakim predkosci mas
zwigksza si¢ dwukrotnie:

(m; +m,) V,

' g[(m, sinB-m, sina)—p (m, cosa+m, cosP)]

(6)

Odlegtos¢ xi(t;) od polozenia poczatkowego masy m; wyznaczymy podstawiajac
(6) w (5):

3 V¢ (m, +m,)
2 g[(m, sinp—m, sina)—p (m, coso.+m, cosB)]

X (t)) =

Zadanie 13

Punkt materialny o masie m porusza si¢ po okregu ABC o promieniu r,
ktéry lezy w plaszczyznie pionowej (rys. 13). Na punkt dziata przyciagajaca
do punktu C sita F=kp (k- stala) proporcjonalna do odleglosci od tego
punktu. Predkos¢ poczatkowa w punkcie A wynosi V= 0. Wyznaczy¢ reakcje
toru w funkcji kata .

Rozwigzanie

Na punkt materialny o masie m dzialajg sita cigzkosci m g, normalna N
isita przyciagajaca F (rys. 13). Roéwnania dynamiczne ruchu ulozymy we
wspoirzednych naturalnych na torze tn.
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Rys. 13

Réwnanie dynamiczne ruchu na kierunku stycznym t do toru ma posta¢:

ma, =mgcoscp+Fsin%

Sita F jest proporcjonalna do odlegtosci od punktu C 1 okresla ja zalezno$é:

F=kp=2krcos£§.

Wstawiajac (2) w (1) dostaniemy:

ma,=mgcos@+krsing.

dV _dV dp _dV

W miejsce a, w (3) podstawimy a., = =
! G)p 4 dt de dt

Vdv =—r-(mgcoscp+k rsing)de.
m
Po scatkowaniu powyzszego rownania otrzymamy:

V2 : k r?
—=rgsing———cos@+C.
2 m

de

(1)
(2)
(3)
®= &) X, skad:
de r
4)
(5)

Z warunkéw poczatkowych dla t = 0, Vo= 0, ¢ = 0, okreslimy stalg catkowania:

k r2

C =——. Po podstawieniu statej catkowania C do wzoru (5) i przeksztatceniu

m
otrzymamy wzor na pre¢dkosé punktu:
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V=‘/2r[gsin(p—-—l-(—-r~(005(p—l)]. (6)
m
Réwnanie dynamiczne ruchu na kierunku normalnym n do toru ma postac¢:
¢

ma, =N—mgsin<p+FcosE=N-mgsin(p+2krcosz-(zg,

skad z uwzglednieniem zaleznosci (6) wyznaczymy site normalng N:

m V? 522

N= +mgsing—-2krco 2=3mgsin(p—3kr(c05(p—%).

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Wyznaczy¢ rownanie parametryczne ruchu punktu materialnego
w funkcji predkosci, jezeli porusza si¢ on do gory po chropowatej réwni pochytej
o wspolczynniku tarcia kinetycznego p i kacie nachylenia a. Opér ruchu jest
proporcjonalny do masy m i kwadratu predkosci, R=k m V*. Warunki poczatko-
we dlat=0 wynosza x =0, V=1V,.

1 ., kVi+g(sina+pcosa)

Odpowiedz: x(V) = In -
2k kV?+g(sina+pcosa)

Zadanie 2. Wyznaczy¢ kat @, okreslajacy punkt oderwania si¢ masy m
od gladkiej powierzchni walcowej o promieniu r (reakcja normalna réwni
w tym punkcie rowna jest zero), jezeli puszczono ja z wierzchotka tej po-
wierzchni z predkoscig poczatkowa V. Na punkt dziata sita cigzkosci m g pio-
nowo w dot.

V2
Odpowiedz: @, = arc [cos % 2+
gr
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3. Ogolne zasady dynamiki

3.1. Zasada d’Alemberta

Zadanie 14
Samolot w czasie startu porusza si¢ ruchem postgpowym prostoliniowym

ze stalym przyspieszeniem a, tworzacym z poziomem kat B. Znalezé wartos¢
przyspieszenia a samolotu, jezeli wiadomo, ze ni¢ OA wahadta matematyczne-
go znajdujacego si¢ w samolocie odchyla si¢ od pionu o kat a. Znalez¢ rowniez
napigcie nici (rys. 14). Masa wahadla réwna jest m.

Rys. 14

Rozwigzanie

Na mas¢ m wahadla (punkt A) dziala sita cigzko$ci G = m g, reakcja nici
S (sita napigcia nici) oraz sita bezwladnosci B = m a, posiadajaca kierunek
przyspieszenia a, lecz przeciwny zwrot.
Z zasady d’Alemberta, ktora méwi, ze w czasie ruchu punktu materialnego sity
rzeczywiste dzialajace na punkt réwnowaza si¢ w kazdej chwili z sitami bez-
wiladnosci tego punktu, wynika réwnanie wektorowe:

B+G+S=ma+mg+S=0, (1)
ktorego rownania rzutéw na osie uktadu wspoirzednych x iy sa:

Ssina-macosf=0, mg+masinf-Scosa=0. (2)
Z réwnan (2) wyznaczymy przyspieszenie a i sil¢ napigcia nici S:

_ gsina g m g cos 3
cos (a+B) cos (@ +PB)
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Zadanie 15
Ruch punktu materialnego o masie m od pewnej chwili odbywa si¢ po
okregu o promieniu r zgodnie z réwnaniem s=b+2rint, gdzie b — stala

(rys. 15). Okresli¢ sit¢ F wywolujaca ruch jako funkcjg czasu t.

Rys. 15

Rozwigzanie

Na punkt materialny dziata sita F, ktérej rzuty na osie ruchomego 1 i n
uktadu wspéirzednych, poruszajacego sie wraz z punktem A, sa rowne F; i F,
oraz sita bezwtadno$ci B o skladowej stycznej B, i normalnej B,.
Z zasady d’Alemberta otrzymamy:

F.-B, =0, F,-B, =0. (1)
Poniewaz ruch opisany jest w naturalnym uktadzie wspotrzgdnych to:

d2s d?(b+2rint)  2mr
B,=ma,=m =m =— s
dt? dt t2

VZ ms? 4mr

)

r r t2

Podstawiajac wzory (2) w réwnania (1), wynikajace z zasady d’Alemberta, do-
staniemy:

2mr
t2

_4mr
_tz_

E =

T

; F

n

3)
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Szukana catkowita warto$¢ sity F bedzie:

o fgE . 2mr5
T n t2 *

Zadanie 16

Kulka o masie m znajduje si¢ na koncu niewazkiego preta AD, przegubowo
zamocowanego w punkcie D. Kulke podtrzymuje sprgzysta ni¢ AC o wspdl-
czynniku sztywnosci k, ktorej drugi koniec umocowany jest w punkcie C. Kulka
wraz z nicig i pretem obraca si¢ ze stala predkoscia katowa ® wokot pionowej
osi. Znalez¢ zalezno$¢ miedzy katem o a predkoscig katowa o obrotu kulki
z pretem AD. Obliczy¢ site S wystepujaca w precie AD. Przyjaé AD = CD = L.
Mase preta pominaé. Dla o = 0 nitka nie jest napigta (rys. 16).

Rys. 16

Rozwigzanie

Na kulke dzialaja nastepujace sily: sita cigzkosci G, sila sprezystosci nici F,
sita wystepujaca w precie S (oddziatywania preta na kulke) oraz odsrodkowa sita
bezwladnosci B = m a . Trojkat ADC jest trojkatem réwnoramiennym.
Zgodnie z zasada d’Alemberta, dla punktu A napiszemy wektorowe rownanie
réwnowagi sit:

G+B+F+S=0, (1)

ktérego rownania rzutéw na osie uktadu wspotrzednych x iy sa:
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ma, —F cos%+Ssina=0, -mg+ma, +Fsin%+Scosa =0. (2)

Z rysunku 16a i b wynika, ze a, = a, , ay = 0 (ruch wzdluz osi y nie odby-
wa sig).
Sila sprezystosci nici jest rowna:

F:k.Ac:szsmi‘zi, 3)

1 skierowana wzdluz AC.
Poniewaz kulka A obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o wokoét punktu H to:

a, =a, =0’ AH=0? Lsina. (4)

Wstawiajac a,= 0 oraz (3) i (4) w (2), otrzymamy uktad réwnan:
mm2Lsina—2kLsin%cos%+Ssina=0, 5)
—mg+2kLsin2%+Scosa=O. (6)

Podstawiajac w rownanie (5), 2 sin(a/2)-cos(a/2) = sina 1 dzielac je przez sina
(sina # 0 ), otrzymamy wzor na poszukiwang site¢ S wystepujaca w precie:

S=L (k-m n?). (7)

00 l—cosa

Po wstawieniu do (6), wzoru (7) oraz sin i oraz po odpowiednich

przeksztalceniach wyznaczymy szukang predkos$¢ katowa, ktdra jest rowna:

kL-mg
0= |[————.
m L cosa
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadania 1. Dwie masy m;= 100 kg, m,= 300 kg zaczynaja ruch z polozenia
spoczynkowego i poruszajq si¢ dalej jak na rysunku ponizej. Wyznaczy¢ przy-
spieszenia a, i a; mas oraz sily napigcia w linkach. Tarcia oraz cigzaru linki
i bloczkéw nie uwzgledniaé. Przyjaé¢ x, =2 x,, oraz wynikajaca z tego zalez-

nos¢ X, =2X,.

. .. o 2
rrﬁj_:l\ Odpowiedz: a, =X, =8,4 m/s’,
a, =%, =4,2 m/s’,

S;=840 N, S,= 1680 N

Zadanie 2. Wyznaczy¢ przyspieszenie styczne, normalne i pregdkos¢ masy m
wahadta matematycznego. Wahadlo wykonuje ruch w plaszczyznie pionowe;,
dtugos¢ niewazkiej linki wynosi 2 m, a kat wychylenia 30°.

Odpowiedz: a,= 4,9 m/s’, a,= 16,03 m/s, V = 5,66 m/s

Zadanie 3. Przy jakiej predkosci samochodu, na zakrecie o promieniu
r = 150 m, reakcja jezdni na samochdd bedzie prostopadta do podioza. Kat po-
chylenia jezdni wynosi o= 18°. Czy predkos¢ zalezy od masy poruszajacego
sie samochodu?

Odpowiedz: V = 78,7 km/h

2.2. Zasada pedu i kretu

Zadanie 17

Po réwni pochylej tworzacej z poziomem kat a = 30° zsuwa sig ciato, kté-
rego predkos¢ poczatkowa réwna byla zero (rys. 17). Obliczy¢ czas, w ciagu
ktérego cialo przebedzie droge s = 100 m, jezeli wspotczynnik tarcia kinetycz-
nego p = 0,15.
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Rys. 17

Rozwigzanie

Do rozwigzania zadania zastosujemy twierdzenie o przyroscie pedu, ktore
mowi, ze przyrost geometryczny pedu punktu materialnego w pewnym prze-
dziale czasu (t,, t;) rowna si¢ impulsowi sit (popedowi sit) dziatajacych w tym
przedziale czasu na ten punkt. Powyzsza zasade mozemy zapisaé w postaci
wektorowej:

tﬂ
mV, -mV, = ."F dt, (1)
t

1]

lub w postaci analitycznej (ruch jest prostoliniowy wzdtuz osi x):

tﬂ
mV, -mV, = Ith. @)
t

0

Ped w chwili poczatkowej jest rowny:
py=mV, =0, (3)
poniewaz dla ty = 0, Vto =},

Impuls sity F = Gx — T (rys. 17), dzialajacy na cialo w przedziale czasu
t,—t,=t:

tI‘.I.
S, = Ith:(Gx -T)t=(Gsing—-Gpcosp)t=mg(sing—pcos)t, (4)

to
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gdyz rzut wektora sity G na o$ x oraz sita T majaca kierunek tejze osi, sg nie-
Zmienne w czasie.

Podstawiajac ped w chwili poczatkowej i koficowej, oraz impuls sity do zalez-
nosci (2), otrzymamy:

mV, =mg(sing—pcosg)t, &)
skad po uwzglednieniu V, =X dostaniemy:

X=g(sing—pcosQ)t. (6)

Catkujac powyzsze rownanie otrzymamy drogg, ktéra jest rowna:

: gt?
x=(sm(p—ucosq))——2—+C. (7)

Uwzgledniajac warunki poczatkowe (dla t = 0, x = 0) wyznaczymy stala C = 0
i dalej czas, w ciagu ktdrego ciato przebedzie droge x =s = 100 m:

o 2:s 2-100

= = =35s.
g(sinp—pcosp)t 9,81(sin30°-0,15cos30°)

Zadanie 18

Predkos¢ statku o wypornosci m = 25000 t w ciggu t = 60 s po wylaczeniu
napedu zmniejszyta si¢ 0 AV = 3 m/s. Znalez¢ srednia sit¢ oporu wody R. Przy-
jac, ze statek porusza si¢ ruchem prostoliniowym.

S S
. t=0 vtzt"-toR ,=60s
—— ——

1 AV=IaVI=lv,-v] 2

S S S S S S S SSSSSSSS S SS

Rys. 18

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia o przyroscie pedu:
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ln
mV, -mV, = [Rdt. (1)

Ly

Poniewaz statek porusza si¢ ruchem prostoliniowym (wzdtuz osi x) i sita oporu
R jest stata, to mozeny napisac:

m(V,-V,)= ]'R dt, 2)

to

tﬂ
gdzie: V, -V, =AV, a J’Rdt =R(t,-t,)=Rt, skad:
tO

R:mtAV. 3)

AV =V, -V, =-3 m/s, poniewaz nastapito zmniejszenie pr¢dkosci.
Po wstawieniu danych otrzymamy:

R =-1250 kN.

Zadanie 19

Dwa ciala 0 masach m; 1 m;, poruszaja si¢ wzdtuz jednej prostej, pierwsze
z predkoscia V), = 3 m/s, a drugie z V, = 8 m/s (rys. 19). W pewnej chwili ciata
zderzyly si¢ 1 zaczely poruszaé sig¢ razem z predkoscia V = 6 m/s. Obliczy¢ sto-
sunek mas tych ciat.

m, m, m,+m,

Rys. 19

Rozwigzanie

Do rozwiazania zadania zastosujemy zasad¢ zachowania pedu, ktéra mo-
wi, ze jezeli na ukltad punktéw materialnych dziata samozréwnowazony uktad
sil, to ped jest wartoscia stala. Z powyzszego wynika, ze suma pedow dwdch
ciat przed zderzeniem jest rowna pedowi tych cial po zderzeniu, co zapiszemy
W postaci:
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m, V,+m, V, =(m, +m,) V =const .
Przeksztalcajac powyzsza zalezno$é dostaniemy:

m V-V
m, (V,-V)=m, (V-V,), skad ml :V \12’-’
2 ™

podstawiajac dane otrzymamy:

m _6-3_3
m, 8-6 2
Zadanie 20

Kulka o masie m znajduje si¢ na gladkiej poziomej plaszczyznie (rys. 20).
Do konca niewazkiej i nierozciagliwej nici przywiazana jest kulka. Ni¢ przecho-
dzi przez otwér O. Kulka wceiagana jest do otworu za pomoca nici z stala predko-
$ciag Vc. W chwili poczatkowej, gdy kulka znajduje si¢ w odleglosci OAp = R
od otworu O, nadano jej dodatkowa predkosé¢ V, prostopadle skierowana do nici
OA,. Okresli¢ dalszy ruch kulki.

z)
r \'}
< _ V.
Pp=0 < S
O ¢
R
Ve
Rys. 20

Rozwigzanie

Potozenie kulki A na ptaszczyznie okreslimy we wspoirzednych bieguno-
wych (r, ¢). Na kulke dziataja trzy sily: sila cigzkosci G, reakcja plaszczyzny N
i reakcja nici S. Moment kazdej z tych sit wzgledem osi zrowny jest zeru,
w zwiazku z tym suma momentéw tych sik:
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> M, =0.

Z teorii kretu wiadomo, ze:

dk, B
dt =M, =0,

€O oznacza, ze K, =const .

Powyzszy zapis wyraza nam zasade zachowania kretu, ktéra méwi, ze moment
wzgledem dowolnego bieguna wypadkowej sit dzialajacych na punkt material-
ny jest rowny zeru, gdy kret punktu materialnego wyznaczony wzgledem tegoz
bieguna jest staty.

ZnajdZzmy zalezno$¢ promienia r w funkcji czasu t. Poniewaz ni¢ jest wciggana
z predkoscig Ve = const, tor =R — V¢ t.

Dla znalezienia kata ¢ w funkcji czasu t wykorzystamy, wyzej przedstawiona,
zasadg zachowania kretu (K, = const ).

Kret kulki, inaczej moment pedu, wzgledem osi z w chwili t = 0 jest rowny:
K,=m VyR,

a w dowolnej chwili t:
K;=mVr=mV(R-Vct).

Predkos¢ kulki jest rowna:
V=r¢=R-V. )¢, (1)

gdzie: ¢ — jest predko$cia katowa kulki.
Poniewaz K, = const dla dowolnej chwili czasu, to:

mVoR=mV(R-Vct), (2)
a po wstawieniu wzoru (1) w (2) i przeksztatceniach dostaniemy:

RV,

Calkujac powyzsze wyrazenie otrzymamy:
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RV,
(R-V¢ 1) V¢

¢ 3)

Stala catkowania C okreslimy z warunkéw poczatkowych, z ktdrych wynika,
zedlat=0, p=¢, =0, skad:

=,
Ve

Po podstawieniu statej catkowania C w (3) i odpowiednich przeksztalceniach,
otrzymamy zalezno$¢ zmiany kata ¢ w czasie t:

R-V.t

P

Druga wspotrzedna jest réwna:r =R -V t.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Samochéd o masie m = 1500 kg jedzie w dot z predkoscia
V=72 km/h po drodze nachylonej pod katem o = 5° do poziomu. W pewnym
momencie zaczyna hamowaé sita F = 4500 N. Wyznaczy¢ czas potrzebny
do zatrzymania samochodu.

Odpowiedz: t = 9,32 s

Zadanie 2. Pitka tenisowa o masie m = 0,1 kg w chwili uderzenia miata pred-
kos¢ V=25 m/s. W pewnej chwili zostata uderzona tak, ze zaczgla si¢ poru-
sza¢ z predkoscia Vo= 36 m/s w przeciwng strong pod katem o = 40° do po-
przedniego kierunku ruchu. Czas trwania uderzenia wynosit t = 0,015 s. Wy-
znaczy¢ sit¢ F uderzenia i jej kierunek ¢ wzgledem poczatkowego kierunku ru-
chu pitki (kat pod jakim nalezato uderzy¢ pitkg).

Odpowiedz: F = 358,7 N, ¢ = 25° 30’

Zadanie 3. Punkt materialny porusza si¢ pod dzialaniem sily centralnej. Wy-
znaczy¢ predkosé V, punktu znajdujacego si¢ w miejscu toru najbardziej odda-
lonym od srodka, jezeli predkos¢ punktu w miejscu najblizszym srodka wynosi
V1= 72 m/s.
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Promien r, w potozeniu drugim byt 8 razy wigkszy od promienia r; w potoze-
niu poczatkowym punktu.

Odpowiedz: V,= 9 m/s

3.3. Zasada réwnowaznosci energii kinetycznej i pracy

Zadanie. 21

Jaka predko$é osiagnie ciato o masie 3 kg (ciato traktujemy jako punkt ma-
terialny) po przebyciu drogi s = 3 m liczonej wzdluz tworzacej réwni, jezeli po-
rusza si¢ ono pod dzialaniem sity F = 50 N. Réwnia nachylona jest pod katem
a = 60° do poziomu. Predkos¢ poczatkowa ciata V, = 10 m/s, wspdtczynnik tar-
cia kinetycznego p = 0,2.

Rozwigzanie

Do wyznaczenia predkosci V; (rys. 21) wykorzystamy zasad¢ rownowaz-
nosci energii kinetycznej i pracy (twierdzenie o energii kinetycznej), z ktorej
wynika, ze przyrost energii kinetycznej punktu materialnego w skonczonym
przedziale czasu rowny jest sumie prac, ktére wykonaly w tym czasie wszyst-
kie sily dziatajace na ten punkt. Z powyzszego wynika:

E, -E, =L, (1)

gdzie: E, ,E, — energia kinetyczna ciata w polozeniu 1 i 2, L — praca wykona-

na przez wszystkie sily dzialajace na punkt przy przejsciu ciata z poloze-
nia 1 do 2.
Energia kinetyczna, odpowiednio w potozeniu 1 i 2 wynosi:
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2 2
_mV; E, :sz, 2

E
% ;] : .

gdzie: V, jest poszukiwang predkoscia.

Okreslimy prace poszczegolnych sit. Na cialo dzialaja nastgpujace sily: sita
cigzkosci G = mg, sita zewngtrzna czynna F, sila tarcia T = p N, sila normal-
na N. Praca calkowita tych sit:

L=Lg+Lp+Lr+Ly, (3)
gdzie: Lg, Lp, L, Ly — odpowiednio, praca sily cigzkosci, sity zewnetrznej, tarcia

1 normalne;.
Prace poszczegodlnych sit okreslimy:

L;=-mgh, h=ssina, 4)
L, =Fs, (5)
L; =-Ts=-uNs, N=mgcosa, (6)
Ly=0.

Praca Lg, Lt jest ujemna, poniewaz sily sa przeciwnie skierowane do ruchu.
Praca sily normalnej N jest rowna zeru, gdyz jest ona prostopadla do prze-
mieszczenia s (L, = N's cosg, @ =90° cos 90° = 0).

Podstawiajac (2) i (4) — (6) do (1), otrzymamy:

mV}? mV?

5 = =-mgssina+Fs-mgspcosa,

skad po przeksztatceniach dostaniemy:

v, =‘/‘V,2 +2£~S——2gs(sina—pcosoc),
m

v, =J102 +2 -5(;—.3—2-9,81-3 (sin 60° - 0,2 cos60°) =15,6 m/s.
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Zadanie. 22

Belka dwustronnie podparta ugina si¢ 0 A = 3 mm pod wplywem cigzaru
ciala o masie m przylozonego w polowie jej dlugosci. Obliczyé najwigksze
ugigcie belki w polowie jej dlugosci, jezeli belka obciazana jest w nastgpujacy
sposob:

a) na belk¢ polozono cialo w polowie jej dhugosci i puszczono je bez

predkosci poczatkowe;;

b) cialo spada bez predkosci poczatkowej z wysokosci h = 0,15 m na

srodek nie ugigtej belki?

a) b)
V=0 [ ]
m V,=0 h
R S
777777 777777
Rys. 22
Rozwigzanie

Belke bedziemy traktowaé jak sprezyng o wspolczynniku sprezystosci

G mg mg N s w  w s _—y
k=—= - —. Na belke, po zetknigciu sie ciata z belka, dziata

A A 0003 m & P €C € 4 Ja
dwie sity, sifa cigzkosci G =m g i sifa sprezystosci belki S=k x.

Z zasady rownowaznosci energii kinetycznej i pracy wynika:

EKz —EKI =L. (])

W przypadku a) i b) predkos¢ ciala na poczatku ruchu 1 na koncu jest rowna ze-
ru, stad energie kinetyczne ciata w polozeniu poczatkowym i koncowym réw-
niez réwne sa zero. Z powyzszego wynika, ze suma prac sily cigzkosci i sily
spregzystosci jest rowna zeru.

Praca sily cigzkosci i sily sprezystosci w przypadku (a), odpowiednio jest réw-
na:

Lo=mgx, L = —% k x2  (patrz rys. 22a), (2)

gdzie: x jest ugigciem belki w potozeniu koncowy.
Podstawiajac wzor na wspotczynnik sprezystosci k i wzory na prace (2) w (1)
otrzymamy:
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l mg
L+Lg=mgx+|——- x? =0,
Gris=lls ( 2 0,003 )

skad: x = 6 mm.
W przypadku (b), odpowiednio, mamy:

L; =mg(h+Xx), L = -—;—k x?  (patrz rys. 22b).

Podstawiajac k i prace (3) w (1) otrzymamy:
Lg+Lg =mg(h+x)+[—%k xz]zo,

skad po przeksztalceniach dostaniemy réwnanie kwadratowe:

x%-0,006 x-0,006h =0,

3)

rozwigzaniem, ktdrego jest poszukiwane maksymalne przemieszczenie x = 3,3 cm.

Zadanie. 23

Na koncach dwoéch niewazkich pretéw o dtugosciach 1; 1 I, potaczonych
pod katem prostym jak na rysunku 23a, umocowano dwie masy m; i m,. Prety
moga obracaé si¢ w plaszczyznie pionowej dokota poziomej osi O przechodza-
cej przez ich konce. Wyznaczy¢ predkos¢ katowa pretow oraz predkosci linio-
we mas jako funkcje kata obrotu ¢, jezeli prety zostaly puszczone bez predko-

$ci poczatkowej i pret 1 zaymowal polozenie poziome, a pret 2 pionowe.

l, m

Rys. 23
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Rozwigzanie
Z twierdzenia o energii kinetycznej wynika:

EKH —EK[ =L. (1)

Energia kinetyczna odpowiednio w potozeniu I-szym i dowolnym II-gim wy-
nost:

2 2
_m Vv +m2V2

E,, =0, By, == L

1

; (2)

gdzie: V,, V, predkosci mas w drugim potozeniu pretéw (rys. 23b).

Na prety dzialaja nastgpujace sily czynne: sily cigzkosci mas G,=m, g,
G, =m, g i sily reakcji w punkcie O. Prac¢ wykonuja sily cigzkosci, nato-
miast praca sit reakcji jest rowna zero. Tak, wigc praca sit bedzie rowna:

L=m,gh -m,gh,,

a po uwzglednieniu h, =1, sing i h,=1,-1, cosp =1, (I-cos ), otrzyma-
my:

L=m, gl sing—m, gl, (1-coso). (3)
Podstawiajac (2) i (3) w (1) dostaniemy:

2 2
m, V; +m2 Vi

5 5 =m, gl,sing-m, gl, (1-coso).

Predkosci katowe pretow sa takie same, wige V, =, i V, =al,, stad:
m, o’ I? L m, 0?13
2 2

Przeksztalcajac (4), otrzymamy p