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PRZEDMOWA

Treść niniejszego skryptu jest zgodna z programem nauczania na Wydziale
Mechanicznym Politechniki Koszalińskiej. Przeznaczony jest dla studentów studiów
dziennych, wieczorowych i zaocznych. Przedstawiony w skrypcie zakres mechaniki
jest komplementarny z wymaganiami programowymi różnych kierunków na wydziale.
Ze względu na zróżnicowany stopień trudności rozwiązywania zadań skrypt może być
stosowany do opanowania i utrwalenia niezbędnej wiedzy z mechaniki na innych
wydziałach, gdzie wykładana jest mechanika. Wiedza uzyskana przez studentów
na wykładach z matematyki w zakresie minimów programowych dla kierunków
prowadzonych na wydziałach mechanicznych, jest wystarczająca dla opanowania
materiału przedstawionego w skrypcie.

Zaprezentowane podejście do zagadnień dynamicznych z podkreśleniem metod
układania i rozwiązywania równań dynamicznych (różniczkowych) ruchu i ich
interpretacji fizycznej, a także ogólnych zasad dynamiki punktu i bryły daje
studentowi, a także szerszemu kręgowi czytelników możliwość poznania mechaniki
i jej stosowania w praktyce inżynierskiej. Skrypt powinien ułatwić rozwiązywanie
szczegółowych problemów inżynierskich ze względu na zastosowaną w każdym
zadaniu formę i tok rozwiązania. Dla poszczególnych specjalności skrypt może być
pierwszym podręcznikiem dającym podstawy do rozwiązywania zagadnień
szczegółowych danej specjalności - zagadnień specjalistycznych. Forma postawienia
każdego zadania i tok jego rozwiązania polega na przedstawieniu, każdego zadania
wpostaci mini wykładu w powiązaniu z obrazującym przykład szkicem,
a w rozwiązaniu - oprócz toku kolejnych niezbędnych wzorów, zamieszczono
wyjaśnienia słowne uzasadniające przyjętą koncepcję uzyskania wyniku. Takie
przedstawienie materiału w skrypcie stało się nie tylko zestawem zadań i ich
rozwiązań, ale także - skondensowanym wykładem ilustrującym kolejne zadania.

Schemat rozwiązania zadań w poszczególnych rozdziałach i podrozdziałach jest
następujący. Na początku rozwiązania przytacza się wszystkie siły, momenty itp.,
oddziaływujące na punkt materialny lub bryłę. Dalej, W zwartej formie przytacza się
„regułę”, z której w dalszym toku rozwiązywania zadań korzysta się. Następnie
poprzez analizę oddziaływań fizycznych tworzy się niezbędne związki i równania
matematyczne w powiązaniu z przytoczoną „regułą”, które w dalszej kolejności
są rozwiązywane. W każdym podrozdziale oprócz zadań rozwiązanych są przytoczone
zadania do samodzielnego rozwiązania przez studenta z odpowiedziami rozwiązań.

Autor pracy pragnąłby, aby założony cel napisania skryptu, jakim jest podanie
w zwartej formie i uporządkowanej od strony sposobu przedstawienia i podstaw
teoretycznych oraz metodyki rozwiązywania zadań z mechaniki został osiągnięty,
a jego realizacja w postaci wydania książkowego przyczyniła się do szybszego
i łatwiejszego poznania przez studentów korzystających ze skryptu niełatwej dziedziny
wiedzy, jaką jest mechanika.
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I. DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

1. Obliczanie sił w zadanym ruchu punktu
(zagadnienie proste dynamiki)

Zadanie 1
Ciało (rozpatrujemy jako punkt materialny C) o masie m = 2 kg porusza

się po linii prostej (rys. 1). Położenie punktu na prostej określa równanie ruchu
x = -2t3 -4t2 + 6t -3, gdzie x w metrach, a czas t w sekundach. Wyznaczyć
wielkość siły działającej na punkt jako funkcję czasu oraz wartość, kierunek
i zwrot siły W chwili ti = 3 s.

0 m V 3 t1=3SFjj-6| <_._|-._q._ _
Í¬__í,iX x

Rys. I

Rozwiązanie
Prędkość V i przyspieszenie a punktu materialnego w dowolnej chwili cza-

su t jest:

V=x=ŜX-=-6t2-8t+6,
dt

a=x=-q\l=-l2t-8.
dt

Siła F wywołująca ruch punktu, zgodnie z II-gim prawem Newtona, jest okre-
ślona zależnością:

F=mi¿=m(-12t-8).

W chwili t, = 3 s , współrzędna położenia punktu x = -75 m, wartość prędkości
V = -72 m/s , przyspieszenia a = -44 m/sz, siły F = -88 N. Kierunek siły F jest
zgodny z kierunkiem osi x, natomiast zwrot jej jest przeciwny do zwrotu
tej osi.



1. Obliczanie sił w zadanym ruchu punktu (zagadnienie proste...)

Zadanie 2
Punkt materialny o masie m = 0,2 kg porusza się w płaszczyźnie Oxy

(rys. 2) zgodnie z równaniami ruchu danymi w postaci parametrycznej:
x = 3sin 21rt , y = Scos 21rt , x, y w metrach, a czas t W sekundach. Wyznaczyć
siłę wywołującą ruch punktu W funkcji czasu oraz dla t| = 0,6 s jej wartość.

vimi 5 Yimi 5
Ą-

m _

V(t) _ .

-InI ~‹__]'_-3

Ń
-O!O

'3 M51 -3 'Ĺ 2 Í 3×l‹71
F

`

| -'
v(i,) *lilia

°°- .-4,0
t, = 0,6 s _

Rys. 2

Rozwiązanie
Ruch punktu odbywa się po torze eliptycznym (rys. 2) o równaniu:

+ 1,
32 52

i dla chwili ti = 0,6 s współrzędne położenia punktu są równe:

X = 3 sin zm, = 3 sin(21z - 0,6)= -1,76 m,
y = 5 zoszm, = 5 ‹=‹›s(2zz -0,6)= -4.04 m _

Składowe prędkości i przyspieszenia punktu materialnego W dowolnej chwili
czasu t określimy różniczkując równania ruchu:

Vx=x=Ŝ)í=61rcos21rt, Vy=ý=dl=-10nsin21rt,
dt dt

dV
ax=i¿=íYi=-l21r2sin21ct, ay=ý=-Å=-20n2cos21rt.

dt dt
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Dla tl = 0,6 s wartości prędkości i przyspieszenia punktu materialnego wyno-
szą: VX =-15,2 m/s, Vy =18,5 m/s, ax =69,6 m/sz, ay =l59,7 m/s2,
stąd prędkość i przyspieszenie punktu:

v(1,) = ,/V3 + V; =,/(-15,2)2 +18,52 = 23,9 m/s,

a(1,) = \/az +aş = ,/69,62 +159,72 = 174,2 m/S2.

Wartości składowych siły F dla t = ti Wywołującej ruch punktu są równe:

FX = mx =0,2-69,6 =13,9N, Fy = mý =0,2~159,7 =31,9N ,

skąd wartość siły F:

Fz,/1=,3+1=ş =\/13,92 +31,92 =34,8N.

Kierunek wektora siły F jest nachylony do osi x pod kątem 01, który określimy
z zależności (patrz rysunek 2):

cosot = Fl= E2 = 0,4 , skąd 01 = 66,4° = 66°27'.
F 34,8

Zadanie 3
Punkt materialny o masie m =0,5 kg porusza się po okręgu (rys. 3)

o promieniu r = 0,3 m. Współrzędna łukowa położenia punktu na torze okre-
ślona jest zależnością s = 4 +0,3 (tz +3t)m. Wyznaczyć wartość siły działają-
cej na punkt w funkcji czasu i chwili ti = 1,2 s.

Rozwiązanie
Na punkt działa siła F, której składowe, styczna F, i normalna F„, są od-

powiednio równe:

F,=ma,, F„=ma„,

gdzie: a,, a„, odpowiednio, przyspieszenie styczne i normalne punktu material-
nego.
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t,,=0,s,,=4m

s

ś=o

W...t,=
s,=

±L

f_;'|l\JU10! _.Ł IQ 3 _:TI

Rys. 3

Przyspieszenia te dla dowolnej chwili czasu są równe:

2 2
a,=`s`=í\Ĺ=0,6m/sz, a„=L=§-.

dt r r

Położenie punktu materialnego (rys. 3) na torze jest określone współrzędną
łukową s, odmierzaną wzdłuż toru i dla chwili ti = 1,2 s Współrzędna ta wy-
nosi si = 5,152 m (patrz równanie ruchu punktu). Prędkość punktu w dowol-

nej chwili czasu V=ś=%=0,6t+0,9 i dla ti = 1,2 s wynosi V= 1,62 m/s,

skąd a„= 8,75 m/sz.
Wartości składowych siły F wywołującej ruch punktu są równe:

F, = 0,5 - 0,6 = 0,3 N, Fu = 0,5 - 8,75 = 4,4 N,

a wartość siły F:

F = ,/F3 4 F3 = \/0,32 + 4,42 z 4,41 N.

Wektor siły F jest nachylony do promienia r pod kątem ß, który określimy
w następujący sposób:

1= 03=~¿=-”_=o,o68, ka =3°54'.Igß Fu 4,4 S ą ß
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Ciało o masie m = 0,25 kg porusza się po okręgu o promie-
niur = 0,4 m , zgodnie z równaniem s =1+4sin211't m. Wyznaczyć wartość si-
ly działającej na ciało w funkcji czasu i jej wartość w chwili ti = 0,65 s.

Odpowiedź: F, = -41:2 sinz 21tt , F,(t1) = -25,8 N, Fl, = l601t2 cos2 21tt ,

Fn (tl) = 545,6 N, F = 4112\f1600 cos'* 21rt + sin4 21zt , F(t,) = 546,2 N,
tgß = 0,047 , ß = 2°42'

Zadanie 2. Ruch punktu materialnego o masie m odbywa się zgodnie
z parametrycznymi równaniami ruchu: x = b cosœt, y = b sinœt, z = ct. Wyzna-
czyć siłę działająca na punkt, a w chwili rozpoczęcia ruchu jej wartość.
Tor punktu i położenie siły na torze dla b = 2 m, c = 0,5 m/s, co = rc s`l,
m = 2 kg i t = (0, 1:) przedstawiono na rysunku poniżej.

\

=„,:¿i: ęqgiåś;
Ł* \

X

-z X

odpøwiedżz F = m 1›«›2 , 1=(o) = 1=,.(o)=-m b 18
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2. Równania różniczkowe ruchu punktu
(zagadnienie odwrotne dynamiki)

2.1. Ruch punktu swobodnego
Ruch punktu pod działaniem siły stałej
Zadanie 4

Na cialo o masie m, znajdujące się na płaszczyźnie poziomej, działa przez
ti sekund pozioma siła F = const. Znaleźć drogę przebytą przez ciało do mo-
mentu zatrzymania się, jeżeli współczynnik tarcia kinetycznego o płaszczyznę
równy jest p.. W chwili początkowej ciało znajduje się w spoczynku.

‹?<c,<-"'

O :'- i~'›"`:_ N N =

=3 T F v‹1.› T Vii-io
I mg ×‹1.› _l mg J X

x(t,)

Rys. 4

Rozwiązanie
Rozwiązanie zadania podzielimy na dwie części. W pierwszej części roz-

patrzymy okres ruchu od chwili t = 0 do ti, to jest gdy na ciało działa tylko po-
zioma siła F i siła tarcia T (rys. 4). W drugiej części, rozpatrzymy okres ruchu
gdy na ciało działa tylko pozioma siła tarcia T.
W pierwszym okresie ruchu na ciało działa siła F zgodna z kierunkiem ruchu
i siła tarcia T skierowana przeciwnie.
Ułóżmy równanie dynamiczne (różniczkowe) ruchu na podstawie Il-go prawa
Newtona. Siła F jest skierowana zgodnie z osią x, a siła tarcia T = Nu = mgu
jest skierowana przeciwnie do osi x, stąd równanie dynamiczne ruchu przyjmie
postać:

ma=F-T lub mi¿=mŠd-tY-=F-mgu. (1)

Rozdzielając zmienne:
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dv=9?_fl§±1l,i,,
III

i całkując lewą i prawą stronę powyższej zależności, otrzymamy równanie
prędkości:

<1 Fv(±)=_(-itåzši-gi1i+c,. (2)

Ponieważ dla tii = 0, V0 = 0, stąd z równania (2) otrzymamy Ci = 0.
Prędkość ciała w chwili ti będzie równa:

FV, = V(t,)=;t, -gut,

Drogę przebytą w czasie ti, gdy na ciało działa siła F i T, otrzymamy rozdziela-
jąc zmienne, a następnie całkując równanie (2):

x=-F-12-ŠĽt2+C,1+C,, (3)
2m 2

gdzie: Ci = 0. C2 znajdziemy z warunku początkowego, który mówi, że dla
t=0,x=0,skądC2=0.
Droga przebyta przez ciało w przedziale czasu (0, ti), będzie więc równa:

x, = x(t,)=-if-nā-tf --gätf.

W drugim okresie ruchu na ciało działa tylko siła tarcia T. Równanie dyna-
miczne ruchu ciała ma wtedy postać:

.. d2xHIX-I11Clt_,=-mgll, (4)

skąd po scałkowaniu równania (4) otrzymamy:

d .v(±)=T:=~gi1±+D, 1 ×(±)=-Êž'i±2 +D,±+D,. (5)
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Stałe Di i D2 obliczymy z warunków początkowych (są to końcowe warunki
kinematyczne dla pierwszego okresu mchu), które dla chwili t = ti są następu-
jące:

F .

Wstawiając powyższe Warunki W równania (5) otrzymamy:

2

Skąd równanie prędkości i drogi przyjmie postać:

d F tv‹i›=l=-gw-1-. <7)dt m
2

x=x(i)=-gz-'*i2+Í"¬l-1:-L1--2%-_ (8)

Ciało zatrzyma się po czasie tz, gdy prędkość jego jest równa zeru,
a zależność (7):

F
0=-gutz +-tl,

m
skąd:

F t,i, zl. (9)
meu

Drogę x, którą przebędzie ciało do momentu zatrzymania, obliczymy wstawia-
jąc (9) W zależność (8):

2 2
x(t2)=__gł ____Ft1 +Ŝ`l1___Ft1 _ítia

2 mgu m mgu 2m

X(Í2) = '_ .
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Zadanie 5
Ciało zsuwa się po gładkiej równi pochyłej 1: nachylonej pod kątem ot

do poziomu. W chwili początkowej nadano ciału prędkość Vii skierowaną pod
kątem ß W stosunku do linii nachylenia równi (rys. 5). Określić równania ruchu
ciała w płaszczyźnie nachylenia równi.

z
Y
````````````````````````````````N

\ V0 yla 41
l-_'wł "

o1G X

Rys. 5

Rozwiązanie
Ruch punktu odbywa się W płaszczyźnie tr równi pochyłej, dlatego przyj-

mujemy układ współrzędnych Oxy leżący W tej płaszczyźnie.
W dowolnej chwili t na ciało działają dwie siły: siła ciężkości G skierowana
pionowo W dół (jak na rysunku 5) i reakcja normalna N płaszczyzny tr skiero-
wana równolegle do osi z, tj. prostopadle do płaszczyzny tc.
Równanie dynamiczne ruchu w zapisie Wektorowym ma postać:

m a = m g + N . (1)

Rzutując wektory równania (1) na osie układu współrzędnych, otrzymamy dwa
skalarowe równania różniczkowe ruchu (ruch wzdłuż osi z nie odbywa się):

mi¿=mgsino1, mý=0, (2)

skąd po podzieleniu przez mz

i¿=gsino1, ý=0. (3)

Całkując równania (3) dostaniemy:
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x=gsinoLt+C,, ý=D,, (4)
. Í,

x=§%+c,ł+c,, y=D,i+D,. (5)

Warunki początkowe są następujące, dla t = 0:

x=x0=0, y=y0=0;

x=x0=V0cosß, ý=ý0=V0sinß. (6)

Wstawiając warunki początkowe do równań (4) i (5), obliczamy stałe całkowa-
nia, które są równe:

Cl=V0cosß, D1=V0sinß, C2=0, D2=0,

skąd, równania ruchu:

2
x=V0tcosß+%sino1, (7)

y=V0 tsinß. (8)

Rugując czas t z równań ruchu (7) i (8), poprzez wyznaczenie czasu t z równa-
nia (8) ipodstawienie go W równanie (7), otrzymamy równanie paraboli, która
jest torem ciała (punktu materialnego):

sin 01gX=y0fgß+Y2-í.--2V02s1n2ß

Ruch punktu pod działaniem siły zależnej od czasu

Zadanie 6
Na punkt materialny o masie m = 2 g działa pozioma siła F = 0,2 cos5t N,

która jest stale równoległa do osi y (rys. 6). Określić ruch punktu w płaszczyźnie
poziomej, jeżeli w chwili początkowej prędkość punktu V., = 10 m/s jest prosto-
padła do siły F. ,



2.1. Ruch punktu... Ruch punktu pod działaniem siły zależnej od czasu 19

Rozwiązanie
Sily działające na punkt materialny to: siła F działająca W płaszczyźnie

poziomej irównoległa do osi y oraz siła ciężkości G = m g prostopadła do tej
płaszczyzny. W równaniach róźniczkowych ruchu siły G nie bierzemy pod
uwagę, gdyż jest ona prostopadła do płaszczyzny, W której odbywa się ruch.
Ruch punktu wzdłuż osi z nie odbywa się, przyspieszenie równe jest zero.

*gt ____ __

'TI

×¦

y = 4(1-cosx/2)

a„=
a,=5¿

i=o V7 zł. 4.. ×'1m1
Rys. 6

W takim przypadku równania różniczkowe ruchu przyjmą postać:

mx =0, mý = 0,2 cos5t ,

skąd, po podstawieniu m = 0,002 kg, otrzymamy:

x=0, ý=100cos5t. (1)

Całkując dwa razy równania (1) dostaniemy:

x=C,, y=20sin5t+D,, (2)

x=C,t+C2, y=-4cos>5t+D1t+D2. (3)

Warunki początkowe są następujące, dla t =0:

x=x0=0, y=y0=0, x=V0=l0m/s, ý=ý0=0. (4)

Podstawiając warunki początkowe w równania (2) i_(3), dostaniemy:
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C1: II]/S, D1=0, C2=Ü, D2=41'I1,

skąd po podstawieniu stałych całkowania W (3), otrzymamy równania ruchu
punktu:

x=10t m, y=4(l-cos5t) m, (6)

a dalej, po wyrugowaniu czasu t dostaniemy równanie toru:

y=4(l-cos-Š). (7)

Zadanie 7
Na punkt materialny o masie m = 2 kg, poruszający się W płaszczyźnie

pionowej, działa siła F = 10 t+7 N, której kierunek tworzy z poziomem kąt
ot = 30° (rys. 7). Określić prędkość i położenie punktu po upływie czasu
ti = 2 s, jeżeli W chwili początkowej punkt poruszał się pionowo do góry
z prędkością V0 = 10 m/s i znajdował się W punkcie A0 o współrzędnych
(0, 5) m.

Yml
15 F

_ O
12 .5 “'30

1Ü\ G

7 . 5

Vo
A

2 *ł 5 X m

Rys. 7

Rozwiązanie
Na punkt działają dwie siły: siła ciężkości G i siła F zależna od czasu.

Równania różniczkowe ruchu punktu materialnego mają następującą postać:

mi¿=Fcosot, mý=Fsinot-G, (1)
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lub po wstawieniu danych i przekształceniu:

s¿=ş(1o1+7), ý=å(1o1+7-4g). (2)

Całkując dwukrotnie równania (2) otrzymamy:

~/Š›'<=-Ę-(512+71)+c,, y=å(5i2+71-4g1)+D,, (3)

x =-ÊÃÍŜ13 +št2)+C,1+C,,

1 5 7 (4)y=Zíš13 +512 -2g12)J+D, t+D,.

Warunki początkowe są następujące, dla t = 0 mamy:

x=x0=0, y=y0=5m, (5)

x=x0=0, ý=V0=l0 m/s. (6)

Wstawiając Warunki początkowe W równania (3) i (4), dostaniemy:

Ci=0, C2=0, Di= 10 m/s, D2=Sm. (7)

Po uwzględnieniu stałych całkowania, równania (3) i (4) przyjmą postać:

›'‹=ş(512+7i) m/s, y=å(5r2+71-4g1)+1o m/s, (8)

x=ş(Ŝt3+št2¶ m, y=-ĹlÍ[Št3+št2-2gt))+10t+5 m. (9)

Po upływie czasu t = ti= 2 s, rzuty prędkości punktu na osie x i y będą równe:

›'<(i,)=v,, =§(5-22+7.2)=14,8m/8, (10)

y(±,) = vy =å(5-22 +7-244-9,81-2)+1o= -1,1m/S, (11)
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a moduł prędkości:

v(±,) = ,/V3 +v,2 = 14,9 m/s.

Po upływie czasu t = ti = 2 s współrzędne położenia punktu są równe:

xzf- Ê-23+Í-22j=11,8m,4 3 2
1 5 7yzz 5-23+š-22-2-9,81-2) +10-2+5=22,o2m.

Ruch punktu pod działaniem siły zależnej od prędkości

Zadanie 8
Punkt materialny o masie m posiadający prędkość początkową Vii, porusza

się ruchem prostoliniowym (rys. 8). Na punkt działa siła F = k Š/V (k - stała)
przeciwnie skierowana do prędkości Vii. Znaleźć czas ti, po którym zatrzyma
się punkt oraz drogę.

Ĺ D vo >
t=0 S=X(t,) l=t, X

Rys. 8

Rozwiązanie
Ruch punktu opisany jest równaniem różniczkowym ruchu:

ms¿=-kâ/V. (1)

W równaniu Występuje znak minus, ponieważ siła F ma zwrot przeciwny do
osi x.
Punkt porusza się po prostej x, to przyspieszenie ii = d%t i równanie róż-
niczkowe przyjmie postać:

m°:l_:'=-kā/? (2)



iałaniem siły zależnej odprędkości 232.1. Ruch punktu... Ruch punktu pod dz

Całkując równanie (2), przez rozdzielenie zmiennych, otrzymamy:

Ŝmvřz-1‹i+c,. (3)

Ponieważ, dla t = 0, V = V0, to:

3
Cl :Em

Podstawiając Ci W równanie (3) otrzymamy:

3 3 3 2šmVß=-2-mV¿-kt. (4)

lub po przekształceniu:

2 zk: (5)vŠ=vg-_.
3m

u V = 0, skąd po wstawieniu ti i V = 0 do równa-Dla czasu ti, prędkość punkt
nia (5), dostaniemy:

(6)3m ł

anie ruchu punktu. W tym celu przekształcimy (5) do postaci:

(7)a,,,,(V,:_mj,
dt 3m

Znajdźmy równ

skąd po scałkowaniu otrzymamy:

3m 3 2kt:
X:-íí\/03"'¶j +C2.

Wstawiając warunki początkowe, dla t = 0, x = 0, W równanie (8) otrzymamy:
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3m ŻC =--V3, 9z Sk ‹› ()

skąd równanie ruchu:

3m Ê 3m 2 2kt:=--vi--_ v=-_- _ 10X sk ° ski ° mi ( )

Powyższe równanie określa położenie punktu na osi x W dowolnej chwili cza-
su t.
Wstawiając t = ti otrzymamy drogę przebytą przez punkt do chwili zatrzymania
się, która jest równa:

s=|x(t1)|=3?l:(-ĹVŠ.

Zadanie 9
Punktowi materiahiemu o masie m (rys. 9) znajdującemu się W polu sił

ciężkości, nadano prędkość początkową V0 skierowaną poziomo. Określić
równania ruchu punktu materialnego, jeżeli działa na niego siła oporu F = -k V
(k - stała).

-rx. ›Í V X

Í = O O F=_|_(Y

I 9 |=,=-kv,
za A

Fx="kvX \ V

y G = mg

Rys. 9

Rozwiązanie
Na punkt materialny działają dwie siły: siła ciężkości G = m g i siła opo-

ru F = -k V.
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Równanie dynamiczne ruchu punktu W zapisie Wektorowym ma postać:

ma=G+F.

Rzutując wektory z równania (1) na osie układu współrzędnych otrzymamy:

mi¿=G,,+Fx =O-kV, =-kx
mý=G,¬-F, =G-kv, =G-ky”

lub:
dV

mg-`/Å:-kVx, m--Z-=mg-kVy.
dt dt

Jeżeli W równaniach (3) rozdzielimy zmierme, to:

dvmflxłz-kar, l_X_=‹11,
VX mg-kVy

i po scałkowaniu dostaniemy:

1 - k m kv - DmnVx-- t+C,, --E-ln(mg- Y)-t+ ,_

Warunki początkowe są następujące, dla t = 0:

x=0, y=0, x=Vx=V0, y=Vy=0.

Po wstawieniu warunków (6) W równania (5), otrzymamy:

C,=mlnV0, Di=-řlnmg.

Równania (5), po podstawieniu stałych całkowania Ci i Di, przyjmą postać:

mlnVx=-kt+m1nV0, -%ln(mg-kVy)=t--Iřlnmg,

lub:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(3)
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-kVjnl/_>=_=__l.(_t., 1nm¿___l=__lĽ_ (9)
V0 m mg m

Zamieniając logarytm funkcją Wykładniczą dostaniemy:

vxzvoeå, v_,=%(1-ei). (10)

Ponownie całkując, z równań (10) otrzymamy:

V ki 2 kix=--_ima-4+C,, y=-Ę-Š-t+-_"L2ge¬4 +D,. (11)

Podstawiając warunki początkowe (6) W zależności (11) Wyznaczymy stałe C2
i D2, które są równe:

__ Vi, m __ m2 gC2 --í-, D2 --T. (12)

Stąd równania ruchu punktu materialnego W postaci parametrycznej:

X=.V0rn(1_e_§), y:_¶_g[t__¶.(1_e-51) _

k k k

Ruch punktu pod działaniem sily zależnej odpołożenia

Zadanie 10
Ciało o masie m przyczepiono do prawego końca sprężyny, która W chwili

początkowej jest nie odkształcona. Ciało otrzymało W chwili początkowej
prędkość V0 skierowaną zgodnie z osią x. Zakładając, że oś x pokrywa się
z osią sprężyny i jest pozioma oraz zaniedbując tarcie, znaleźć maksymalne
przernieszczenie ciężaru W prawo. Siła oddziaływania sprężyny na ciało opisa-
na jest zależnością F = 0tx+ßx3 (rys. 10), 01, ß- stałe.



2.1. Ruch punktu... Ruch punktupod działaniem siły zależnej odpołożenia 27

y N
.__ ..-V _-___ _mu~0 W 'll V 1 :×;°

V V V
1:0 xm=? G=mg tzn

Rys. 10

Rozwiązanie
Równanie różniczkowe ruchu ciała ma postać:

m ii = -F , (1)

lub

mii=-01x-ßx3. (2)

Aby rozwiązać równanie różniczkowe (2) zamienimy zmienne, po których bę-
dziemy całkować. W tym celu W równanie (2) podstawimy

__ dV dx dx dV dV ,x = f = = V . Otrzymamy wowczas:
dt dx dt dx dx

dVmVíx-=-(xx-ßx3, (3)

skąd po rozdzieleniu zmiennych dostaniemy:

mVdV=(-otx-ßx3)dx. (4)

Całkując lewą i prawą stronę równania (4) (całkujemy po zmiennej V i x, a nie
po czasie t), otrzymamy:

2
m-Y-=-2x2-P-x“+C. (5)

2 2 4

W chwili początkowej t = 0, Współrzędna położenia ciała x = 0, a prędkość po-
czątkowa V = V0, skąd po wstawieniu do równania (5) tych warunków wyzna-
czymy stałą całkowaniaz

2c =-. ---m:° . (6)
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Po przekształceniach równanie (5) przyjmie postać:

3x2+Êx4=í1-(vg-V2). (7)
2 4 2

Dalej możemy powtómie całkować przez rozdzielenie zmiennych i Wówczas
otrzymamy równanie ruchu masy m. Jednak dla wyznaczenia xw postąpimy
inaczej. W chwili, gdy ciało uzyska maksymalne przemieszczenie xw, jego
prędkość będzie równa zero (Vii= 0), stąd z równania (7) otrzymamy:

max IIIŻIX

ot ß m
-Ź-X2 +-ÃX4

Po rozwiązaniu powyższego równania dwukwadratowego względem xim i po
odrzuceniu ujemnego pierwiastka otrzymamy:

2 2 V2
km =\f~%+ (9)

Zadanie ll
Na punkt materialny A o masie m (rys. ll) działają dwie siły

F, = m k2 AO, , F2 = m k2 A02 (k - stała). Znaleźć równanie ruchu punktu
oraz równanie toru, jeżeli W chwili początkowej prędkość punktu równa jest V0
i skierowana jest równolegle do osi x, a A00 =OiO = O20 = a (A0 - położenie
początkowe). Siłę ciężkości pominąć.

Rozwiązanie
Na podstawie rysunku 11, możemy wyznaczyć długości AOi iAO2:

AOi=\l(a+x)2+y2 , AO2=\l(a-x)2+y2 ,

Wówczas wartości sił Fi i F2 są odpowiednio równe:

F,=mk2¬/(a+x)2+y2 1 1=,=mk2¬/(a-×)2+y2. (1)
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Y

A0 Í= 0 V.,
'f' `~` A

I/Il, F "`

O

F2Y
Êo, 2 0, ×

Rys. 11

Równania różniczkowe ruchu punktu mają postać:

mii=F2x+F1x, mý=F2y+Fly, (2)

gdzie: F i,i, Fiy, F2,, F2, - odpowiednio, rzuty Wektorów sił Fi i F2 na osie x i y.
Rzuty te są równe:

Fl, =-F, cosot =-m kl (a+x), Fi, = -F1 sin01 =-m k2 y ,

F2x=F2cosß=mk2 (a-x), F2y=-F2 sinß=-mkzy.

Po wstawieniu powyższych zależności W równania (2) otrzymamy:

mi¿=mk2 (a-x)-mk2(a+x), mý=-mk2y-mkły, (3)

lub po podzieleniu przez m i uporządkowania:

i¿+2k2x=0, ý+2k2y=0, (4)

Oznaczmy (02 = 2 l(2 , Wówczas dostaniemy równania:

i¿+0)2x=0, ý+(02y=0. (5)

Rozwiązania równań (5) będziemy poszukiwali W postaci:

x=C1sinc0t+C2 cosœt, y=D1sinœt+D2 cosœt. (6)

Z Warunków początkowych, które są następujące: dla t = 0, x = 0 i 51 = V0 oraz
y = ai ý = 0, a także równań (6) znajdziemy:
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Vc,=-Š, c,=0, D,=0, D,=a. (7)

Po wstawieniu (7) do (6) otrzymamy następujące równania ruchu:

x - -vi sin œt -- , y _ a cos cot ,
co

a po podstawieniu (02 = 2 k2:

V .x = 0/_T°]( s1n(\/ík t), y = a cos k tj. (8)

Rugując z równań (8) czas, otrzymamy równanie toru, który jest elipsą o rów-
naniu:

2k2x2+_)f___1
V0* a2_'

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Pocisk (punkt materiahiy) wystrzelono ze Wzgórza 0 wysokości
H = 150 m z prędkością początkową V0= 700 m/s, pod kątem 01 = 30° do po-
ziomu. Wyznaczyć zależność prędkości od czasu, róvmania ruchu pocisku,
równanie toru, zasięg i wysokość rzutu. Oporu powietrza nie uwzględniać.

Odpowiedź: V(t) = 0/V0* + g t2 -2 g V0 t sin 30° , x = V0 tcos30°,
2 2y = -iw, 1s1n30° +11, y =-_gl-_+x1g30° +H,

2 2 V0* cosł 30°
Z=43,5l5 km (zasięg), Y=l 8,881 km (wysokość rzutu)

Zadanie 2. Ciało o masie m = 2 kg porusza się pod działaniem niezależnych od
siebie zmiennych sił Fx = F0 cos 21rt N i Fy = F0 (1-2 t) N, F0= 0,8 N.
W chwili początkowej ciało było W stanie spoczynku i jego położenie pokry-
wało się z początkiem kładu współrzędnych. Wyznaczyć równania ruchu
punktu oraz chwile czasu, W których następuje zmiana znaku prędkości.
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Zmiana znaku może wystąpić gdy prędkości x = 0 i ý = 0.
Odpowiedź: x = -0,15 7r*2 cos 271t , y = 0,1 (3 tz - 2 t3) , x = 0 dla
t=71/2+n ns, n=1,2,3.., ý=0 dla t=ls

Zadanie 3. Punkt materialny (pojazd) porusza się z niewielką prędkością pod
wpływem siły F = 2 kN, a jego opory ruchu określone są równaniem
R =10'3m (2,5 +0,5 V) N, gdzie masa m W kg, prędkość V W m/s. Obliczyć,
po jakim czasie ti i W jakiej odległości si na poziomym odcinku drogi, pojazd
osiągnie prędkość 14,4 km/h. Masa całkowita pojazdu wynosi 20000 kg.

Odpowiedź: t = 20001n , ti(14,4) = 41,4 s,
195 - V

s = 39104 ln -1-Ż-5-J-2000 V, si(l4,4) = 83,19 m
195-V

Zadanie 4. Na ciało o masie m Wyrzucone pionowo do góry, działa siła oporu
powietrza R = m g k2 V2 (m - masa, k - stała, V - prędkość ciała). Wyzna-
czyć na jaką Wysokość h wzniesie się ciało i W jakim czasie osiągnie tę wyso-
kość, jeżeli wyrzucono zostało ono z prędkością początkową V0.

arc tg(k V ) ln (1 + V2 k2)Odpowiedź: t=-----i h =--401
gk 2gk2

Zadanie 5. Z wysokości h0= 10 km nad biegunem północnym, wyrzucono pionowo
W górę punkt materialny o masie m z prędkością początkową V0= 720 km/h.
Uwzględniając prawo grawitacji, które mówi, że siła przyciągania jest od-
Wrotnie proporcjonalna do kwadratu odległości poruszającego się punktu
od środka Ziemi iskierowana do jej środka, wyznaczyć na jaką Wysokość h
wzniesie się ciało nad powierzchnię kuli Ziemskiej. Oporu powietrza nie
uwzględniać. Średni promień Ziemi wynosi R = 6367 km, masa ziemi
M = 5,97 1024 kg, stała gmwiœzji k = 66,73 10°” mi/kg-S2.

2 M k (R + h )Odpowiedź: h = O - R , h = 12 km, dla każdej masy
(R+h0)(V2 -V,§)+2M k

Zadanie 6. Na punkt materialny o masie m działa siła przyciągania
F= k m/x4, która jest skierowana do punktu O (k-stała, x-odległość od
stałego punktu O). W chwili początkowej prędkość punktu była równa zero,
a odległość masy m od punktu O wynosiła h0.
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Wyznaczyć prędkość punktu, gdy odległość masy m od punktu O zmniejszy
się dwa razy.

3,74 JE
1,73 ho \/ĘOdpowiedź: V =

2.2. Ruch punktu nieswobodnego

Zadanie 12
Dwa punkty materialne o masach ml i mz, połączone nieważką linką rozpo-

czynają ruch po równi pochyłej o kątach ot i ß z prędkością początkową V0
(rys. 12a). Współczynnik tarcia kinetycznego między poszczególnymi masami
ipowierzchnią równi wynosi u. Po jakim czasie tl ich prędkości zwiększą się
dwukrotnie i W jakiej odległości xl(tl) od położenia początkowego masy ml?

X ou

a) 1 b) X. /v ×¬ ş¿2
y N' 5 S \

` m2 Yz N=
m, T' `|?z\ m2

m 9
ot ß X2 1 mzg X2

Rys. 12

Rozwiązanie
Przyjęto m2>ml i (ml-ml) na tyle duże, aby pokonać tarcie spoczynkowe.

Na punkty o masach ml i ml działają siły ciężkości mlg i ml g, siły reakcji
równi, tarcia Tl iT2, normalne Nl i N2, oraz siły napięcia W lince S (rys. 12b).
Układamy równania dynamiczne ruchu, dla każdej masy, przyjmując osie
xl ixl jak na rysunku:

m1i¿1=-m,gsinoL+S-T1, T¿=p.N,=m,|,1gcosa, (1)

mz Ÿ¿2=m2gSifiß“S“T2› T2=l›"N2=m1l›lg°0Sß' (2)

Podstawiając Tl i T2 do równań (l) i (2), oraz S z równania (2) do (1), po upo-
rządkowaniu otrzymanego równania dostaniemy:
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iil =-g--[(m2 sinß-ml sina)-p(ml cos‹x+m2 cosß)]. (3)
ml +ml

Całkując dwa razy oraz wyznaczając stałe całkowania, które są równe Cl= V0,
Cl= 0, otrzymamy następujące wzory na określenie prędkości i przernieszcze-
nia mas:

żl =i[(m2 sinß-ml sinot)-u(ml cosa+ml cosß)]+Vll (4)
ml +m2

2
xl =il-[(m2 sinß-ml sinot)-u(ml cosot+m2 cosß)]+Vll t (5)

2(ml+mz)

Podstawiając w (4) żl =2 Vll , wyliczymy czas tl, po jakim prędkości mas
zwiększą się dwukrotnie:

tl : (ml +m2) V0 .

g[(m2 sinß-ml sina)-u(ml cosa.+m2 cosß)]

Odległość xl(tl) od położenia początkowego masy ml Wyznaczymy podstawiając
(6) W (5):

Xl(tl)= (Inl+m2) _

2 g[(m2 sinß-ml sina)-|.t(ml cosa+m2 cosß)]

Zadanie 13
Punkt materialny o masie m porusza się po okręgu ABC 0 promieniu r,

który leży w płaszczyźnie pionowej (rys. 13). Na punkt działa przyciągająca
do punktu C siła F = k p (k - stała) proporcjonalna do odległości od tego
punktu. Prędkość początkowa W punkcie A wynosi V0= 0. Wyznaczyć reakcję
toru w funkcji kąta (p.

Rozwiązanie
Na punkt materialny o masie m działają siła ciężkości m g, normalna N

isiła przyciągająca F (rys. 13). Równania dynamiczne ruchu ułożymy we
współrzędnych naturalnych na torze rn.
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A _,@12.-~z5
n 15?/,2'% ›'p

N F Ę f

ma , 81
Rys. 13

Równanie dynamiczne ruchu na kierunku stycznym 'c do toru ma postać:

ma„=mgcos‹p+Fsin% (l)

Siła F jest proporcjonalna do odległości od punktu C i określa ją zależność:

F=kp=2krcosgĹ. (2)

Wstawiając (2) w (1) dostaniemy:

ma,=mgcos(p+krsin‹p. (3)

W miejsce al, w (3) podstawimy al = dv = dv d‹p = dv co = dv V , skąd:
dt d‹p dt d‹p d‹p r

VdV=i(mgcos‹p+krsinq›)dq›. (4)
m

Po scałkowaniu powyższego równania otrzymamy:

V2 . k 2-=rgs1n‹p--I-cos‹p+C. (5)
2 m

Z warunków początkowych dla t = 0, V0= 0, (p = 0, określimy stałą całkowania:
2

C = kl-. Po podstawieniu stałej całkowania C do wzoru (5) i przekształceniu
m

otrzymamy wzór na prędkość punktu:
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V=\l2r[gsin‹p-%nĹ(cos‹p-l)]. (6)

Równanie dynamiczne ruchu na kierunku normalnym n do toru ma postać:

m a - N - m ` 2 - - ' 2 (Pll- gs1n‹p+Fcos2-N mgs1n‹p+2krcos -2-,

skąd z uwzględnieniem zależności (6) Wyznaczymy siłę normalną N:

V2 _ . 2N=2Í+mgsingo-2krcosz-(å=3mgs1n‹p~3kr(cos‹p-Š).

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Wyznaczyć równanie parametryczne ruchu punktu materialnego
W funkcji prędkości, jeżeli porusza się on do góry po chropowatej równi pochyłej
o współczyrmiku tarcia kinetycznego u i kącie nachylenia ot. Opór ruchu jest
proporcjonalny do masy m i kwadratu prędkości, R=k m V2. Warunki początko-
we dlat=0 wynosząx=0, V=Vll.

1 kVl§+g(sinot+ucosot)Odpowiedź: x(V) = 2 k ln k V2 ( _ )
+g smot+p.cosa.

Zadanie _2. Wyznaczyć kąt (pll określający punkt oderwania się masy m
od gładkiej powierzchni Walcowej o promieniu r (reakcja normahta równi
W tym punkcie równa jest zero), jeżeli puszczono ją z wierzchołka tej po-
wierzchni z prędkością początkową V0. Na punkt działa siła ciężkości m g pio-
nowo W dół.

5
=<

:__.__.__

`.
`.

¬_

1 I . V 2

Odpowiedź: (pl, = arc [coså (2 + --°-)]
g r
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3. Ogólne zasady dynamiki

3.1. Zasada d'Alemberta

Zadanie 14
Samolot W czasie startu porusza się ruchem postępowym prostoliniowym

ze stałym przyspieszeniem a, tworzącym z poziomem kąt ß. Znaleźć Wartość
przyspieszenia a samolotu, jeżeli wiadomo, że nić OA Wahadła matematyczne-
go znajdującego się W samolocie odchyla się od pionu o kąta. Znaleźć również
napięcie nici (rys. 14). Masa Wahadła równa jest m.

° ß
O Y

X
A 3B ß

m9

Rys. 14

Rozwiązanie
Na masę m Wahadła (punkt A) działa siła ciężkości G = m g, reakcja nici

S (siła napięcia nici) oraz siła bezwładności B = m a, posiadająca kierunek
przyspieszenia a, lecz przeciwny zwrot.
Z zasady d°Alemberta, która mówi, że W czasie ruchu punktu materialnego siły
rzeczywiste działające na punkt równoważą się W każdej chwili z siłami bez-
władności tego punktu, wynika równanie wektorowe:

B+G+S=ma+mg+S=0, (1)

którego równania rzutów na osie układu współrzędnych x i y są:

Ssinot-macosß=0, mg+masinß-ScosoL=O. (2)

Z równań (2) Wyznaczymy przyspieszenie a i siłę napięcia nici S:

az gsinor S: mgcosß.
cos (on+|3) 9 cos (a+ß)
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Zadanie 15
Ruch punktu materialnego o masie m od pewnej chwili odbywa się po

okręgu o promieniu r zgodnie z równaniem s = b+2 r lnt, gdzie b - stała
(rys. 15). Określić siłę F wywołującą ruch jako funkcję czasu t.

S

= B
"\ n

\

\ a=

112

Rys. 15

Rozwiązanie
Na punkt materialny działa siła F, której rzuty na osie ruchomego 1 i n

układu współrzędnych, poruszającego się wraz z punktem A, są równe Fl i Fl,
oraz siła bezwładności B o składowej stycznej B, i normalnej B„.
Z zasady d”Alemberta otrzymamy:

Fl-Bl=0, Fu-B„=O. (1)

Ponieważ ruch opisany jest W naturalnym układzie współrzędnych to:

B _ma _md2s_md2(b+2rlnt)__2mr
' ' dr2 dr r2 °

2 -2
Bu=lllan=lll_Y_=.I.n_Ê__=í_"l_Ĺ_ (2)

r r t2

Podstawiając wzory (2) W równania (1), wynikające z zasady d”Alemberta, do-
staniemy:

}:l=_ł_IÊ_Ê, pn=Í_I_n_Ĺ_ (3)
12 r2
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Szukana całkowita wartość siły F będzie:

1==,/F3 +125 =-_Zmt?/Š.

Zadanie 16
Kulka o masie m znajduje się na końcu nieważkiego pręta AD, przegubowo

zamocowanego W punkcie D. Kulkę podtrzymuje sprężysta nić AC o współ-
czynniku sztywności k, której drugi koniec umocowany jest W punkcie C. Kulka
wraz z nicią i prętem obraca się ze stałą prędkością kątową 0) wokół pionowej
osi. Znaleźć zależność między kątem ot a prędkością kątową co obrotu kulki
z prętem AD. Obliczyć siłę S Występującą W pręcie AD. Przyjąć AD = CD = L.
Masę pręta pominąć. Dla ot = 0 nitka niejest napięta (rys. 16).

fi
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Üf
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AD=DC

D

Rys. 16

Rozwiązanie
Na kulkę działają następujące siły: siła ciężkości G, siła sprężystości nici F,

siła występująca W pręcie S (oddziaływania pręta na kulkę) oraz odśrodkowa siła
bezvvładności B = m a. Trójkąt ADC jest trójkątem równoramiennym.
Zgodnie z zasadą d°Alemberta, dla punktu A napiszemy wektorowe równanie
równowagi sił:

G+B+F+S=0, (1)

którego równania rzutów na osie układu współrzędnych x i y są:
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max -Fcos%+Ssinot=0, -mg+may +Fsin%+Scosot=0. (2)

Z rysunku 16a i b wynika, że ax = all , ay = O (ruch Wzdłuż osi y nie odby-
wa się).
Siła sprężystości nici jest równa:

F=1<-Ac=21<Lsin9-, (3)2
i skierowana Wzdłuż AC.
Ponieważ kulka A obraca się ze stała prędkością kątową 0) Wokół punktu H to:

ax=a„=(n2AH=œ2Lsinot. (4)

Wstawiając ay= O oraz (3) i (4) W (2), otrzymamy układ równań:

mwLsina-zkLs1n%z‹›s%+ssin‹z=o, (5)

-mg+21‹Lsin2-';i+s‹;0s‹z=o. (6)

Podstawiając W równanie (5), 2 sin(ot/2)-cos(o‹/2) = sinot i dzieląc je przez sinot
(sina ;Ł O ), otrzymamy Wzór na poszukiwaną siłę S występującą W pręcie:

S=L(k-mœz). (7)

Po wstawieniu do 6 , wzoru 7 oraz sin2ł=-I-Ĺ-ŸÊČ oraz o od owiednich
2 2 P p

przekształceniach Wyznaczymy szukaną prędkość kątową, która jest równa:

mz kL-mg.
m L cos ot
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadania 1. Dwie masy ml= 100 kg, ml= 300 kg zaczynają ruch z położenia
spoczynkowego i poruszają się dalej jak na rysunku poniżej. Wyznaczyć przy-
spieszenia al i al ma_s oraz siły napięcia W linkach. Tarcia oraz ciężaru linki
ibloczków nie uwzględniać. Przyjąć xl =2 X2 , oraz wynikającą z tego zależ-
ność iil = 2 X2.

X1 . ,_ .. 2
m _ Odp0Wl6ClZ. al = xl = 8,4 m/S ,

lg,åäflo

7 S1 ' X2 = = 4,2

S1: 840 N, S2= l68O N

mz

Zadanie 2. Wyznaczyć przyspieszenie styczne, normalne i prędkość masy m
Wahadła matematycznego. Wahadło wykonuje ruch W płaszczyźnie pionowej,
długość nieważkiej linki wynosi 2 m, a kąt wychylenia 30°.

Odpowiedź: al= 4,9 m/sz, a„= 16,03 m/sz, V = 5,66 m/s

Zadanie 3. Przy jakiej prędkości samochodu, na zakręcie o promieniu
r = 150 m, reakcja jezdni na samochód będzie prostopadła do podłoża. Kąt po-
chylenia jezdni wynosi ot = 18°. Czy prędkość zależy od masy poruszającego
się samochodu?

Odpowiedź: V = 78,7 km/h

2.2. Zasada pędu i krętu

Zadanie 17
Po równi pochyłej tworzącej z poziomem kąt ot = 30° zsuwa się ciało, któ-

rego prędkość początkowa równa była zero (rys. 17). Obliczyć czas, W ciągu
którego ciało przebędzie drogę s = 100 m, jeżeli współczynnik tarcia kinetycz-
nego u = 0,15.
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Y
N i,=o,v,=o

.¬Q*8-
\„.. v"§\

-I

1 = G,
V„

Rys. 1 7

Rozwiązanie
Do rozwiązania zadania zastosujemy twierdzenie o przyroście pędu, które

mówi, że przyrost geometryczny pędu punktu materialnego W pewnym prze-
dziale czasu (tll, tll) równa się impulsowi sił (popędowi sił) działających W tym
przedziale czasu na ten punkt. Powyższą zasadę możemy zapisać W postaci
wektorowej:

tfl

mv,_-mvll = jadł, (1)
to

lub W postaci analitycznej (ruch jest prostoliniowy wzdłuż osi x):

tfl

mvln -mvlo = _[1=d1. (2)
to

Pęd W chwili początkowej jest równy:

p,l=mVl0=0, (3)

ponieważ dla tll = 0, Vlo = O .
Impuls siły F = G, - T (rys. 17), działający na ciało W przedziale czasu

tfl

SX = jFdt=(Gx -T)t=(G sin‹p-Gucos‹p)t=mg(sin‹p-ucos‹p)t, (4)
to
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gdyż rzut wektora siły G na oś x oraz siła T mająca kierunek tejże osi, są nie-
zrnienne W czasie.
Podstawiając pęd W chwili początkowej i końcowej, oraz impuls siły do zależ-
ności (2), otrzymamy:

mVln =mg(sin(p-ucos‹p)t, (5)

skąd po uwzględnieniu Vln = x dostaniemy:

x=g(sin‹p-ucos‹p)t. (6)

Całkując powyższe równanie otrzymamy drogę, która jest równa:

x=(sin‹p-p.cos‹p)-gä-í+C. (7)

Uwzględniając warunki początkowe (dla t = 0, x = 0) Wyznaczymy stałą C = 0
i dalej czas, W ciągu którego ciało przebędzie drogę x = s = 100 m:

tz 2-s = l 2-100 =55S_
g (sin ‹p- u cos (p) t 9,81 (sm 30° - 0,15 cos 30°)

Zadanie 18
Prędkość statku o Wypomości m = 25000 t W ciągu t = 60 s po wyłączeniu

napędu zmniejszyła się o AV = 3 m/s. Znaleźć średnią siłę oporu Wody R. Przy-
jąć, że statek porusza się ruchem prostoliniowym.

///////////////////////
_ t=t,,- = S

5 toß
1 Av=IAv|=!v,-v,| 2

///////////////////////
Rys. 18

Rozwiązanie
Korzystamy z twierdzenia o przyroście pędu:
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[Il

mv,_ -mvlo = jadł. (1)
to

Ponieważ statek porusza się ruchem prostoliniowym (wzdłuż osi x) i siła oporu
R jest stała, to możemy napisać:

tfl

m(v,-vl)= J'R‹1t, (2)
to

'D

gdzie; V, -vl=Av,a jR‹1l=R(±„ -±„)=R ±,S1‹ądz
tO

AVR =mŸ. (3)

AV = V2 - Vl = -3 m/s, ponieważ nastąpiło zmniejszenie prędkości.
Po wstawieniu danych otrzymamy:

R = -1250 kN.

Zadanie 19
Dwa ciała o masach ml i ml poruszają się wzdłuż jednej prostej, pierwsze

z prędkością Vl = 3 m/s, a drugie z V2 = 8 m/s (rys. 19). W pewnej chwili ciała
zderzyły się i zaczęły poruszać się razem z prędkością V = 6 m/s. Obliczyć sto-
sunek mas tych ciał.

m, ml ml+m,
D- D- D- }6 V' 00 V

Rys. 19
9

Rozwiązanie
Do rozwiązania zadania zastosujemy zasadę zachowania pędu, która mó-

Wi, że jeżeli na układ punktów materialnych działa samozrównoważony układ
sił, to pęd jest wartością stałą. Z powyższego wynika, że suma pędów dwóch
ciał przed zderzeniem jest równa pędowi tych ciał po zderzeniu, co zapiszemy
W postaci:
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ml Vl +ml, V2 =(ml +m2) V = const.

Przekształcając powyższą zależność dostaniemy:

ml (vl-v)=m,(v-v,), skąd flzl/_"X/ło,

podstawiając dane otrzymamy:

ml 6 - 3 3

Zadanie 20
Kulka o masie m znajduje się na gładkiej poziomej płaszczyźnie (rys. 20).

Do końca nieważkiej i nierozciągliwej nici przywiązana jest kulka. Nić przecho-
dzi przez otwór O. Kulka wciągana jest do otworu za pomocą nici z stałą prędko-
ścią VC. W chwili początkowej, gdy kulka znajduje się W odległości OA0 = R
od otworu O, nadano jej dodatkową prędkość Vll prostopadle skierowaną do nici
OA0. Określić dalszy ruch kulki.

zl

I' V N

O 0.; V0
<|›=°> ‹ “P G

Ü 'R VGA, x
VC

Rys. 20

Rozwiązanie
Położenie kulki A na płaszczyźnie określimy we współrzędnych bieguno-

wych (r, ‹p). Na kulkę działają trzy siły: siła ciężkości G, reakcja płaszczyzny N
i reakcja nici S. Moment każdej z tych sił względem osi z równy jest zeru,
W związku z tym suma momentów tych sił:
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ZMl,=o.

Z teorii krętu Wiadomo, że:

dKZ_ _¶"ŹMfif°'
co oznacza, że K, = const.
Powyższy zapis Wyraża nam zasadę zachowania krętu, która mówi, że moment
względem dowolnego bieguna wypadkowej sił działających na punkt material-
ny jest równy zeru, gdy kręt punktu materialnego wyznaczony względem tegoż
bieguna jest stały.
Znajdźmy zależność promienia r W funkcji czasu t. Ponieważ nić jest wciągana
z prędkością VC = const, to r = R - VC t.
Dla znalezienia kąta (p W funkcji czasu t Wykorzystamy, wyżej przedstawioną,
zasadę zachowania krętu (K, = const ).
Kręt kulki, inaczej moment pędu, względem osi z W chwili t = 0 jest równy:

K, = m V0 R,

a W dowolnej chwili t:

K,=mVr=mV(R-VCt).

Prędkość kulki jest równa:

V=f<l>=(R-VCt)<°P› (1)

gdzie: (ja - jest prędkością kątową kulki.
Ponieważ K, = const dla dowolnej chwili czasu, to:

mV0R=mV(R-VCt), (2)

a po wstawieniu wzoru (1) w (2) i przekształceniach dostaniemy:

¿p_ Rvl,
(R-vCt)2

Całkując powyższe wyrażenie otrzymamy:
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lp=____Ę_Yí___+(;_ (3)
(R-VC Í) Vc

Stałą całkowania C określimy z warunków początkowych, z których wynika,
żedlat=0, ‹p=(pll =0, skąd:

c=__*fi>_.
Vc

Po podstawieniu stałej całkowania C W (3) i odpowiednich przekształceniach,
otrzymamy zależność zmiany kąta tp W czasie t:

V01‹P=?--

Druga Współrzędna jest równa: r = R - VC t .

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Samochód o masie m = 1500 kg jedzie W dół z prędkością
Vl= 72 km/h po drodze nachylonej pod kątem ot = 5° do poziomu. W pewnym
momencie zaczyna hamować siłą F = 4500 N. Wyznaczyć czas potrzebny
do zatrzymania samochodu.
Odpowiedź: t = 9,32 s

Zadanie 2. Piłka tenisowa o masie m = 0,1 kg W chwili uderzenia miała pręd-
kość Vl= 25 m/s. W pewnej chwili została uderzona tak, że zaczęła się poru-
szać z prędkością Vl= 36 m/s W przeciwną stronę pod kątem ot = 40° do po-
przedniego kierunku ruchu. Czas trwania uderzenia wynosił t = 0,015 s. Wy-
znaczyć siłę F uderzenia i jej kierunek tp względem początkowego kierunku ru-
chu piłki (kąt pod jakim należało uderzyć piłkę).

Odpowiedź: F = 358,7 N, tp = 25° 30°

Zadanie 3. Punkt materialny porusza się pod działaniem siły centralnej. Wy-
znaczyć prędkość V2 punktu znajdującego się W miejscu toru najbardziej odda-
lonym od środka, jeżeli prędkość punktu W miejscu najbliższym środka wynosi
Vl= IT]/S.
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Promień rl W położeniu drugim był 8 razy większy od promienia rl W położe-
niu początkowym punktu.

Odpowiedź: Vl= 9 m/s

3.3. Zasada równoważności energii kinetycznej i pracy

Zadanie. 21
Jaką prędkość osiągnie ciało 0 masie 3 kg (ciało traktujemy jako punkt ma-

terialny) po przebyciu drogi s = 3 m liczonej wzdłuż tworzącej równi, jeżeli po-
rusza się ono pod działaniem siły F = 50 N. Równia nachylona jest pod kątem
ot = 60° do poziomu. Prędkość początkowa ciała Vl = 10 m/s, współczynnik tar-
cia kinetycznego lt = 0,2.

y t ®v= ×
'ý

Ą. /\6*.=V\\
,‹.›\IG)

Rys. 21

Rozwiązanie
Do wyznaczenia prędkości V2 (rys. 21) wykorzystamy zasadę równoważ-

ności energii kinetycznej i pracy (twierdzenie o energii kinetycznej), z której
wynika, że przyrost energii kinetycznej punktu materialnego W skończonym
przedziale czasu równy jest sumie prac, które wykonały W tym czasie Wszyst-
kie siły działające na ten punkt. Z powyższego wynika:

El: -Ell =L, (1)

gdzie: El] ,Ellz - energia kinetyczna ciała W położeniu 1 i 2, L - praca wykona-
na przez wszystkie siły działające na punkt przy przejściu ciała z położe-
nia 1 do 2.
Energia kinetyczna, odpowiednio W położeniu 1 i 2 wynosi:
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2 2

El., =-'T125 El., =%. <2)
gdzie: V2 jest poszukiwaną prędkością.
Określimy pracę poszczególnych sił. Na ciało działają następujące siły: siła
ciężkości G = mg, siła zewnętrzna czynna F, siła tarcia T = tt N, siła normal-
na N. Praca całkowita tych sił:

L=LG+LP+ĹT+LN, (3)

gdzie: LC, Lp, Ll, LN - odpowiednio, praca siły ciężkości, siły zewnętrznej, tarcia
i normahiej.
Pracę poszczególnych sił określimy:

LG:-mgh, h=ssinot, (4)

Ll,=Fs, (5)

Ll=-Ts=-uNs, N=mgcosot, (6)

Ll,l=0.

Praca LC, Ll jest ujemna, ponieważ siły są przeciwnie skierowane do ruchu.
Praca siły normalnej N jest równa zeru, gdyż jest ona prostopadła do prze-
mieszczenia s (LN = N s cos (p , tp = 90°, cos 90° = 0).
Podstawiając (2) i (4) - (6) do (1), otrzymamy:

mV22 mVl2 .-E---E-=-mgss1not+Fs-mgsucosot,

skąd po przekształceniach dostaniemy:

F .V2 =\lVl2 +2ÊS-2gs(s1na-itcosot),

V2 = JIOZ +2 5(Ŝ+3-2'9,8l-3 (sin60° -0,2 cos60°) = 15,6 m/s .
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Zadanie. 22
Belka dwustromiie podparta ugina się o A = 3 mm pod wpływem ciężaru

ciała o masie m przyłożonego W połowie jej długości. Obliczyć największe
ugięcie belki W połowie jej długości, jeżeli belka obciążana jest W następujący
sposób:

a) na belkę położono ciało W połowie jej długości i puszczono je bez
prędkości początkowej;
b) ciało spada bez prędkości początkowej z wysokości h = 0,15 m na
środek nie ugiętej belki?

a) b)
V„=0

m Vl,=O h

Ryazz

Rozwiązanie
Belkę będziemy traktować jak sprężynę o współczynniku sprężystości

k zi* = "lg = OÍŜ3 E. Na belkę, pa zatlalięaia się ciała z bana, działaja
dwie siły, siła ciężkości G = m g i siła sprężystości belki S = k x _
Z zasady równoważności energii kinetycznej i pracy Wynika:

Ellz-Elll =L. (1)

W przypadku a) i b) prędkość ciała na początku ruchu i na końcu jest równa ze-
ru, stąd energie kinetyczne ciała W położeniu początkowym i końcowym rów-
nież równe są zero. Z powyższego wynika, że suma prac siły ciężkości i siły
sprężystości jest równa zeru.
Praca siły ciężkości i siły sprężystości W przypadku (a), odpowiednio jest rów-
na:

1LG = m g x , LS = -5 k x2 (patrz rys. 22a), (2)

gdzie: x jest ugięciem belki W położeniu końcowy.
Podstawiając wzór na współczymtik sprężystości k i Wzory na prace (2) W (1)
otrzymamy:
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1 mg
LG +1.45 =mgX+Ľ-5' X2)=0,

skąd: x = 6 mm.
W przypadku (b), odpowiednio, mamy:

LG = m g (h + x), LG = -Š k x2 (patrz rys. 22b). (3)

Podstawiając k i prace (3) W (1) otrzymamy:

LG +LG =mg(h+x)+[-šk x2)=0,

skąd po przekształceniach dostaniemy równanie kwadratowe:

x2 -0,006 x-0,006 h = O ,

rozwiązaniem, którego jest poszukiwane maksymahte przemieszczenie x = 3,3 cm.

Zadanie. 23
Na końcach dwóch nieważkich prętów o długościach ll i l2 połączonych

pod kątem prostym jak na rysunku 23a, umocowano dwie masy ml i m2. Pręty
mogą obracać się W płaszczyźnie pionowej dokoła poziomej osi O przechodzą-
cej przez ich końce. Wyznaczyć prędkość kątową prętów oraz prędkości linio-
we mas jako funkcje kąta obrotu tp, jeżeli pręty zostały puszczone bez prędko-
ści początkowej i pręt 1 zajmował położenie poziome, a pręt 2 pionowe.

a) m b) m
O ll 1 O ' ll 1

G V ' Q)1 2 / \ (P I
I2 , (P I2 \` /1 h

1
n12 hz \ \ mz `\` //

G2 G2 ®

Rys. 23
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Rozwiązanie
Z twierdzenia o energii kinetycznej wynika:

EKH ""EK[ =L.

Energia kinetyczna odpowiednio W położeniu I-szym i dowolnym II-gim Wy-
nosi:

2 2

gdzie: Vl, V2 prędkości mas W drugim położeniu prętów (rys. 23b).
Na pręty działają następujące siły czynne: siły ciężkości mas Gl = ml g ,
G2 =m2 g i siły reakcji W punkcie O. Pracę wykonują siły ciężkości, nato-
miast praca sił reakcji jest równa zero. Tak, więc praca sił będzie równa:

L=m1gh1_m2 8112›

a po uwzględnieniu hl = ll sintp i h2 = 12 -12 costp = 12 (1-cos tp), otrzyma-
my:

L=mlgllsin‹p-m2gl2 (1-costp)Ĺ (3)

Podstawiając (2) i (3) W (1) dostaniemy:

m V2 m V2 .-1211+-%=mlglls1ntp--m2 g12 (1-costp).

Prędkości kątowe prętów są takie same, więc Vl = oo ll i V2 = to 12 , stąd:

ml Lol If +m2 coz lš
2 2

Przekształcając (4), otrzymamy poszukiwaną prędkość kątową W funkcji kąta
obrotu tp:

=mlgllsin‹p-m2gl2(1-costo). (4)

wz 2glml ll sintp-m2 12 (1-costplll
ml lf+m2 IŠ
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Prędkości mas, odpowiednio będą równe:

Vzl 2g[ml ll sintp-m2 12 (1-costpjl
I I mllf+m2lŠ ,

V _l \/2g[ml ll sintp-m2 12 (1-costplll
2* 2 ml ll2+m2 12

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Dwa ciała o masach ml= 150 kg i m2= 250 kg poruszają się jak na
rysunlm. Współczymiik tarcia kinetycznego masy ml o poziomą powierzchnię
równy jest lt = 0,2. Określić prędkość V, z jaką będą poruszać się ciała, jeżeli
przemieszczą się na odległość s = 2 m.

s

Odpowiedź: V = 4,64 m/s

mz

Zadanie 2. Ciało o masie m = 60 kg porusza się po poziomej chropowatej po-
wierzchni. W chwili początkowej ruchu ciało znajduje się W odległości
s = 0,6 m od nie napiętej sprężyny o współczynniku sztywności k = 22,4 kN/m
i ma prędkość Vl=2,5 m/s jak na rysunku. W wyniku uderzenia ciała sprężyna
ugięła się o A = 0,1 m. Wyznaczyć Współczymik tarcia kinetycznego tt oraz
prędkość V3 ciała W chwili, gdy powróci do położenia początkowego ruchu.

G Ak Odpowiedź: tt = 0,2, Vl= 1,l03m/s.
| m l ;' `````````R̀̀

3.4. Zasada zachowania energii mechanicznej

Zadanie 24
Na końcu nieważkiego pręta o długości L umieszczono kulkę o masie m.

Drugi koniec pręta umocowano na poziomej osi przechodzącej przez punkt O.
W chwili początkowej pręt znajduje się W położeniu równowagi chwiejnej
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(punkt A0) i zostaje z niej Wytrącony z nieskończenie małą prędkością. Wyzna-
czyć siłę W pręcie jako funkcję kąta obrotu tp (rys. 24).

Z A0a „al
B..

A S (P ZAG :L

Z^ V cŠ°_ _ o _v=o_ _
Y

'r l n

Rys. 24

Rozwiązanie
Na kulkę działają cztery siły: siła ciężkości G, siła bezwładności B., i B.

oraz siła reakcji pręta S. Z zasady d'Alemberta mamy:

-Bu +S+G costp = 0,

skąd poszukiwana siła W pręcie:

2
S=B„-Gcos‹p=ma„-mgcosgo=m%-mgcostp. (1)

We wzorze (1) nieznaną wielkością jest prędkość V. Wyznaczymy ją z zasady
zachowania energii mechanicznej, która mówi, że podczas ruchu
W potencjalnym polu sił energia mechaniczna (kinetyczna i potencjalną) punk-
tu materialnego zachowuje stałą wartość (siła ciężkości jest siłą potencjalną).
Jako poziom odniesienia dla energii potencjalnej El, przyjmiemy płaszczyznę
poziomą xOy (oś x jest prostopadła do rysunku), o potencjale równym zero. W
związku z powyższym dostaniemy:

EkA0 'l'EpA0 = EkA +EpA ,

gdzie: Ellllo = O , gdyż prędkość V0 = 0 - energia kinetyczna W punkcie All;
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2
EPAO = m g ZAO = m g L - energia potencjahia w punkcie A0; Em = f-n-å-/--

- energia kinetyczna W dowolnym punkcie A; EPA = m g ZA = m g L cos ‹p
- energia potencjalna w dowolnym punkcie A, skąd:

2
O+mgL=Ê2l-+mgLcos‹p. (2)

Z przekształcenia (2) otrzymamy:

mV2=2mgL(l-cos‹p). (3)

Po podstawieniu (3) do równania (1) otrzymamy szukaną siłę w pręcie:

S=----LLS_c0S(p)-mgcos‹p=mg(2-3cos‹p).

Zadanie 25
Na końcach dwóch nieważkich prętów OA=L1 i 0B=L2 (L, >L2) połączo-

nych ze sobą pod kątem prostym (rys. 25a), umieszczono kulki o masach
ml im; (m1> mz). Znaleźć prędkość kątową i liniową punktu B W chwili, gdy
przechodzi on przez położenie poziome. W chwili początkowej pręt OB zaj-
mował położenie pionowe, a prędkość kątowa prętów była równa ml.

a) b)

L1 m1 Vfiflà milf L, m1 A ®
0 mi A 'Ê,;"="o ` 0 wl E„=o

\L2 V \\ 11 L2 1 z,,--L, /V
B Ar \\` B /// ^I Z"=-|_1

mz 1 ¦ ///V81 VB mz

VAH QD, 1 '

Rys. 25
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Rozwiązanie
Układ znajduje się W polu sił ciężkości, czyli w polu potencjalnym, w związku

z tym, aby wyznaczyć prędkość możemy skorzystać z zasady zachowania energii me-
chanicznej.
Z zasady zachowania energii mechanicznej otrzymamy równanie:

Ekl + EPI = Eku + Epu = const, (1)

gdzie: Ek,,Eku ,EPI ,Epn ,odpowiednio, energia kinetyczna i potencjalna pręta
OA i OB w położeniu I i II (rys. 25b).
W położeniu I energia kinetyczna i potencjalna pręta OA i OB jest równa:

Eh :mi VÃ1 +m2VŠ1=m1œiI-'i+m2 mi I-'Š 9
2 2 2 2

Ep, :mi 8211 +m2 gzzl ="m2 gl-'2› (2)

gdzie: Z" = O , zz, = -L2 (minus dlatego, że przyjęto na poziomej linii przechodzącej
przez punkt O potencjał równy zero).
W położeniu Il energia kinetyczna i potencjalna pręta OA i OB jest równa:

E :m1VÃu+m2VŠI1=m1œi1Li+m2œiILÊ
“H 2 2 2 2 ”

Epn = mi 3 Z111 +m2 8 Z211 ='"m1 gL1› (3)

gdzie: zm = -L1, 22" = 0.
Podstawiając energie kinetyczne i potencjalne (2) i (3) w równanie (1) otrzy-
mamy:

mœ2L2 mœ2L2 mœ2L2 mœ2L2121 1+ 2 21 2_m2gL2= 1211 l+ 2 211 2_mlgLl,

skąd prędkość kątowa:

(0 = °)i(m1ł-'i+m2 L22)_2g(mi Li _mz L2)
" m,LĘ+m2LÊ ,

i liniowa:
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°)i(m1]-'i+m2 I-Š)-2g(m1L1“m2 L2)_
ml LŠ +m2 L22Van :wn L2 = I-'2J

Zadanie 26
Gładki tor ABCD tworzy w punkcie C pętlę o promieniu r (rys. 26). Obli-

czyć minimalną wysokości h z jakiej musi rozpocząć się ruch ciała z prędko-
ścią V0, aby nie oderwało się ono od toru. Znaleźć siłę oddziaływania toru na
ciało w funkcji kąta obrotu cp.

A

D
v,, T

h v

'La B" z = r(1 - costp)
B „ e

`~v¬¬

co':z '
Rys. 26

Rozwiązanie
Z zasady d'Alemberta wynika równanie sumy rzutów sił na oś normalną n:

-B„+N-Gcos‹p=0, (l)

gdzie: Bu = m V2 /r- siła bezwładności ciała, N - siła reakcji toru,
G costp - rzut siły ciężkości na kierunek n.
Po wstawieniu wielkości sił i przekształceniu, równanie (l) przyjmie postać:

2 2
N=Gc0s‹p+-IĽ-=mgcos‹p+ín-Ĺ-. (2)

r r

Z zasady zachowania energii mechanicznej dostaniemy:

V2 2
-IIlT°+mgh=m:;/~+mg(r-rcostp). (3)
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Podstawiając m V2 z równania (2) do (3) vvyznaczymy reakcję N oddziaływa-
nia toru na ciało w funkcji kąta obrotu tp:

N = mV@ +mg[2h-r(2-3cos‹p)]
r

Reakcja N osiąga minimum dla go = n. Oddziaływanie toru jest więc minimalne
w gómym punkcie D pętli i wynosi:

N Q =mV§+mg(2h-5r)
[nm r '

Aby kamień nie oderwał się od toru musi być spehiiony warunek N 2 0. Prze-
kształcając powyższe równanie otrzymamy:

h 2 5 g r - Vå ,
2 g

2
a minimalna wysokość hmm = Ż r -XL.

2 2 g
Jeżeli przyjmiemy V0 = 0, co oznacza, że punkt puszczono bez prędkości po-

czątkowej minimalna wysokość będzie hm¿¿ = Š r.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Do nienapiętej poziomej sprężyny o wspólezymiiku sztywności
k = 525 N/m przymocowano masę m = 10 kg jak na rysunku. Masę puszczono
bez prędkości początkowej. Wyznaczyć prędkość masy gdy przemieści się ona
pionowo w dół po pręcie o 0,15 m.

0,2 m
.. |_

^ ' Odpowiedź: V2= 0,83 m/s

0,15 m

0,25 m '
|i
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Zadanie 2. Na końcu nieodkształconej sprężystej liny o współczymiiku sztyw-
ności k iwytrzymałości R na rozerwanie, zawieszono ciężar 0 masie m
ipuszczono bez prędkości początkowej. Wyznaczyć minimalną wartość masy
mm i prędkość V2, przy której lina zerwie się.

Odpowiedź: mmm =-Ii-, V= I-__--R(2mg_-R)
2g km

Zadanie 3. Przez nieważki krążek o promieniu r przerzucono nieważką linkę
na końcach której przymocowane są masy ml i m2. W chwili początkowej masa
ml>m2 znajdowała się na wysokości h nad poziomą płaszczyzną 1:. Wyznaczyć
prędkość Vll, przyspieszenie all i czas t, gdy masa ml opadnie na poziomą
płaszczyznę 1:.

Odpowiedźzv = 2gh(m1`m2) a =g(mi`m2) tz 2h(m|+m2)
H m1+m2 , H m1+m2 , g(m1“m2)

3.5. Zasada ruchu środka masy

Zadanie 27
Trzy ciała o jednakowych masach, połączone jednakowymi sprężynami

o stałej sprężystości k, staczają się po gładkim torze bez tarcia, nachylonym
pod kątem ot do poziomu. Znaleźć przyspieszenie z jakim będzie poruszał się
środek mas. Opisać rodzaj ruchu.

*fa
G3

G2
(X.

G, X
Rys. 27
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Rozwiązanie
Środek mas układu jednakowych ciał znajduje się w punkcie C i położony

jest W środku drugiego ciała. Masa całego układu równa jest mc = m+m+m.
Z zasady ruchu środka masy wynika, że środek masy, każdego układu punktów
materialnych porusza się tak, jakby była w nim skupiona cała masa układu
i jakby do tego punktu przyłożone były wszystkie siły zewnętrzne.
Suma wektorowa wszystkich sił zewnętrznych czynnych działających na układ
jest:

F = G, + G, + G3 ,

skąd rzut sił na kierunek osi x:

Fx =mgsinot+mgsinot+mgsinot=3 m gsinot

Równanie dynamiczne ruchu środka mas ma więc postać:

FX=m„i¿c=3mgsinot, skąd i¿c=gsinot.

Środek mas porusza się ruchem jednostajnie przyspieszonym wzdłuż osi x
z przyspieszeniem g sin a. Na podstawie ruchu środka mas nie można nic po-
wiedzieć o ewentualnym ruchu ciał między_ sobą.

Zadanie 28
Człowiek o masie ml =70 kg stoi na dziobie łódki o masie m2=600 kg i długości

l= 4 m. Określić odległość na jaką przemieści się łódka, jeżeli człowiek przej-
dzie na koniec łodzi. Opór wody pominąć.

Rozwiązanie
Układ człowiek-łódka (rys. 28) znajduje się w stanie spoczynku w wyniku

działania trzech równoważących się sił zewnętrznych: ciężaru człowieka
Gl =mlg, ciężaru łódki G2= mlg ireakcji wyporu wody N=mlg+m2g. Linia
działania reakcji N przechodzi przez środek ciężkości C układu człowiek~lódka.
Środek ciężkości C, układu dwóch ciał (łódki i człowieka stojącego na dziobie)
określimy ze znanego wzoru z statyki:

G,x,+G2x2
x=-í--_--° G,+o, ”
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podstawiając Gl = ml g i G2 = m2 g dostaniemy:

m x +m xxc=_l___l____l_ (1)
ml+m2

Å śr. ¦mas a)
|

G, N
D

X0

X G2: 2 l „,
I N G,

x ç G2
-Q , _

-< xl /sx
1< >1

Rys. 28

Podobnie określimy środek ciężkości C gdy człowiek przejdzie na drugi koniec
łódki:

Gl x* +G2 x'X, ____ 1 2

G,+G, ”
lub:

_ ml x'l +m2 x'2
x' =------. (2)

° ml +m2

Zgodnie z zasadą zachowania środka masy, środek masy C nie zmienia swego
położenia, ponieważ suma geometryczna sił zewnętrznych (siła ciężkości
człowieka, łodzi iwyporu) działających na dany układ punktów materialnych
równa jest zeru, mamy więc xc = x-C. Przyrównując (1) i (2), otrzymamy:

ml xl +m2 X2 __ m1X',+m2 X;
ml+m2 ml+m2 ,
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gdzie: xl =xl +l-Ax, a x'2 =xl -Ax.

Podstawiając xli x'2 w powyższe równanie otrzymamy:

ml xl +m2 x2 =ml (xl +l-Ax)+m2 (X2 -nx),

skąd:

mllAx=-_--_
ml + m 2

Po podstawieniu danych liczbowych dostaniemy:

sxzi-7°'4 =o,42m.7o¬-600

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Wyznaczyć odległość Ax na jaką przesunie się klin l o długości ll
pokazany na poniższym rysunku, jeżeli klin 2 o długości 12 przemieści się wzglę-
dem klina l w prawo na jego koniec. Masa klina l jest większa od klina 2 i wy-
nosi ml= 3 mz. Opory ruchu pomiędzy klinami i klinem l a poziomą płaszczyzną

' Ipommąc.

l Y _
2 Odpowiedź: Ax = -_--1'12

ml 4
C ___________ __

1 śr. mas 'C2 Ê
AX X

ll

Zadanie 2. Do wózka o masie ml= 3 m przyczepiono nieważki pręt o długości l
(rysunek poniżej). Na końcu pręta zamocowano kulkę o masie m2= m. Pręt wy-
konuje ruch zgodnie z równaniem ‹p = (pl, sin mt. Wyznaczyć równanie ruchu
wózka xl= x(t) oraz siłę nacisku wózka na poziomą płaszczyznę, jeżeli w chwili
początkowej wózek znajdował się w stanie spoczynku.
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xly

C(śr.mas)

Nl Sms ‹1› l Nz ×
Cz

I m9
Odpowiedź: xl =Zsin‹p, N = Nl +N2 = m l (ip sin‹p+‹p2 cos‹p)+4 m g

Siła nacisku zależy od prędkości kątowej (p i przyspieszenia kątowego ip .
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II. DYNAMIKA BRYŁY SZTYWNEJ

1. Masowe momenty bezwładności i dewiacji (zboczenia) brył

Zadaniel
Znaleźć moment bezwładności i promień bezwładności jednorodnego

cienkiego pręta o długości L i masie m, względem (rys. l):
a) osi Oyl, przechodzącej przez koniec pręta i prostopadłej do jego osi x,
b) osi Ęl, przechodzącej przez punkt Ol (COl = L/4) i tworzącej z osią pręta
kąt 30°.

O C av=s‹l× CD °°=3°
Z Z 'Y=9Ü

L/2 L/2

Rys.I

`5 "<

>< Q.X

*<

1» /I D

1Š
Q_J`fi

W

Rozwiązanie
Znajdźmy moment bezwładności względem osi y, która jest osią centralną

(osie x, y, z przechodzą przez środek masy C, dlatego nazywamy je centralny-
mi). Przyjmijmy, dhigość pręta L, pole przekroju poprzecznego s, masę wła-
ściwą p. Objętość pręta jest równa V = L s , stąd mamy m = p V = p Ls. Ele-
mentama masa pręta dm = pdV = psdx (patrz rys. 1). Moment bezwładności
względem osi y (centralnej) na podstawie teorii momentów bezwładności jest
rovmy:

r' .Í.\ w \r"N\ _pL3s_mL2Jy=Ix2dm= Ipsx2dx=ps - 12 _ 12 .
m _L/2 _ua

.ŻŁŜ

Promień bezwładności Wyznaczymy z przekształcenia zależności J y = miš ,
stąd:

l_Jš-___Ii__
Y m 2\/3'



64 1. Masowe momenty bezwładności i dewiacji (zboczenia) brył

Wyznaczymy teraz moment bezwładności względem osi Oyl. W tym celu sko-
rzystamy z twierdzenia Steinera, które mówi, że moment bezvvładności wzglę-
dem osi równoległej do osi przechodzącej przez środek masy bryły równy jest
sumie momentów bezwładności względem osi przechodzącej przez środek
masy i iloczynowi masy bryły przez kwadrat odległości między tymi osiami,
skąd:

Jyl = Jy + m az ,

gdzie: J, jest momentem bezvvładności względem osi centralnej y, a= L/2 jest
odległością między osiami yl i y.
Po podstawieniu J, i a do powyższego wzoru, otrzymamy:

mL2 (LT mL2 _ . 1,, LJylz +m _ =-__ 1 lyzll--=-.12 2 3 m ./5

Aby wyznaczyć moment względem osi Ęl, w pierwszej kolejności wyznaczy-
my moment względem osi Ę, a następnie skorzystamy z twierdzenia Steinera.
Moment bezwładności względem osi Ę określimy na podstawie wzoru:

J¿ = J„cos2ot + Jycos2ß + JZcoszy - Zlxycosot cosß - 2J„cosot cosy - 2JyZcosß- cosy ,

gdzie: IX, Jy, J, - momenty bezwładności względem osi x, y i z; Jxy, Jxz, Jllz mo-
menty dewiacji względem osi układu współrzędnych xyz.
Ponieważ osie x, y, z, przyjęto jak na rysunku 1, to są one głównymi osiami
bezwładności i dlatego momenty Jlly, J,,,, Jy, względem nich są równe zero.
Moment bezwładności względem osi x przyjmiemy J, = 0, gdyż wymiary pręta
wzdłuż osi y i z są znacznie mniejsze od długości L. Uwzględniając, że J,,=J,
oraz ot = 30°, ß = 60° , y = 90°, mamy:

mL2 12 mL2
J¿=JyC0S2ß+JZCOS2'Y=-Tž""ĹšJ =-4:8".

Odległość między osiami Ę i Ęl jest równa: d = -Il-li sin 30° = %.

Uwzględniając twierdzenie Steinera, moment bezwładności względem osi Ęl
będzie równy:
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2 2

Jl =J¿+md2=_-mL +m Ê- =ĹmL2' 48 8 192

Zadanie 2
Znaleźć moment bezwładności jednorodnego prostopadłościanu o wymia-

rach a, b, c (rys. 2):
a) względem jego głównych centralnych osi bezvvładności,
b) względem osi yl, pokrywającej się z jedną z jego krawędzi,
c) względem osi Ę, pokrywającej się z przekątną prostopadłościanu.

Rozwiązanie
Głównymi centralnymi osiami bezwładności są trzy osie symetrii x, y, z,

które przechodzą przez środek masy C i względem nich momenty dewiacji Jxy,
J,l,, JW są równe zero.
Z teorii momentów bezwładności wiadomo, że momenty bezwładności wzglę-
dem osi x, y, z są równe sumie momentów bezwładności względem dwóch
wzajemne prostopadłych płaszczyzn, których linia przecięcia tworzy tę oś,
stąd mamy:

J X = J +JzCx xCy,

J), =JxCy +JyCZ,

Jz =JyCz+JzCx=

gdzie: Jxcy, Jycz, JZCX - odpowiednio, momenty bezwładności względem płasz-
czyzn xCy, yCz, ZCX.

N

_

Q.“<

5-;Å Êsš -
YO

lBJ

___\

\

Ê

Ê

nlIII

1:'-"Ł'

-< _`.<

I
I Å

\\\

\/ <1 Š/ l,
X b

Rys. 1
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Moment bezwładności względem płaszczyzny zCx jest równy:

JzCx = 2 dm?
[Il

gdzie: dm = pacdy , p - masa właściwa, stąd:

bl/2 pacb3

JzCx = _ípacyz =
-b/2

mb2Ponieważ, masa m = pabc, to:JzC,l T. W podobny sposób otrzymamy

. m c 2 m a 2momenty względem płaszczyzny xCy 1 yCz, J xcy = -T2-, J ycz =

Wówczas, momenty bezwładności względem głównych centralnych osi bez-
władności są równe:

2 2
J, =_-mb +--'“° =3(b2 +c2),12 12 12

2 2

2 bz m
j :Eli L=_ 2 1,2 _ 2

Z 12 + 12 l2(a + )

Moment bezwładności względem osi yl (krawędzi) określimy z twierdzenia
Steinera:

Jyl =Jy +md2,

2 2
gdzie: dz =í%J =å(a2 +c2), stąd:

m m 1Jyl =íž(a2 +c2)+?(a2 +c2)=§(a2 +c2).
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Moment bezwładności względem osi Ę (przekątnej) Wyznaczymy z wzoru:

J¿=J,l cos2ot+J,cos2ß+J,cos7'y, J,ly=J„=J,,, =0 (3)

. a b A cgdzie. cosot _ ----l______a2+ bz +c2 , cosß _ --Ź--l_________.a2+ bz +02 , cosy _ --í___a2+ bz + C2 .

Po podstawieniu (2) w (3), otrzymamy:

J _m a2(b2+c2)+b2(c2+a2)+c2(a2+b2)_m(a2 b2+b2 c2+c2a2)
Ę 12 a2+b2+c2 6(a2+b2+c2) °

Zadanie 3.
Wyznaczyć masowe momenty bezwładności Jx i J, względem osi x i y

przecinających się w środku masy oraz moment dewiacji J,,,, cienkiej trójkątnej
płyty o masie m, podstawie a, wysokości h (rys. 3). Określić momenty bez-
władności względem osi Ę, 11, a także głównych centralnych osi bezwładności
X1., yl.

'T u
Y1 Y

al

= ÜY 1| `̀
h I 'li (IX1

. dA y I
C x l dx X V

3/3 h/3
Í¬<›--Z--->''_ I .
< a Ę

Rys.3

Rozwiązanie
Momenty bezwładności względem centralnych osi x i y Wyznaczymy

z wzorów:
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2m 2% 2 2 4 2%
112 _¿[, 3 h2 9 4 _

gdzie: dm = ř dA1 = -E udy - jest elementamą masą trójkąta, A, dA, - jest

polem ielementamym polem powierzchni trójkąta, u =%(-Ê h- y) - wyzna-

czono (patrz rys. 3) z zależności wynikającej z twierdzenia Talesa,
3: ll

h %h-y.

W taki sam sposób Wyznaczymy moment bezwładności J, względem osi y,
który jest równy ~

‹

m 2m2%/ 2m2]'l/3; a 2IX _[Y dm Ajy dA| ah _ÍY "dy ah I/Y h(3h Yldy
'“ A 'Ź 173

2
_ (-h yz - y3)dy = -n-I-(ÊHY3 -Y-) =-n-li-2-,

/3 “/3/

2a'
m, 2h

/

/,

I mí 2 Í* zm Í h 2
J = x2dm=-- x2dA =-- x2vdx=- yz-(-a-x)dx=

y m AA: 2 ah _%, ah _h/3, a 3

Za/

1/

_2¿«_ _mdxzzm (2_ax3_iƒ'”/3 = ma?
a2_„3 a2 9 4 18

3,/
/ 3

Moment dewiacji Wyznaczymy z zależności:

m m
]xy= J.xydm=-Ã-Ă[xydA=X I( ;[xdx)ydy=

III

BJ
\I=I'‹_,,)\ |_'1 /'N

t\J
D'

zaś „_g¿ zh

_h“ __ '/3 /3

UJ`\

Q;lx) 5'B
C“\âm`\`\

Ê ¦¦

„ %)22_ (_ %)2 Y dy =

l ,f zh/
*Y)"%]2-(-Š/3)2 2m "`3 az z 2

mh) ='B
:PN UJ

2 ah

2m az 4 2 3 2% h_(_Y_Ĺ_X_) :JL
9h ,, 36 ”ah 8h2

a
YĆY =__ I(-ž%""šHy")Yd)' =

Ż'/3
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gdzie: dA = dx dy - jest elementamym polem powierzchni trójkąta. W powyż-

szych wzorach x zmienia się od '% do u - 2% _
Z równania wyprowadzonego na wykładach Wyznaczymy kąt ot, określający
położenie głównych centralnych osi bezwładności W układzie współrzędnych
xy:

mah
2 J _Z

tg2ot= xy = 2 36 2=~ ah .J,-Jx p¿_j__mh 2(a2-112)
18 18

Na rysunku 3 pokazano główne centralne osie bezwładności xl i yl, dla przy-
padku, gdy h2>a2. Główne centralne momenty bezwładności względem tych osi
określimy z zależności:

Jxl = Jx coszot + Jy coszß-2Jxy cosot cos(90° -ot) ,
2 2

Jx = EE-cosz ot +Ľcos2(90° - ot)+ 2-I-Pn-ücosot cos(90° - ot),
' 18 18 36

Jx = E`/šcosot+í`/-Ęcos(90°-ot) ,
' 3 2 3 2

_ 2 2 _~Jyl -Jxcos otl+Jycos ot 2Jxycosot, cosot,
2 2 h

J = Ê-ll-cos2(90° + ot) + -IE-cos2 ot + 2-n-Ľ-cosot cos(90° + ot),
y' 18 18 36

2
h m a m

Jyl =[-3-J;c0S(90° +ot)+§\/-_2:cosot)J ,

gdzie: kąt ß określający kierunek osi xl względem osi y (patrz rys. 3) jest rów-
ny ß = 90° -ot , natomiast kąt ot] określający kierunek osi yl względem
osi x jest równy ot, = 90° + ot .
Do wyznaczenia momentów bezwładności względem osi Ę i 11 skorzystamy
z twierdzenia Steinera, stąd:

Ĺh 2 mm 112 mmJ¿=J„+m = +m = ,3 18 9 6
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a 2 ma2 az mazJ„=Jy+m = +m = .
3 18 9 6

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Wyznaczyć moment bezwładności jednorodnego walca o promie-
niu r = 0,1 m, wysokości h = 0,8 m i masie m = 40 kg względem głównych
centralnych osi bezwładności x,y,z, i względem osi zl oraz osi zz nachylonej
pod kątem ot = 45°, ß = 60°, y = 60°.

X O Z

I ŻY odpowiedż: 1, = J, = 2,23 1‹gm2,
_ ____ ___ _____ __ Z Jz=0,2 kgmz, Jzl =0,6 kgmz,7.

. _ 1,2 = 1,7225 1‹gm2
,_

-5

_.-._ !`__._._._,_̀ -'_-"\fI

IiÊ

~<2

IŠ'<2

::'ß

\

_NN

Zadanie 2. Dla elementu konstrukcyjnego przedstawionego na rysunku, wy-
znaczyć moment bezwładności względem osi y. Element o wymiarach
a=20 cm, b= 20 cm, h=60 cm, r=b/2=10 cm, wykonany jest ze stali
0 gęstości p = 7,86 g/cm3.

ze h/3 . , 211„a r Odpomedz:mw,¿œ=m %,mpf‹›S1.=mp=abhP

h/3J =mwr2+mpb2+h2(7mp+l6mw),

h h/3y 12 36
Y J, = 22,23 1‹gm2HY
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2. Ruch obrotowy

2.1. Równanie dynamiczne ruchu obrotowego

Zadanie 4
Siły naciągu pasa napędzającego koło pasowe są równe 20 i 40 N (rys. 4).

Masa koła pasowego jest równa 80 kg, jego promień 0,3 m, a promień bez-
władności względem osi obrotu 0,25 m. Znaleźć równanie ruchu obrotowego,
jeżeli w chwili początkowej kąt obrotu koła i jego prędkość kątowa są równe
zeru.

z F1

Rozwiązanie
Równanie dynamiczne ruchu obrotowego, wokół nieruchomej osi obrotu x

jest następujące:

Jx ö:§Mix 2

gdzie: J, - moment bezwładności względem osi obrotu x (prostopadła do ry-
sunku), ('13 - druga pochodna po czasie t z funkcji kąta obrotu koła tp (przyspie-
szenie kątowe), Mix - moment sił zewnętrznych względem osi x działających
na koło pasowe.
Kierunek obrotu momentów sił względem osi x zgodny z kierunkiem obrotu
ciała przyjmujemy jako dodatni. W związku z tym suma momentów sił wzglę-
dem osi x jest równa:

ZM,=Ęr-1=,r=40-0,3-20-o,3=6 Nm.
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Moment bezwładności określimy z zależności J, = mifi , gdzie i,= 0,25 m jest
promieniem bezwładności koła, stąd wartość jego jest równa
J, = 80 - 0,252 = 5 kgmz.
Podstawiając obliczone wartości J, i Z Mix do pierwszego równania dosta-
niemy:

5¿t`›=6, (';i=1,2,

skąd, po scałkowaniu otrzymamy następujące zależność na prędkość kątową
i kąt obrotu kola:

2‹p=1,2t+c,, ‹p=1,2ă-+c,t+c,.

Stałe całkowania C1 i C2 wyznaczymy z warunków początkowych. Dla t = 0,
prędkość kątowa (bo = ()s`l i początkowy kąt obrotu ‹p0 = O rad, skąd po pod-
stawieniu warunków początkowych w powyższe dwa równania, otrzymamy
C1 = O i C2 = 0. Wówczas równanie ruchu obrotowego przyjmie postać:

‹p=O,6t2.

Zadanie 5
Jednorodna prostokątna płyta o masie m, długości L i wysokości h obraca

się wokół pionowej osi z, która jest osią symetrii płyty (rys. 5). W czasie obro-
tu na płytę działa siła oporu powietrza. Siła ta przyłożona jest do każdego nie-
skończenie małego elementu powierzchni płyty, skierowana prostopadle
do niej i proporcjonalna do kwadratu prędkości nieskończenie małego elemen-
tu, współczynnik proporcjonalności równy jest k. Znaleźć czas At, w ciągu
którego prędkość kątowa płyty zmniejszy się z co| do (oz.

Rozwiązanie
Moment bezwładności płyty:

L/2 3 E 3 21, = jr2‹1m= _[r2hp‹1r='?hp3L=-_-hfg” =_-"Ê ,
m -L/2 _2_
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B .Z

z-1%'
,-

zl_

l¬× 9/
\./

='a

RM A RAy y

x R”

Rys. 5

gdzie: dm = hpdr - elementama masa, p - masa przypadająca na jednostkę
powierzchni płyty.
Na płytę działają następujące siły: siła ciężkości G, siła reakcji RA opory A
i RB opory B oraz siła oporu P.
Elementama siła oporu powietrza przyłożona do nieskończenie małego
elementu powierzchni płyty ds = h dr jest równa:

dP=kV2ds =kha)2r2dr ,

gdzie: V = tor - prędkość nieskończenie małego elementu płyty ds, co - pręd-
kość kątowa płyty.
Moment siły oporu powietrza względem osi z skierowany jest przeciwnie
do kierunku obrotu płyty i jest równy:

dMZ =-r dP = -khto2 r3 dr.

Całkując powyższe wyrażenie z uwzględnieniem, że elementama siła oporu dP
działa z jednej i drugiej strony płyty otrzymamy:

L/2 L4

M, =-2 j1‹1m›2rß‹1r =--1‹1m›2.O 32

Korzystając z równania dynamicznego ruchu obrotowego:
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Jzćł3=ĘMiz°

2 11 1
oraz podstawiając: J,=Ê1å_, ŻMÊ = M, = -škhœz 14 , otrzymamy:

1 0

23'-¿l'›=--i1‹11m214,12 32
skąd:

._ _dł__3khœ2 12
(P dt 8m '

Rozdzielając zmienne i całkując w przedziale zmiany prędkości kątowej (nl
do co; i, od O do At otrzymamy:

skąd:

_ ¿_¿ __Łh_'2_^_"
(oz 0), 8m °

Przekształcając powyższe wyrażenie dostaniemy szukany czas:

At: 8m co,-coz.
3khl2 co1co2

Zadanie 6
Blok używany do prac podwodnych jest walcem jednorodnym o masie m

ipromieniu r (rys. 6). Przez blok przerzucona jest nieważka lina, na końcach
której zawieszone są ciężarki o masach ml i mz (ml>m2). Gęstość masy ciężar-
ków wynosi pc, a wody pw. W czasie ruchu ciężarków, ze względu na małe
prędkości przemieszczania, woda stawia opór proporcjonalny do prędkości
ciężarków (współczymiik proporcjonalności jest jednakowy dla obu ciężarków
i wynosi k). Wyznaczyć równanie różniczkowe ruchu.



2.1. Równanie dynamiczne ruchu obrotowego 75

Rozwiązanie
Zakładamy, że ruch ciężarków wraz z blokiem odbywa się z prędkością

V =ý iprzyspieszeniem a =ý , tak ja na rys. 6, gdyż masa ml ciężarka 1 jest
większa od masy mz ciężarka 2. Uwalniając od więzów ciężarki ml i mz w miej-
sce nich przykładamy wektory sił: napięcia liny Sl i S1, ciężkości Gl iG2, wypo-
ru wody Wl i Wl, oporu wody Rl i R2 (Rl = R2 = k V) oraz bezwładności Bl i B2
(B1 = 11118, B2 = mz 3).

XaH s, 1-32
_'11 T S=

S1 ÅWŻ 2

V=1'/llazý B,=m,gl Ü]/_

Vlfiłšlia vG2=m=9
Gl=m.9 hl VB,=m,a

wl` vm=w
R,±1‹v^

Rys. 6

Dla bloku równanie dynamiczne ruchu będzie następujące (oś z jest prostopa-
dła do rysunku):

J,¿ls=2Ml,=s,r-s,r. (1)

Z zasady d'Alemberta dla ciężarków 1 i 2, otrzymamy równania:

S, +Bl-G,+W,+R, =S,+m,a-m,g+W1+kV=0,

S2+W2-G2-B2-R2=S2+W2-mzg-mza-kV=0, (2)

gdzie: Wl, W; - siły wyporu, równe ciężarowi wypartej przez ciężarki wody
(prawo Archimedesa).
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Siły wyporu są równe:

m mWl =-“pw g, Wz =-ip.. 8,
pC pc

gdzie: El, Ľ - objętości ciężarków 1 i2.
Pc Pc

2
Wstawiając wartości sił Wl i W2 oraz moment bezwładności J Z = mTr

1 11 zí w mwmmiz (1) 1 (2), a takze e11m1nują‹= z równań (1) 1 (2), sl 1 sz
I'

otrzymamy:

g(ml-m2){1-ę)"')-2kV
&=Ÿ= m ° (3)

Podstawiając w (3), V = ý,C = g(ml -m2)[l -El), D = %+m, +m2 , do-
Pc

staniemy szukane równanie różniczkowe (dynamiczne) ruchu bloku:

.. _ C - 2 k ý
Y D 5

lub po przekształceniu:

._ Żk. C
Y+íY=š' (4)

Równanie dynamiczne ruchu bloku (4) jest równaniem różniczkowym niejed-
norodnym o stałych współczymiikach. Rozwiązanie równania (4) jest sumą
całki ogólnej równania jednorodnego i szczególnej równania niejednorodnego.
Rozwiązaniem równania jest fimkcja, którą podajemy bez wyprowadzania:

C D -L5:
y=-- t+- e D -l _

2k 2k



2.1. Równanie dynamiczne ruchu obrotowego 77

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Na poziomy walec o promieniu r i masie ml nawinięto nić, do koń-
ca której podwieszono pionowo masę m2. Na walec działa stały moment sił M.
Wyznaczyć po jakim czasie tl prędkość masy mg będzie dwa razy większa
od prędkości początkowej V0.

Odpowiedź: t, = -_Å--rV°(m' + Zmz)
2(M - mz 81')

Zadanie 2. Wyznaczyć siłę F z jaką należy naciskać na dzwignię o długości b,
aby wałek o masie m i promieniu r, obracający się z prędkością kątową œll,
został zahamowany w czasie tl,. Określić ile obrotów I wykona wałek do chwili
zatrzymania się. Wałek znajduje się w odległości a od podpory dźwigni.
Współczynnik tarcia kinetycznego między wałkiem i dźwignią hamulca wyno-
s1 tt.

___§__
a F . ,_ mcooar mcošarA % Odpowiedz. tl, =--Fu , t=---MIA

Zadanie 3. Na wałek 0 masie m i promieniu r nawinięto nieważkie linki, na
końcach których zamocowano masy ml i ml (m2>ml). Znaleźć zależność pręd-
kości kątowej ikąta obrotu wałka w funkcji czasu t, jeżeli w chwili początko-
wej wałek był w stanie spoczynku.

(D: 2(m2_ml)gt (P: (m2_m1)gt2

'.' (2ml+2m2+m)r, (2ml+2m2+m)r
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2.2. Zasada d'Alemberta

Zadanie 7
Trzy ciała o masach ml, mz, m3 połączone są lekką nierozciągliwa nicią

przechodzącą przez walec jednorodny A o masie m4 i promieniu r (rys. 7). Dwa
ciała leżą na płaszczyźnie poziomej, a trzecie jest zaczepione pionowo. Wspól-
czymiik tarcia kinetycznego pomiędzy ciałami l, 2 i poziomą płaszczyzną
równy jest |.t. Znaleźć przyspieszenie i siłę napięcia nici łączącej ciała 1 i 2.

N, T Nz z
B1T' 5332

1 2
A B3 3

1| 1,
G8 = mag

Rys. 7

Rozwiązanie
Na układ działają następujące siły: Gl, Gz, G3 - siły ciężkości ciał; Nl, Nz,

Tl, Tz - siły normalne i tarcia ciała 1 i 2; Bl, Bz, B3 - siły bezwładności cięża-
rów; S - sily napięcia nici pomiędzy ciałami 1 i 2; MA - moment sił bezwład-
ności walca A względem osi obrotu.
Zakładamy, że układ porusza się z przyspieszeniem a, wówczas siły bezwład-
ności i moment sił bezwładności walca są równe:

B,=m,a, B2=m2a, B3=m3a, MA=Jx8 (1)
2

gdzie: J X = lg- jest momentem bezvvładności względem osi x, która jest

prostopadła do płaszczyzny rysunku i przechodzi przez środek O krążka,
8 = a /r jest przyspieszeniem kątowym krążka.
Z równań rzutów Wektorów sił działających na ciała l i 2 dostaniemy:

N,=m,g, N2=m2g, skąd T1=ttN,=um1g, T2=p.N2=|.tm2g.
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Z zasady d'Alemberta, która mówi, że w czasie ruchu obrotowego momenty
wszystkich sił zewnętrznych (czyrmych i biemych), W każdej chwili równowa-
żą się z momentem sił bezwładności układu, otrzymamy równanie momentów
wszystkich sił względem punktu O. Dostaniemy wówczas zależność:

B1r+Tlr+T2r+B2r+MA+B3r-G3r=0. (2)

W równaniu momentów sił (2) napięcia S nici nie uwzględniamy, ponieważ
siły S wzajemnie się kompensują.
Podstawiając do równania (2) wartości sił bezwładności i momentu sił bez-
władności (1) otrzymamy:

m4r2amlar+ttm1gr+ttm2gr+m2ar+-ž-?+m3ar-m3gr=0,

skąd:

3: 2g[m3-|„t(m,+m2)] (3)
2(m,+m2 +m3)+m4

Aby wyznaczyć siłę napięcia liny S, ułożymy dla pierwszego ciała równanie
rzutów sił na oś y:

-B,-T1+S=0, (4)

skąd po podstawieniu wartości Bl i Tl do (4), otrzymamy szukaną wartość S:

S: 2m1g[m3 `|›1(m1+m2)]_ł_”mlg _
2(m1+ mz + m3)+m4

Zadanie 8
Jednorodny pręt AB może swobodnie obracać się dokoła pewnego punktu

O tylko w płaszczyźnie pionowej (rys. 8a). Prędkość kątowa pręta AB jest stała
i równa o). Znaleźć reakcje w punkcie O oraz kąt tp o jaki odchyli się pręt
od osi pionowej, jeżeli OA = a, OB = b i a>b.
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a) b)
Åz ÅZ

aa B a
ot'.' -

` \/ <" " X<t›03 dB
%¬ A å¬ Å

2'/za zł/2
Rys.8

am

Rozwiązanie
Na element pręta o długości dl i elementamej masie dm działa elementar-

na siła bezwładności dB = an dm = coz plsintp -dl , gdzie p jest masą przypada-
jącą na jednostkę długości pręta.
Z warunku rzutów na osie x i y (rys. 8b) dostaniemy:

R„+ƒaB=0
13 (1)

gdzie: Ga = pa g jest ciężarem części pręta OA,Gb = pb g jest ciężarem części
pręta OB.
Z równań (l) dla to = const, p = const i tp = const, otrzymamy:

a . 8 cozpsin (bz-az)Rox =- j-dB=-cozps1ntp`l':ldl=---f`-0;--,
_b _

Roy =G„ +G,, = pg(a+b). (2)

Z równania momentów sił działających na pręt wyznaczymy kąt o jaki odchyli
się pręt od osi pionowej.
Elementamy moment siły dB względem punktu O jest równy:

dM = h-dB =lcostp-dB =œz plz sintp costp-dl.
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Równanie momentów względem punktu O jest -następujące:

+

cr'1¬'”

ÊGbåsintp-Ga Ŝsintp =0. (3)

Po podstawieniu Gl,, Gl, i dM do (3) dostaniemy:

2 2 2'
E-gzi-sintp-%sintp+tozpsintp costpjlz dl=0. (4)

-1›

Całkując równanie (4) otrzymamy:

3 (az - bz)
2m2(a3 +1›='=)`

Zadanie 9
Jednorodny pręt AB o długości L i masie m połączony jest przegubowo

w punkcie A z poziomym prętem AC o długości a (rys. 9a). Pręt AC, którego
masę można zaniedbać, połączony jest na sztywno z pionowym prętem CD, któ-
ry obraca się ze stałą prędkością kątową to. Koniec B pręta AB połączony
jest z prętem CD za pomocą sprężyny o długości w stanie nie naciągniętym a
iwspółczynniku sztywności k. Sprężyna dzięki suwakowi D pozostaje zawsze
równoległa do AC. Jaka powinna być wartość k, by pręt AB odchylił się
od pionu o kat tp.
a) a b) a

If----v

M §\@
O

> Š W >

1 L

Ü X _
UJ

ÜI
Ż

:uda Š/.,_
w

cl

› ' ' v v 1'

ło) go) A = |Sin‹p
Ă Å

Rys. 9
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Rozwiązanie
Na pręt działają trzy siły (rys. 9b): siła ciężkości G = m g, siła oddziały-

wania sprężyny F = kA = kL sintp, siła bezwładności, której elementama war-

tość dB = an dm = (oz rp ds = ål- mz (a +s-sin tp) ds . Masa przypadająca na

jednostkę długości pręta jest równap = ř , a r = a +s sintp. Moment tych sił

względem punktu A jest równy:

-Gåsintp-FL costp+ Is-costp dB.
B

Po podstawieniu wartości sił dostaniemy:

L . . L m .-mg -Ź-smtp-kLzs1ntp costp+ I-Ĺ-(oz costp (a+s-sm(p)s ds =0 ,
o

skąd po uporządkowaniu:

L . 2 . L m 2 L m 2 . 2-mgž-sintp-kL s1ntpcos‹p+ I-Eco acostp s ds+ J-íto costosmtp s ds = 0.
o o

Całkując składniki powyższego wyrażenia otrzymamy:

_ _ Lz .-mgåsmtp-kLz s1ntpcostp+í2I'-mz a costp+-nzl?-(oz smgocostp = 0 ,

a po przekształceniach:

L . . a L .-mgš-smtp-kLz s1n‹pcostp+mœz Lcostp (-2-+3-smtp) = 0 ,

skąd szukany współczymik sztywności:

mtoz cos‹p(3a+2Lsintp)-3mgsintp
3lsin2‹p z

k=
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Kabina windy ważąca 9810 N podwieszona na linie stalowej nabie-
ra prędkości V = 120 m/min, na drodze s = 20 m.
Obliczyć siłę w linie, gdy kabina:

a) unosi się,
b) jest w spoczynku,
c) opada w dół.

Odpowiedź: a) 9910 N, b) 9810 N, c) 9710 N.

Zadanie 2. Na końcach regulatora składającego się z dwóch nieważkich prę-
tów połączonych pod kątem prostym, zamocowano dwie masy ml i mz (ml >
mz). Ramiona regulatora mogą się obracać wokół poziomej osi przechodzącej
przez punkt O. Wyznaczyć prędkość kątową co w ruchu ustalonym, jeżeli dla
tej prędkości kąt odchylenia ramienia OB wynosi tp i OA = OB = L.

lL
1
1

lvli
›

í
t

L G L mz = 2g(m1sintp-mzcostp
(P L(ml~m2)sin2tp

11
B mz _ 0-

5 m1 A

2.3. Zasada krętu, zasada zachowania krętu

Zadanie 10
Aby określić moment bezwładności ciała 2 zamocowano je na wale AB

(rys. 10), na którym osadzony jest krążek 1 o promieniu r. Na krążek nawinięta
jest nić z przywiązanym do niej ciężarem 3 o masie m. Wyznaczyć moment
bezwładności ciała Jz, jeżeli ciężar puszczony z wysokości h, bez prędkości
początkowej przebywa drogę h w czasie t. Moment bezwładności wału
z krążkiem równy jest Jo. Środek ciężkości ciała znajduje się na osi obrotu.
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1 2

J: B-
W V maz/7 2

ll
G n

3

|__`l __!

Rys. 10

Rozwiązanie
Z teorii krętu wiadomo, że pochodna wektora krętu po czasie równa jest

sumie Wektorów momentów sił zewnętrznych działających na dane ciało, stąd:

di= ZM., - (1)

Kręt (moment pędu) całego układu względem osi z jest równy:

K1 = Klz + K2: + K3z 7

gdzie:K,Z- jest krętem wału i krążka 1, Kzz- jest krętem ciała 2, K3; jest
krętem ciężaru 3.
Kręty te są równe:

K1z=Jzto, K2z=J0œ, K3z=mVr. (3)

W wzorze (3), J, jest szukanym momentem bezwładności, V = tor jest prędko-
ścią ciężaru 3. Wstawiając (3) w (2) otrzymamy:

KZ =Jz to+Jo to+mVr=JzX+J„X+mrzX=(JZ +J° +mrz)-Y-. (4)
r r r r

Moment sił zewnętrznych względem osi z równy jest momentowi siły ciężko-
ści G = mg:
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ŻM,,=M,=Gr=mgr. (5)
i=l

W zależności (4) wielkością zależną od czasu jest tylko prędkość, stąd pochod-
na krętu po czasie jest równa:

d (Iz +J0 +mrz)-Y
dKZ r a= =(JZ+Jo+mrz)-=const. (6)
dt dt r

W powyższym wzorze a jest przyspieszeniem ciała 3. Uwzględniając wzór (1)
oraz (5) i (6) dostaniemy:

(Jz+J0+mrz)%=mgr.

Skąd po dwukrotnym scałkowaniu i uwzględnieniu warunków początkowych
(dla t = 0 , hl, = 0, V0 = 0 ), otrzymamy:

h_ mgrztz
2(J, +1, +mr2)'

skąd:

2 2
J, =----mžgt -Jo -mrz.

Zadanie ll
Jednorodna tarcza kołowa o masie ml i promieniu rl wiruje dokoła pozio-

mej osi z prędkością kątową too (rys. ll). W pewnej chwili do tarczy dociśnięto
siłą F drugą tarczę o poziomej osi obrotu, promieniu rz, masie mz i początkowej
prędkości równej zeru. Współczynnik tarcia między płaszczyznami styku tarcz
równy jest tt. Wyznaczyć wspólną prędkość kątową to obu tarcz oraz czas t,
po upływie którego obie tarcze zaczną wirować z prędkością kątową to. Pozo-
stałe opory ruchu pominąć.
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1 2 1.1/
/1,0,

_ _ -.{±.-±_-} -- - - ~ -

1,,
"/I///

‹-.se
_G3¬'| Ł-_-_ íí „G3'n

N
`-~\""\\\

Äřş
Š

\\`\\\\\\\*"` QĘ>.

Rys. 11

Rozwiązanie
Na układ składający się z dwu tarcz działają siły ciężkości Gl i Gz oraz si-

ły docisku F. Siły ciężkości i siły docisku są siłami zewnętrznymi. Moment
tych sił względem osi obrotu tarcz przed i po połączeniu jest równy zeru,
w związku z tym zgodnie z zasadą zachowania krętu, kręt układu przed i po
połączeniu tarcz jest taki sam, tj., K1 = K2.

_ _ , _ ml rlz mz rzzUwzględniając momenty bezwładności tarcz, J 1 =T oraz J2 =T,

otrzymamy:

2 2 21<l=l,.„,=Ł2f1_.„,, 1<,=<1,+1,>.„=(a2.'1_+.f*§2.j.„.
Przyrównując do siebie powyższe kręty, otrzymamy wspólną prędkość kątową
tarcz:

m rz m rz m rz___1___1_‹„o= _t_1__+__2_z_ 0,,
2 2 2

skąd, szukana prędkość kątowa:

mrzto(0: ll o

ml rlz +m2 rzz'

Do wyznaczenia czasu potrzebnego do osiągnięcia wspólnej prędkości kątowej
to obu tarcz skorzystamy z równania dynamicznego ruchu obrotowego.
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Rozpatrując każdą tarczę oddzielnie w dowolnym momencie czasu po ich doci-
śnięciu do siebie, otrzymamy następujące równania ruchu:

J,t`p, =-MZ, Jzćpz =Mz. (1)

Minus oznacza, że moment sił tarcia M, tarczy pierwszej jest przeciwnie skie-
rowany do kierunku obrotów tej tarczy (zatrzymuje tarczę). Wartości momen-
tów sił tarcia oddziaływujących na jedną i drugą tarczę są sobie równe. Wy-
znaczmy moment sił tarcia działających na każdą z tarcz, jest on określony
w następujący sposób (rys. 1 1):

M=rdT.złr
Elementama siła dT =EE2dA , gdzie siła normalna N = F, 1tr,z jest polem

mi
trących się powierzcłmi, dA = 2 tt r-dr jest elementamym polem trących się
powierzchni.
Moment sił tarcia działający na całą tarczę jest wówczas równy:

fl F 2M, = j”_2lzr2 ‹11~=-pr,1=. (2)
O arlz 3

Podstawiając moment (2) do równań (l) otrzymamy:

._ 2 .. 2
J1<P1=`§lU'|F› zz (P2=§lzr1F- (3)

Całkując po czasie równania (3) dostaniemy:

. 2 _ 2J,tpl=J,œ,=-šttr1Ft+C, J2tp2=J2to2=§ur,Ft+D, (4)

skąd:

_ 2uqFt C . 2ttr,Ft D
: :-i---- -, : :iż-ł---_ 5(P1 031 3]' + Jl (P2 (Dz M2 J2 ( )
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Stałe całkowania C i D wyznaczymy z warunków początkowych. Dla t = 0 s,
prędkość kątowa tarczy pierwszej tol = too, a tarczy drugiej (oz = 0, skąd po
wstawieniu warunków początkowych do równań (4) otrzymamy: C = J ltoø ,
D = 0.
Wspólna prędkość kątowa obu tarcz tol = (oz ustali się po czasie t. Wstawiając
stałe całkowania do równań (5) i przyrównując je stronami otrzymamy:

_2ttrlFt+œ =2ur1Ft
31, ° 31,'

skąd po wstawieniu momentów bezwładności J l i Jz wyznaczymy czas nie-
zbędny do ustalenia się takiej samej prędkości kątowej obu tarcz:

t __ 3m1m2r1fz2°)‹›
4HF(m1r12 + mzrź)

Zadanie 12
Przez zamocowany krążek o promieniu r i masie mk (rys. 12) przerzucono

nieważką inierozciągliwą linę. Po linie z lewej strony krążka zaczyna się
wspinać człowiek o masie mc z prędkością VC względem liny. Jaka jest pręd-
kość kątową to krążka i prędkość VA ciała A, jeżeli w chwili początkowej układ
był nieruchomy. Ciało A posiada taką samą masę jak człowiek.

v, GR r
v,T

człowiek
m V^Äm=mG C. [HA

VG,

Rys. 12
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Rozwiązanie
Z zasady krętu mamy:

<1z<_×=Mx„
dt

gdzie: oś x jest prostopadła do płaszczyzny rysunku i przechodzi przez punkt
O.
Na układ działają następujące siły: siła ciężkości G, = mg człowieka i ciała A,
siła ciężkości krążka Gl, i reakcja osi krążka R. .
Moment sił zewnętrznych względem osi x przechodzącej przez punkt O i pro-
stopadłej do powierzchni rysunku jest równy:

MX=Gcr-Gcr=0.

Z zasady zachowania krętu wynika, że jeżeli MX = 0 to KX = const. W chwili
początkowej kręt KX = 0, gdyż krążek nie wykonuje żadnego ruchu. Ponieważ
K, = const i w chwili początkowej KX = 0, to w dowolnej chwili czasu K, = 0.
Kręt całego układu jest równy:

Kx : Klx +K2x +K3x 9

gdzie: Kb, - jest krętem ciała A, Ku- jest krętem człowieka, K3x- jest krę-
tem krążka.
Kręty te są określone w następujący sposób:

Klx =mc VA r=mctorz,

Kzx =mc Vb r=mc (VA-Vc)r=m„ (torz-VC r),

21<,,=J,m=Ľm,
2

gdzie: Vl,= (VA - VC) jest prędkością bezwzględną człowieka, VA = to r jest
prędkością z jaką porusza się lina wraz z ciężarem A, V6 jest prędkością czło-

2
wieka względem liny, J X = %jest momentem bezwładności krążka.

Kręt całego układu wówczas będzie równy:
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mrzKX =mctorz +mc(torz-Vcr)+--2-to=0,

skąd po uporządkowaniu dostaniemy wzór na prędkość kątową:

2 m C Vcto=-----,
r (4 m C + m)

i prędkość ciała A:

2 V
VA =(,)|'=_nŁÊ.___

4mc+m

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Na walec o promieniu r i masie ml nawinięta jest nić, do końca
której podwieszono masę mz. Na walec działa znany moment M. Oblicz przy-
śpieszenie a podnoszonej masy mz.

Wskazówka: zastosować zasadę krętu, uwzględnia-
_ jąc, że kręt układu jest sumą krętu masy walca ml i

A masy mz.

2 (M - m g r)Odpo `edź: a =-iz
wl (ml +2 m2)r

Zadanie 2. Do stojącego na podłodze prostopadłościanu o masie ml został
przyczepiony sznur, przerzucony przez krążek stały. Do drugiego końca sznura
została przymocowana szalka, na którą z wysokości h spada ciało o masie
mz<ml. Oblicz na jaką wysokość x zostanie poderwany prostopadłościan. Masy
krążka i szalki w obliczeniach pominąć. Przyjąć, że po uderzeniu ciało o masie
mz nie odrywa się od szalki i sznur jest stale napięty.
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; Wskazówka: zastosować zasadę zachowania krętu
Ę f a następnie zasadę zachowania energii mechanicznej.
'~ _ , mz h1 Odpowiedz: x = --¿- .
' mz -mz

EBI
hI 1
X __ .... _ W ›‹

2.4. Zasada równoważności energii kinetycznej i pracy

Zadanie 13
Pręt 0 długości 2a i masie m może obracać się W płaszczyźnie pionowej

dokoła osi poziomej O przechodzącej przez koniec pręta i prostopadłej do nie-
go (rys. 13). Wyznaczyć prędkość kątową pręta jako funkcję jego kąta obrotu,
jeżeli pręt został puszczony bez prędkości początkowej z położenia poziomego.

1.1V4

Ä,m

I | (P a sincp /I
I ~ /

/
/

f'_-0'`|._.______

0

\ \
\ \

\

\
\

\

Rys. I 3

Rozwiązanie
Do rozwiązania zadania wykorzystamy zasadę równoważności energii ki-

netycznej i pracy (twierdzenie o energii kinetycznej), która mówi, że przyrost
energii kinetycznej punktu materialnego, w skończonym przedziale czasu,
równy jest sumie prac, które wykonały w tym czasie wszystkie siły czynne
działające na ten punkt. Z powyższego wynika:

Ek2 “Eh =L,

9



92 2. Ruch obrotowy

gdzie: Ekz , Ekl - energia kinetyczna w chwili czasu tz i tl, L - praca wykonana
w tym czasie przez siły działające na punkt.
Energia kinetyczna pręta na początku ruchu jest równa Ek] = 0, a w dowolnej
chwili czasu jest określona: K

J toz13,2 =_<2í_,

gdzie masowy moment bezwładności względem osi O:

J _ m(2a)z _ 4maz

skąd:

'vA.

2 2 2E, =--W;°° . (2)

Na pręt działają dwie siły: reakcja przegubu oraz siła ciężkości G = m g. Praca
reakcji przegubu jest równa zeru, natomiast praca wykonana przez siłę ciężko-
ści:

L=mga sintp, (3)

skąd po wstawieniu energii i pracy do równania (l ), otrzymamy:

2maztoz . . 2 3g .----=mgas1ntp 1 to =-smtp.
3 2a

Gdy pręt zajmie położenie pionowe (tp = 90°), prędkość kątowa będzie równa:

toz=3_g.
2a

Zadanie 14
Na wał o masie mw = 8 ton i średnicy r = 20 cm nasadzono koło zama-

chowe o masie mll = 25 ton i promieniu bezwładności względem osi obrotu
iz = 0,6 m (rys. 14). Na skutek tarcia w łożyskach, prędkość kątowa wału
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z kołem zamachowym zmniejsza się. Współczynnik tarcia kinetycznego
w łożyskach pt = 0,05, a wał wraz z kołem zamachowym w chwili początkowej
wykonuje n = 120 obr/min. Ile obrotów wykona wał z kołem zamachowym do
chwili zatrzymania się?

`N T (222 mt 22...
______ ._ . .......-.

f mm, rrrm' X

_G œ,n

Rys. 14

Rozwiązanie
Korzystamy z twierdzenia o energii kinetycznej:

Ekz "`Ekl =L,

gdzie: Ekz , Ekl - energia kinetyczna na końcu i na początku ruchu, L - praca
wykonana przez wszystkie siły zewnętrzne w przedziale czasu zmiany energii
Ekz do Ekl _
W rozpatrywanym przypadku Ekz = 0 , natomiast:

Jxtoz
Ekl ='?,

gdzie: prędkość kątowa: co = nn/30, a moment bezwładności wału oraz koła
zamachowego jest równy:

m rz .2
Jx=Jxw

Do wału przyłożone są następujące siły: siła ciężkości wału i koła zamachowe-
go G = (mw + mll) g, siła normalna N i siła tarcia T. Z rysunku 14 wynika, że
N = G. Moment względem osi obrotu wału posiada tylko siła tarcia T i jest
on równy:
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MX =Tr=|.LNr=uGr=u(mw +mk)rg.

Pracę siły tarcia (zawsze ujemna) określimy:

L:-MX (p =-u(mw +mk)rg‹p,

gdzie: cp - kąt obrotu wału i koła zamachowego.
Podstawiając wyznaczone wielkości do pierwszego równania dostaniemy:

2m r2 . nn~l'_ + mk ii --»f
2 30- 2 =-Mmw +mk)fg<P„

mw rz .2)(1rnT_H + mk lx ~
2 30

mm. +m..›rg `

skąd:

(P:

Podstawiając dane otrzymamy:

‹p = 22,631c2 rad = l2796,96° ,

lub ilość obrotów:

2i=2-2°ÊŠĹ= 35,55 obr.
21:

Zadanie 15
Silnik elektryczny napędza wał 2 za pomocą przekładni pasowej (rys. 15).

Do wimika silnika elektrycznego przyłożony jest moment obrotowy MZ. Mo-
menty bezwładności wirnika silnika elektrycznego oraz wału napędzanego
wraz z nasadzonymi nań kołami pasowymi, względem ich osi obrotu, wynoszą
odpowiednio J 1 i J2. Promień koła pasowego na wimiku silnika elektrycznego
równy jest r|, na wale napędzanym rz. Masa pasa równa jest m. Pomijając tarcie
w łożyskach obliczyć przyspieszenie kątowe wirnika silnika elektrycznego.



2. 4. Zasada równoważności energii kinetycznej i pracy 95

(0
. 5 1

J:Ärv;2
Rys. I 5

Rozwiązanie
Do rozwiązania zadania wykorzystamy twierdzenie o energii kinetycznej.

Całkowita energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej: Ek] - wir-
nika silnika elektrycznego z kołem pasowym 1, Ekz - wału napędzanego
z kołem pasowym 2, Ekp - pasa.
Energia kinetyczna pasa (prędkość pasa Vp) jest równa:

2 .E =mVp zmoafrfi =m‹přr,2
'“" 2 2 2 '

a energia kinetyczna wirnika silnika elektrycznego z kołem pasowym l i wału
napędzanego z kołem pasowym 2:

J '2 J '2Ekřäa, Ek2=_z%_

Oznaczmy stosunek prędkości kątowych koła 2 do 1, k = E = (jest to
mi (P1

przełożenie przekładni). Wówczas (bz = k‹j›,i całkowita energia potencjalna
będzie równa:

J '2 J k2'2 2' .Ek =Ekp+Ekl +Ek2 = 1;°1+ 2 2*” +""12(Př =Ŝ(J.+k2J2+mr,2)‹př,

gdzie: Jz, = J, + k2J2 + mrß nazwiemy zredukowanym momentem bezwładno-
ści do osi O1 silnika elektrycznego.
Pracę wykonuje tylko moment obrotowy MZ i jest ona równa:
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L=MZ‹p,,

gdzie: (pl - kąt obrotu wirnika sihiika elektrycznego z kołem pasowym 1.
Z twierdzenia o równoważności energii kinetycznej i pracy dostaniemy:

Ek_Ek0:L> 'ă_Jn(i)ř_Ek0=Mz(pl>

gdzie: energia kinetyczna na początku ruchu Eko = 0.
Różniczkując powyższe równanie otrzymamy:

1 _ .. _
šJzz2(P1(P1= Mz (P1›

skąd po podzieleniu przez (bl i uporządkowaniu dostaniemy szukane przyspie-
szenie kątowe:

.. MZ MZ
(P1 = = 2 2 'Jz, J, + k J 2 + m rl

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Dwa walce osadzone na wspólnej osi, posiadają znany moment
bezwładności J, względem osi obrotu z, prostopadłej do płaszczyzny rysunku.
Na walce o promieniach rl i rz nawinięte są liny obciążone na końcach masami
ml i m2. W chwili początkowej masy są na wspólnym poziomie (prosta 1) i
znajdują się w spoczynku. Po pewnym czasie masa ml obniżyła się o sl, a m2
podniosła o sl. Wyznaczyć prędkość kątową walców.

2Zig(m|_m2'f2/fr)rz - ,_ __ , Odpowiedz. co-J mir? +m2 rzz +Jz

¬' S2

S. 1
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Zadanie 2. Masa m = 10 kg podnoszona jest za pomocą kołowrotu. Na końcu
korby kołowrotu działa stała siła nacisku F = 80 N prostopadła do korby. Masa
koła wynosi ml= 20 kg, promień r = 0,15 m, a masa korby ml= 5 kg i długość
L = 0,3 m. Obliczyć jaką prędkość będzie miał punkt przyłożenia siły F, jeżeli
masa m została uniesiona na wysokość h = 1,8 m.

l2FLh
ß FOdpowiedźzvzL\ł3r3(2m+ml)+2m2L2r ,

.-'fl"""'ø"_ø-.'-ø-ø
` ^ m2! L

V=9,3m/s

r-¬I

E 

D'

2.5. Reakcje dynamiczne łożysk

Zadanie 16
Na wał nasadzono trzy koła o masach ml = 200 kg, ml = 250 kg i m3 =

300 kg. Dwa z nich osadzono na wale mimośrodowo (rys. 16) W ten sposób, że
ich środki mas są przesunięte o el = 1 mm i el = 1 mm, a płaszczyzny przepro-
wadzone przez oś wirnika i każdy ze środków mas tworzą kąt prosty. Środek
masy trzeciego koła jest przesunięty o wartość e3 = 0,5 mrn od osi obrotu i leży
w płaszczyźnie środka masy pierwszego koła. Wyznaczyć reakcje działające na
łożyska wału, jeżeli obroty wału są stałe i wynoszą n = 2700 obr/min, a odle-
głości pomiędzy środkami mas i łożyskami odpowiednio są równe: a = 0,3 m,
b= 0,4 m, c = 0,25 m i d = 0,5 m. Masę wału pominąć.

A X

KB: B3
R

I`E>

Ax y By RB*
a b¬_ c d

Rys. 16

Ay “Ê

_H _I ". Ä . z

R B1 R
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Rozwiązanie
Na wał działają odśrodkowe siły bezwładności:

B1=m,œ2el, B2 =m2 (02 ez, B3=m3(n2 e3,

gdzie: co = E1.
30

Zgodnie z zasadą d'Alemberta ułożymy cztery równania: dwa sumy rzutów sił
na osie x i y, oraz dwa równania momentów względem osi x i y (siły wzdłuż
osi z i momenty względem tej osi są równe zero):

Zpix :_-RAX +B2 _RBX :O1

złą, =-RA, +13, -B,+R,,y zo,
ZM, =-RA, (a+b)+B, b+B, 0-RB, (z+d)=o,
ZM” =RA, (a+b)-RB, (z+d)=o,

skąd po przekształceniach otrzymamy:

B2 (c+d) B2 (a+b)RAX = ____..__., Rßy -_-____ ,
a+b+c+d a+b+c+d
B3d-Bl(b+c+d) Bla-B3(a+b+c)R Ay =-----, R BX = -í----__

a+b+c+d a+b+c+d

Podstawiając wzory na siły bezwładności dostaniemy:

R = 112 n2 [m3 e3 d-ml el (b+c+d)]
A” 302(a+b+c+d) ,

R I 1:2 n2 [ml el a-m3 e3 (a+b+c+d)]
B* 3o2(a+b+‹=+d) ”

R =m27t2n2e2(c+d) R =m21:2n2e2(a+b)
^” 3o2(a+b+z+d)” B” 3o2(a+b+z+d)”

skąd po wstawieniu danych otrzymamy:
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RA, = - 8545,7 N, RBX = - 4548,5 N,

RA, = l0337,5 N, RB, = 9648,4 N.

Zadanie 17
Koło zamachowe o masie m = 18 kg i promieniu r = 0,15 m jest osadzone

w środku poziomego wału. W wyniku błędów montażowych koło tworzy z osią
obrotu kąt ot = l°. Koło obraca się ze stałą prędkością kątowa co
(n= 3000 obr/min). Odległość między łożyskami wynosi a = 0,5 m. Wyzna-
czyć reakcje dynamiczne łożysk.

_ 2 dB = coz pdm
11 ÓBY- O) yfim I

a Y a y dm | = 2V _ A7 A dB, co xdm
R,, 1 - R,„

Q 1|;) A(x,y,-z)

A `Am =å‹ E . " -Z
Z W »Ź X x

R, 7// XŠ R..

*< 'O

Rys. 17

Rozwiązanie
Przyjmijmy, stały układ współrzędnych xyz i obracający się razem z ko-

łem układ współrzędnych ĘnC_,, tak jak na rys. 17.
Na wimik działają następujące siły: siła reakcji łożyska A, RA (RAX, RAY), siła
reakcji łożyska B, Rll (RBX, Rlly), oraz siła bezwładności koła zamachowego B.
Elementama siła bezwładności koła zamachowego (siła odśrodkowa)
dB =o)2 p dm , której składowe wzdłuż osi x i y są równe: dBx = 032 x dm ,
dBy = (02 y dm.
Ponieważ koło zamachowe obraca się ze stałą prędkością kątowa 0) i środek
masy koła leży na osi obrotu, to równania równowagi, napisane zgodnie z za-
sadą d'Alemberta, opisujące rzuty sił reakcji i bezwładności oraz równania
momentów tychże sił względem osi x i y są następujące:

ŻPlx=R,,+RB„+œ2jxdm=o, (1)
ID
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Że, =R,,,+R,,,+œ2jydm=o, (2)

ZM, =-RA, a+Rl,, a+‹„2 j(-z)ydm=-RA, a+Rl,, a-(52 jyz‹1m=o, (3)

Żivrly =RA„ a-RB, a-‹,52j(-z)xdm=R,,,„ a-RB, a+@52ƒxz‹1m=o. (4)

W równaniach (1) i (2) występują momenty statyczne względem płaszczyzn yOz
i xOz opisane całkami Syoz = I x dm i Sxoz = Iydm, których wartości

ll] Ill

są równe zero, gdyż środek masy leży na osi obrotu z.
W równaniach (3) i (4) występują całki: Jy, = _Íy zdm i Ju = IX zdm,

które są momentami dewiacji, odpowiednio względem osi yz i xz.
Mając na uwadze powyższe, z równań (1) - (4) otrzymamy:

RA× *REX =0› (5)

RA,+R,,,=0, (6)
-RAya+RBya-œ2Jy,=0, (7)

RAxa-RBXa+co2J„=0. (8)

Wyznaczając siły reakcji z (5) - (8) i podstawiając wzór na prędkość kątową

œ = 1:3?? , reakcje będą równe:

J 1r2n2JR =_R =_2_›&=______×Ł, 9
^* B* œ za 180oa U

J n2n2J
“BY (10)

Z (9) i (10) wynika, że RAK = -RB, i RA, = -Rlly, tj., siły reakcji łożysk tworzą
pary sił.
W zależnościach (9) i (10) występują nieznane momenty dewiacji J„ i JW.
Aby wyznaczyć momenty dewiacji zauważmy, że osie ruchomego układu
współrzędnych Ęnfi są głównymi osiami bezwładności osadzonego koła
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zamachowego (J ¿„ = Jšç = J gn = O ). Dlatego moment dewiacji J,l,= 0, gdyż oś
Ox pokrywa się z główną osią OĘ, stąd na podstawie (9), RA, = RB, = 0.
Moment dewiacji Jy, wyznaczymy z zależności wynikającej z geometrii mas:

1 .Jyz =ž-(Ją-Jn)sm2a-Jm cos2oL,

gdzie: J¿„= 0, gdyż osie układu współrzędnych Ęną, tak założyliśmy, są głów-
2 2

nymi osiami bezwładności; J Q = -11% , J n = Ež- , są momentami bezwładno-

ści względem osi Q i n; stąd:

2ry, = ÊŠĹ-sin za _

Podstawiając Jyz w (10) dostaniemy:

2 2 2 2, 2, , 2

Ray =-Ril =¿cT¿¿I-ăå-I-r-SiH2<1= R 3?Ĺ?00lā 50'” sin1° =174,37N.a - ,

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Dwuwymiarowa płyta kwadratowa BDEF o boku l = 0,5 m i masie
2m = 5 kg jest przytwierdzona do wału AB. Płyta ta leży w płaszczyźnie xz.
W płaszczyźnie prostopadłej yz znajduje się druga trójkątna płyta BFH o masie
m, również zamocowana sztywno do wału AB. Obliczyć reakcje dynamiczne
w łożyskach A i B przy stałej prędkości kątowej układu płyt co = 30 s".

. , 1 1 4Odpowiedz: XC =šl, yc =šl, ze =š-1,

xC=0,l m, yl;=0,1m, zC=0,l3m

5 l 2 3mlco2
RAX = , RAy=__í-._-5 RAz=3mg,

'5ml(o2 3mlco2REX Rßy
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|||l'!'c
zx RA,„= 703,12 N, RAy= 1171,87 N,

RA,= 73,57 N

Rl3x= 234,37 N, Rl;y= 390,62 N

H
Yl

I

x Rh
RA, _ A

Zadanie 2. Dwa pręty DE i EF o masie m = 2 kg, i długości l =0,4 m każdy,
połączone ze sobą pod kątem prostym, zostały zamocowane na wale AB (ry-
sunek poniżej). Wał obraca się z prędkością kątową co = 30 s" i przyśpiesze-
niem kątowym 8 = 2 s`2. Kąt oc pochylenia pręta DE równy jest 30°. Punkt D
znajduje się w odległości b =0,3 m i c = 0,7 m od podpór. Siłę ciężkości
w równaniach pominąć. Wyznaczyć reakcje dynamiczne w łożyskach A i B.

F
m,|¬!

E „|
RBy__ a m D co RAY A

Z B y
E c 8 b RM

x

Odpowiedź: Współrzędne środka masy C: XC = å- (3 sin oc + cos oc) = 0,24 m ,

yc= 0, 2c= 0
2Momenty dewiacji; 1,, = P351- sin za = 0,138 1<gm=, 1,, = 0

Reakcje dynamiczne:

mlcoz . _RAK =---[b (3smoc+cosoc)+lsm2oc], RAX =380,24N
2(b+c)
mła _ .RAy =-ž-Ef;)-[c (3 smoc+cosoc)+lsm2oc], RAY =1,6N,
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mlcoz _ _RBX =í-[c (3 s1noc+cosoc)-lsm2oc], RBX =47l,53N,
2(b+c)
mla . .RBY =2_(š-;?)[b (3 sinoc+cosoc)-lsm2oc], RBY =0,29N

Zadanie 3. Jednorodny cienki pręt obraca się ze stałą prędkością kątową co.
Długość pręta wynosi a, masa równa jest m. Pręt zamocowany jest W połowie
wysokości h pionowego nieważ.kiego wałka AB i leży w płaszczyźnie xy. Wy-
znaczyć reakcje dynamiczne w łożyskach A i B.

iz . , ma1_.|_l¿'|A Odpowiedz: RAX =-íłí(2g+h co2),

3ma ma- RA. =T6¶(2 g+h ‹››2›. RB.. =-Ê¿‹2g-h‹z›2›.

3' O
« a/2 3ma
I y RBy=TgH"(2g_hœ2)› Rßzzmg

a/2

3. Ruch płaski

3.1. Równania dynamiczne ruchu płaskiego

Zadanie 18
Jednorodny walec o masie m i promieniu r toczy się bez poślizgu po równi

pochyłej o kącie pochylenia oc (rys. 18). Współczynnik tarcia statycznego po-
między równią a walcem równy jest u. Znaleźć przyspieszenie środka masy
walca oraz kąt pochylenia równi, przy którym wystąpi poślizg walca.

Rozwiązanie
Ruch walca odbywa się pod działaniem trzech sił: siły ciężkości G, siły normalnej

N oraz siły tarcia T. Osie układu współrzędnych skierujemy tak, jak na rys. 18.
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Oś z nieruchomego układu współrzędnych przechodzi przez punkt O, zaś OŚQ
układu współrzędnych porusza się razem z walcem iprzechodzi przez środek
walca C. Obie osie są prostopadłe do płaszczyzny rysunku (niewidoczne
na rysunku) i zwroty ich są skierowane na nas.

Y

ii
C ć;`›,co

T ^v
(X. G C Ę

O” X

Rys. 18

Równania dynamiczne (różniczkowe) ruchu mają następująca postać:

mi¿„=ž:PB=Gsinoc-T, (l)
i=l

mýc=ĘPB=N-Gcosoc, (2)

Jç¿ls=ZMB=-rr. (3)
i=l

Równania dynamiczne (1) i (2) są równaniami różniczkowymi ruchu środka
masy C walca w ruchu postępowym. Równanie dynamiczne (3) jest równaniem
różniczkowym ruchu obrotowego walca względem środka masy C. Znak minus
przy T r wynika z zwrotu wektora momentu T r (reguła prawej dłoni), który
jest przeciwny do zwrotu osi Q.
Ponieważ, yc= r = const, to ýc = 0 iz równania (2), otrzymamy:

N-Gcosoc=0, N=Gcosoc=mgcoscx. (4)

Dwa równania różniczkowe ruchu (1) i (3) zawierają trzy niewiadome:
ićc, T, Aby określić te trzy niewiadome należy ułożyć jeszcze jedno
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równanie. Walec toczy się bez poślizgu, więc chwilowym środkiem obrotu jest
punkt A, skąd:

›`‹c=Vc=cor.

Ponieważ walec obraca się zgodnie z ruchem wskazówek zegara (zwrot wekto-
ra prędkości kątowej co, określony regułą śruby prawoskrętnej jest przeciwny
niż zwrot osi z), to (j› = -co , skąd pochodna że po czasie jest równa:

Xc = _(P r = (P = _'i 'r

. . ._ x , , . m r2Podstawiając cp = --°- oraz wzor na moment bezwładności walca J B =T
r

w równanie (3) dostaniemy:

2 .. ..
-_“” í-X-°j=-rr, lub --mX°=T.

2 r 2

Równanie (1) wraz z powyższym równaniem tworzy układ równań:

m iic = G sin oc - T ,

ma - T l
2

skąd:

3mi¿c Gsinoc,
2

a po przekształceniu:

._ 2G. 2mg. 2 _x„=_-smd:-isina=-gsinoc,
3m 3m 3

T=mč2í=-Š-mgsinoc. (5)
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Dla określenia kąta pochylenia równi, przy którym wystąpi poślizg walca wy-
korzystamy znaną zależność ze statyki, określającą warunek nie występowania
poślizgu walca:

TśTmax =uN.

Podstawiając wyznaczone wielkości N i T określone wzorami (4) i (5), dosta-
niemy:

l .Š-mgsinocśumgcosa (6)

skąd: tgoc = 3 u. Dla (1 ś arc tg 3 ji - nie wystąpi poślizg, a dla oc)arc tg 3 u -
wystąpi poślizg walca.

Zadanie 19
Jednorodny cienki pręt AB o długości L i masie m umocowany jest koń-

cem B (rys. 19) do pionowej nici BD, a końcem A opiera się o gładką poziomą
płaszczyznę, tworząc z nią kąt ‹p„= 45°. W pewnej chwili nić BD zostaje prze-
rwana ipręt rozpoczyna ruch. Znaleźć reakcje płaszczyzny w punkcie A
w chwili początkowej ruchu.

D A1/.T1
Ylfl B

Å.. N (p=q›°
co

X
G

Rys. 19

Rozwiązanie
Oswobodzony od nici pręt będzie poruszał się pod działaniem dwóch sił

zewnętrznych: siły ciężkości G i reakcji płaszczyzny N. Ponieważ siły G i N
są pionowe i pręt w chwili początkowej nie był w ruchu to środek ciężkości C
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będzie poruszał się po linii pionowej, wzdłuż osi Oy. Osie układów współrzęd-
nych przyjęto tak, jak w poprzednim zadariiu.
Równania dynamiczne (różniczkowe) ruchu płaskiego w płaszczyźnie xOy
są następujące:

Il

mie =ZPix :OS
il

11

mY.=Ę1›.,=N-G. <2)
.. “ LJç‹pC=ZM¿B=-Nícoscpc. (3)

i=l

Równanie (1) potwierdza, że środek masy C porusza się pionowo (wzdłuż
osi x nie działają siły i prędkość początkowa była równa zero). W równaniach
(2) i(3) mamy trzy niewiadome ýc, (pc , N. Aby je określić musimy ułożyć
dodatkowe równanie, które będzie wyrażało ograniczenie nałożone na pręt
przez więzy - poziomą płaszczyznę.
Ponieważ koniec pręta A porusza się po płaszczyźnie poziomej, to:

y --If-sinq)C 2 C,

skąd pochodne:

Y --I1<i> 00890C 2 C C9

.. L ._ _ _
yc=_2_((pc c0S(pc_(pó sm(pc)'

Podstawmy w równanie (2) przyspieszenie ýc, a W równanie (3) moment bez-
2

władności pręta J B = ílžl'-względem osi Č; przechodzącej przez środek masy

C, wówczas otrzymamy:

L ._ _ 2 _m-ž(‹pccos‹pc-q›csm‹pc)=N-G, (4)
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2
-T1-å (pc = -N åcos (oc lub EGR (pc = -N cos (pc _ (5)

Aby wyrugować z powyższych równań (pc i określić N, pomnożymy równanie
(5) przez (- 3 cos (pc) i dodamy je do równania (4). Wówczas:

-Êzłóž sin(pc =N-G+3Ncos2 (pc,

skąd:

G-El-IÍ(p2sin(p . .N: 2 ° °=m(2g-L(p§sin(p„)
1+3cos2(p„ 2(1+3cos2 (pc) '

W chwili początkowej t = 0, (pc :(00 =45° oraz coo =(po =0, stąd reakcja
podłoża:

No:--Å--zmg =-ę-mg.
2+6cos245° 5

Zadanie 20
Na końcu nierozciągliwej i nieważkiej liny zawieszono ciało l o masie ml

(rys. 20). Linę przerzucono przez krążek stały 2 o promieniu rz i masie mz oraz
krążek ruchomy 3 o promieniu rg i masie mg. Drugi koniec liny unieruchomio-
no, jak na rysunku. Wyznaczyć przyspieszenie al, z którym opada W dół ciało
zawieszone na końcu liny. Krążki przyjąć jako cienkie jednorodne tarcze koło-
we. Siły tarcia W krążkach pominąć. Między liną a krąźkami nie ma poślizgów.

Rozwiązanie
Poruszający się układ składa się z ciała 1 o masie ml, poruszającego się

ruchem postępowym, z krążka 2 poruszającego się ruchem obrotowym oraz
krążka 3 poruszającego się ruchem płaskim. Na rysunku 20b oddzielono my-
ślowo od siebie ciała zastępując linkę odpowiednimi siłami reakcji.
Równania dynamiczne (różniczkowe) ruchu poszczególnych ciał są następujące;
- ciała 1 o masie ml, opadającego ruchem postępowymz
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a) b)
2  32 =Čl>2 V” =Ćp2
Ć D_ _ _ _ _ ___B _ ___ ____BŠ ;J„O „S”

NmU Š
/

SI)Um

. 1 X3

3 S

i A. |."'-Å AfÃ\ ła' aa sz łałF, -'I`%¦@=i___E __v..“'°
1- mlg F C3 3E

"W39 ra/I mg 13

. 33:93 (DX /±3=¿ł)3 X1

Rys.20

Rozwiązanie
Poruszający się układ składa się z ciała 1 o masie ml, poruszającego się

ruchem postępowym, z krążka 2 poruszającego się ruchem obrotowym oraz
krążka 3 poruszającego się ruchem płaskim. Na rysunku 20b oddzielono my-
ślowo od siebie ciała zastępując linkę odpowiednimi siłami reakcji.
Równania dynamiczne (różniczkowe) ruchu poszczególnych ciał są następujące;
- ciała 1 o masie ml, opadającego ruchem postępowym:

mlii,=m,a=mlg-S1, (1)

- krążka stałego 2 o masie ml i momencie bezwładności względem stałej osi
obrotu prostopadłej do płaszczyzny rysunku i przechodzącej przez środek ma-

2
sy C2 J C2 = Êźri , poruszającego się ruchem obrotowym:

Jc, Člłz =Jc, 32 :S112 "S2 1`2› (2)

- krążka ruchomego 3 o masie m3 i momencie bezwładności względem rucho-
mej osi obrotu prostopadłej do płaszczyzny rysunku przechodzącej przez śro-

2
dek masy C3 J C3 = míýş- , poruszającego się ruchem płaskim;
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m3i¿3=m3a3=Sz+S3-mzg, (3)

Jcl¿Ó3=Jc,32=S2 13-53 T3- (4)

W powyższych czterech równaniach występuje siedem niewiadomych al, a3, 82,
83, Sl, S2 i S3. Brakujące trzy równania znajdziemy ze związków kinematycz-
nych.
Pomiędzy przyspieszeniem ciała 1 i przyspieszeniem kątowym krążka 2 za-
chodzi następująca zależność:

aal = az rz , skąd az =r-1. (5)
2

Prędkości punktów D i E krążków 2 i 3 są sobie równe VB =VB. Prędkość
punktu D w ruchu obrotowym krążka 2 jest równa VB = (oz rz. Prędkość punk-
tu E w ruchu płaskim krążka 3 jest równa VB = VC; +033 rl , tj., sumie wekto-
rowej prędkości VC3 z jaką się porusza środek masy C3 i prędkości 033 rz punk-
tu E W ruchu obrotowym krążka 3 względem tegoż środka masy C3, stąd:

Chwilowym środkiem obrotu krążka 3 jest punkt F. Z kinematyki wiadomo,
że prędkość tego punktu jest równa zeru, stąd podobnie jak wyżej mamy:

VC, "C03 f3 = 0- (7)

Aby otrzymać brakujące trzy równania, różniczkujemy zależriości (5), (6) i (7)
względem czasu t, i biorąc pod uwagę, że:

5%- dfßz _ - łez-_ al , - ez 1 - 83 ,
dt ` dt dt

dostaniemy:

8zrz=a3+83r3, az-83r3=0. (8)

Skąd po uwzględnieniu zależność (5) znajdujemy:
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1 l
a3='ž32 "2=ša1› (9)

33 ai=-=_. 1033 ra 213 ()

Po podstawieniu zależności (5), (9) i (10) do równań (1) - (4) otrzymamy:

ml al =ml g-Sl, (11)

%sl -sl, (1211

%=s,+s,-m,g, (1331

Ęzsz -s,. (141
I

Z powyższych równań znajdujemy szukane przyspieszenie ciała 1:

al :xl : _4m3) _

8ml+4mz+3mz

Całkując po czasie zależność (15) możemy obliczyć w dowolnej chwili czasu
prędkość i współrzędną położenia masy ml.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Ciało 1 o masie ml = 2m opada zawieszone na nieważkiej i riieroz-
ciągliwej lince przewieszonej przez bloczek 2 i nawiniętej na walec 3 o promie-
niu r. Na walcu osadzone jest koło 4 o promieniu R, toczące się bez poślizgu po
poziomym torze. Współczymiik tarcia tocznego wynosi f. Wspólna masa walca 3
i koła 4 równa jest mo = 5m, a promień bezwładności względem poziomej osi O
- io m. Wyznaczyć przyśpieszenie kątowe 8 i liniowe ao środka masy walca 3
wraz z kołem 4 oraz liniowe al ciała 1, a także napięcie w lince S.

4 ` 2

Ü Odpowiedź: 8 = -şfř, ao = 8 R ,
_ _ ' rR-1%

- 13 _ _ gf(R+r)Ű mi “1~*<R*'>› ¿"'"2“”g“Êł
ff
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Zadanie 2. Na walec o masie m i promieniu r, nawiiiięto linkę, której koniec
przymocowano do punktu A. Walec zaczyna opadać bez prędkości początko-
wej, odwijając się z linki. Obliczyć przyspieszenie kątowe 8, liniowe ao punktu
O, prędkość V0 osi walca w chwili, gdy oś obniżyła się o wysokość h. Ponadto
wyznaczyć wartości siły w lince. W chwili początkowej część linki nie nawi-
nięta na walec miała kierunek pionowy.

_ Odpowiedź:8=2_g, aO=łg,
3r 3

¬›. .-...._.- -.-1-.-. ._.

vo =2l/Q, s=Åmg
' ' h 3 3

0:

Zadanie 3. Koło l o masie m toczy się bez poślizgu po chropowatej równi
pochyłej o kącie pochylenia oc i współczymiiku tarcia statycznego u, promień
koła równy jest r, a współczynnik tarcia tocznego wynosi f. Do koła 3 przyło-
żony jest stały moment M. Do środka koła 2 przymocowane jest ciało 5 o ma-
sie m. Napisać równania dynamiczne ruchu i zależności kinematyczne między
przyspieszeniami liniowymi i kątowymi. Określić przyspieszenie kątowe koła
1, 2 i 3.

___..______>‹

1 M
0 3 Odpowiedź; zl=Ê-g-§29fl(l1-f),
ä _ 0” __ A 2.. .. ŰŰ z.=_@,°;;ł‹.1~f›.

2 - _gcosa _
Í 83-_í;_'f(ll f)

5
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3.2. Zasada pędu i krętu

Zadanie 21. Dwa walce o masach ml, m2 i promieniach rl, rl toczą się w
górę równi pochyłej o kącie pochylenia oc (rys. 21a). Do walca 2 przyłożony
jest stały moment sił M. Współczyrmik tarcia ślizgowego pomiędzy równiami
i walcami równy jest u, a tarcia tocznego fl i fg. Napisać równania dynamiczne
ruchu każdego walca. Walce toczą się bez poślizgu.

21) b)
y Y "\, “” Í W M”

f ` N,

Å G
Rys. 21

Rozwiązanie
Do ułożenia dynamicznych równań ruchu wykorzystamy zasadę pędu

ikrętu:

<'›
gdzie: pc, KC - wektor pędu i krętu walca, względem środka masy C, Flc, Mll;
- wektory siły i momentu siły względem środka masy C walca.
W pierwszej kolejności, dla każdego walca (rys. 21b), zapiszemy rzuty wekto-
rów pędu pl; na osie x i y oraz wektor krętu KC, jako kręt względem osi
z prostopadłej do rysunku:

mi Vxcl = Pix › mi Vyc, = P1y› Kiz = °J1z œ1› (2)

mi Vxcl = P2×› mz Vyc, = P2y› Kzz ='J2z C92- (3)
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Znak minus w Kl, i K2, oznacza, że prędkości kątowe (obrót walca)
są przeciwnie skierowane do obrotu wskazówek zegara (wektory Kl, i K2,
mają zwroty przeciwne do zwrotu osi z - reguła prawej dłoni).
Pochodne po czasie z (2) i (3) są równe:
- dla pierwszego walca :

dp X dVxCl .. dVyCl ..".1Ĺ"=“'1".lT='“' TĹ”"='“'T=m-Ya»
dKl doo .__Ł = -J _Ł = -J , 4dt lz dt lz (pl ( )

- dla drugiego walca:

dpx dvxz .. z ..'íÊ“='“=TC'="'2×‹:.› T”="*2-.l”f-*=mzY@.›
dK Z dco ._
'Í“=_J2zT2=`-721192' (5)

W (4) i (5), iicl ,..., ýcl - przyspieszenia liiiiowe środków mas Cl i C2 wzdłuż
odpowiednich osi, (pl , ('pz- przyspieszenia kątowe walców, Jzl , Jzz- momen-
ty bezwładności względem osi z przechodzącej przez środek masy walca. Przy-
spieszenia ýcl , ýcz są równe zero, ponieważ ruch wzdłuż osi y się nie odbywa.
Dwa równania wektorowe (1) dla każdego walca, zapiszemy jako trzy równa-
nia skalarowe. Uwzględniając w równaniach skalarowych pochodne (4) i (5),
ýcl = ýcz = 0 oraz siły i momenty sił dostaniemy:
- dla pierwszego walca :

ml iicl =-ml gsinoc+S+Tl,

0=Nl -Gl cosoc,

“J1z¿lł1=N1f1+Ti f1"Sr1› (6)

- dla drugiego walca:
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0=Nz -Gz cosoc,

`J2z ¿ł52=N2 f2"'T2 f2+S1`2' (7)

Aby znaleźć równania ruchu z układu równań dynamicznych (6) i (7), musimy
napisać związki kinematyczne pomiędzy przyspieszeniami liniowymi
ikątowymi oraz odpowiednio przekształcić równania i scałkować. Czynności
te pozostawia się czytelnikowi do samodzielnego wykonania.

Zadanie 22
W mechanizmie przedstawionym na rysunku 22 korba 3 o masie mg obra-

ca się z prędkością kątową co wokół riieruchomej osi x, przechodzącej przez
punkt O iprostopadłej do płaszczyzny rysunku. Korba wprawia w ruch koło 2
o masie ml i promieniu rz, które toczy się bez poślizgu po nieruchomym kole 1
o promieniu rl. Określić kręt mechanizmu względem osi x _ Wyznaczyć
jak powinien zmieniać się moment napędowy Mll, aby korba poruszała się ru-
chem obrotowym jednostajnym_

z~ ena
11

'o ` Y
M„'m,g

1í
Rys. 22

Rozwiązanie
Kręt (moment pędu) całego mechanizmu względem osi x przechodzącej

przez środek O i prostopadłej do rysunku 22, jest sumą krętów koła 2 i korby 3
liczonych względem osi x:

KX =Kzx+K3x. (1)
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Obrót korby przeciwny do ruchu wskazówek zegara przyjmiemy za dodatni.
Kręt koła 2 zgodnie z teorią krętu równy jest:

Kzx

gdzie: p = mzVA jest pędem koła 2, KB = J¿ (oz jest krętem koła 2 względem
ruchomej osi Ę prostopadłej do płaszczyzny rysunku i przechodzącej przez
punkt A.
Prędkość środka masy A koła 2, VA =OA-col =(rl +rz)(ol, a moment bez-

2
władności tegoż koła J B = 9-Ŝ_r2-_

Wówczas kręt będzie równy:

m r2Kzx =mz (rl+rz)2(ol+-22-Ê-(oz.

Prędkość kątową koła 2 określimy w następujący sposób (punkt B jest chwilo-
wym środkiem obrotu):

VA rl+rz
(02 =_'="_"C°1›

f2 T2

skąd:

m r2 3
K2x :mz (f1+f2)2 °)1+'%`°32 :mz m1(f1+f2)(ł`1+šł°2)- (2)

Kręt korby 3 względem osi x jest równy:

K3x : Jx œl 7

_ m (r + r )2 . _ _gdzie: J ll = -Å--lš--2-jest momentem bezwładności względem osi x.

Sumując kręty Kzx i K3, z uwzględnieniem powyższego momentu bezwład-
ności, otrzymamy ki'ęt całego mechanizmu, który jest równy:

3 +rKX =(rl +rz)col[mz (rl +-žrz)+m3
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.. . _ dK,lZ teorii krętu wiadomo, ze Tt = ŻMB , stąd:

dK,l _ 3 +
_á;"=(fi+1`2)C°i[m2 (fi+El`2)+m3Ś'r]_§I2:|=ZMi×- (4)

Ponieważ, prędkość kątowa col ma być stała, to przyspieszenie kątowe w za-
leżności (4) musi równać się zeru, czyli 8=(bl =0. Oznacza to, że suma mo-
mentów sił czynnych względem osi x musi być równa zeru, tj.,

d _ _MX = % = ZMlx = 0 , co z kolei wyraża nam zasadę zachowania krętu.

Moment M, jest sumą momentów wywołanych siłami ciężkości Gz = mz g
i G3 = m 3 g oraz momentu napędowego Mllz

r +MX=M„-mzg(rl+rz)cos(p-mzgg-Ê2cos(p=0. (5)

Podstawiając w (5), znany z kinematyki ruchu obrotowego bryły wzór (p = col t
na kąt obrotu W ruchu jednostajnym, otrzymamy po przekształceniu, zależność
na szukany moment napędowy:

1Mll =(rl +rz)(mz +šm3)gcosœlt.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Jednorodny pręt o masie m, długości 21, podparty z jednej strony
w punkcie A, a z drugiej zawieszony na lince W pewnej chwili został nagle
odcięty od linki. Znaleźć reakcję podpory A na pręt w chwili uwolnienia pręta
od więzów.

. ,_ _ EA C Š Odpowiedz. R A _ 4
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Zadanie 2. Rozwiązać „Zadania do samodzielnego rozwiązania. Zadanie 1
i2” z tematu ,,3.1. Równania dynamiczne ruchu płaskiego”, stosując zasadę
pędu i krętu do ułożenia równań dynamicznych ruchu.

3.3. Zasada równoważności energii kinetycznej i pracy

Zadanie 23
Walec o promieniu r = 0,25 m toczy się w górę równi z prędkością po-

czątkową środka masy VC] =1,4 m/s (rys. 23). Kąt nachylenia równi oc = 30°,
współczyiinik tarcia tocznego f = 0,5 cm. Określić drogę jaką pokona środek
masy walca do chwili zatrzymania się. Walec toczy się bez poślizgu.

Az

1 a 2Q5 T

“
® I 1

Rys. 23

Rozwiązanie
Z zasady równoważności energii kinetyczriej i pracy (twierdzenie o energii

kinetycznej) mamy:

Ekz _ Ekl = L ,

W chwili zatrzymania się walca prędkość równa jest zero i Elz = 0 , stąd:

- Elll = L _ (1)

Początkowa wartość energii kinetycznej jest równa:

V2 J 2Ekl=3íC¿_l__2%_ (2)
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Prędkość kątowa W chwili początkowej i moment bezwładności względem osi
prostopadłej do płaszczyzny rysunku i przechodzącej przez środek masy C
walca, określimy W następujący sposób:

V 2wc. =%› JC =12'-. (2)
Podstawiając wzory (3) do wzoru (2) otrzymamy:

E _mVål lml-2Vêl_3mVål
“_ 2+22 1-2` 4 `

Określiiny teraz pracę jaką wykonują siły działające na walec od początku ru-
chu do chwili zatrzymania się. Na walec działają następujące zewnętrzne sily:
ciężar walca G, reakcja normalna płaszczyzny równi N i siła tarcia T. Pracę
wykonuje siła G,i para sił G, N. Siła tarcia T pracy nie wykonuje, ponieważ
prędkość chwilowego środka obrotu (punkt kontaktu walca z równią), do któ-
rego ona jest przyłożona jest równa zeru.
Praca siły G, jest równa:

LG =-G, s=-G s-sin(1=-mgs-sinoi.

Praca pary sił G, i N jest ujemna, gdyż kierunek działania pary sił jest przeciw-
ny do kierunku obrotu walca:

Lop =_M(p›

gdzie:

M=Nf=G, f=Gfcosoc=mgfcosoc.

Przy przemieszczaniu się walca z położenia 1 W położenie 2 punkt Al przecho-
dzi W położenie A2, a punkt Bl W położenie B2 i jednocześnie walec obraca się
o kąt (p.
Kąt (p W takim przypadku jest równy:

S‹1›=--
I'
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Praca pary sił wówczas będziez.

s sLol, =-G f-cosoi =-m gf-cosoi.
r r

Całkowita praca sił zewnętrznych:

L=LG +Loll = -m gssinoi-m gfícoscc.
* r

Podstawiając Elll i L do równania (1) dostaniemy:

3mVål _ S
---T-=-mgssinoc-mgfşcosoc,

skąd wyznaczymy drogę jaką przejdzie środek masy walca do chwili zatrzyma-
nia się:

3Vêl
s= z, ,

4g(sinoc+-cosoc)
r

, 2sz . 31°4 =o,29m.
4 ' 9,81 (0,5 + 0,866)

Zadanie 24
Deska o masie ml leży na dwóch walcach o masie m każdy (rys. 24). Wal-

ce toczą się po poziomej płaszczyźnie. Do niej przyłożona jest siła F o stałej
wartości. W chwili początkowej prędkość deski była równa Vl. Znaleźć przy-
spieszenie deski, pomijając siły oporu.

Rozwiązanie
Skorzystamy z twierdzenia o energii kinetycznej:

Ekz "Ekl =L.
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N. N.
Rys. 24

Praca sił wzajemnego oddziaływania deski i dwóch walców jest równa zeru,
gdyż siły te są równe co do wartości i przeciwnie skierowane i przyłożone
są do punktów, których przemieszczenia są sobie równe. Energia kinetyczna
każdego walca w dowolnej chwili czasu, zgodnie z wzorem wyprowadzonym
W poprzednim zadaniu, wynosi:

3mV2
Ekw ZŸC-.

Energia kinetyczna deski jest równa:

V2

gdzie: V = 2Vl;.
Energia kinetyczna całego układu:

V2 V2
15,2 =2i=;l„„ +Elll =2ŠĹ“4_9-+m*Ÿ.

lub po przekształceniach:

V2 (3 m + 4 ml)Ellz =

Analogicznie wyznaczamy energię W chwili początkowej. Jest ona równa:

V2 (3 m + 4 m )izllz-1-_.¿_.__1.
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Praca sił ciężkości G1 i G oraz sił reakcji N, i N; jest równa zeru, ponieważ siły
są prostopadłe do kierunku ruchu. Wówczas praca wykonywana jest tylko
przez siłę F i jest równa:

L = F s .

Przyrównując zgodnie z pierwszym róvmaniem energię i pracę dostaniemy:

V2 (3 m+4m1)_v,2 (3 m+4m,)_Fs
8 8 '

(3m+4m,)(v2 _-v,2)=81=S.

Aby wyznaczyć przyspieszenie, policzymy pochodną po czasie (V1 = const)
z powyższego równania, która jest równa:

2v~ŠlĹ(3m+4m,)=8 PŚ,
dt dt

gdzie: díż-=a jest przyspieszeniem deski, a Ê-=V prędkością deski. Stąd

otrzymamy równanie:

2va(3m+4m,)=8Pv,

lub po przekształceniu:

4 Pa _
3m+4mf

Zadanie 25
Jednorodny pręt BD o długości s = 0,8 m opiera się o gładką ścianę i pod-

łoże (rys. 25). W chwili początkowej pręt tworzy kąt BDE = 60° z poziomem.
Znaleźć prędkość końca pręta B gdy uderzy on o podłoże.

Rozwiązanie
Chwilowy środek obrotu O pręta znajduje się na przecięciu dwóch linii

prostopadłych do kierunku prędkości punktów B' i D”. W chwili uderzenia
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pręta o podłoże chwilowy środek obrotu znajduje się w punkcie D”. Aby okre-
ślić prędkość punktu B pręta wtym momencie, wykorzystamy twierdzenie
o energii kinetycznej:

Ekz _Ekl :L,

gdzie: ER! = 0, ponieważ w chwili początkowej pręt jest nieruchomy. Energia
kinetyczna pręta w chwili jego uderzenia o podłoże jest równa:

mV2 J œz
Ek ='-Ű2-ç-+-9-2'-°,

Znajdźmy zależność między prędkością kątową 03 i prędkością VB oraz między
prędkością środka masy VC i VB. Z rysunku widać (twierdzenie Talesa), że:

E-_ DUCH _-l

VB DnBvv 2 '

skąd:

VC=±VB„ „„-1a_=Y,@__
2 DIÍBQI S
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Moment bezwładności pręta względem środka masy C jest równy:

ms2Jfíí'
Praca sił NB i ND jest równa zeru, gdyż każda z tych siłjest prostopadła do toru,
po którym porusza się ich punkt przyłożenia.
Pracę wykonuje siła ciężkości i praca ta jest równa:

«/ŠL=oh= í'6o°=- _m g 2 sm 4 m g s

Podstawiając energię kinetyczną i pracę do pierwszego równania otrzymujemy:

2 2 2im VB +1_ms VB :«/šmgs,
2 2 2 12 s 4

skąd po przekształceniach otrzymamy:

mVš_\/Š----_mgs.
6 4

Prędkość końca B pręta będzie więc równa:

VB = Jäg S = J?-9,81-0,8 = 4,513
s

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Ciało o masie ml zawieszono na nieważkiej lince przewieszonej
przez nieważki krążek 3. Drugi koniec linki nawinięto na koło 2 o promieniu r
(patrz rysunek). Masa koła 2 wynosi m2, duży promień R, a promień bezwład-
ności io. Koło toczy się bez poślizgu po poziomym torze. Współczynnik tarcia
tocznego równy jest f. Wyznaczyć prędkość kątową co kola, prędkość liniową
środka O koła oraz ciała o masie ml, gdy masa ml przemieści się o h. W chwili
początkowej układ pozostawał w stanie spoczynku.
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2 Ê 3 Odpowiedź:
Ü œ=__J 2g(m,h-m, f) 9

_ ._h| m,(r+R)2+m2(i§,+R2)
' L z vO=œ(r+R), V,=‹»(2r+R)

! 1m

Zadanie 2. Układ złożony z trzech ciał porusza się jak na rysunku poniżej.
Wyznaczyć prędkość i przyspieszenie ciała 1 o masie m, leżącego na równi
pochyłej o kącie pochylenia or., gdy przemieści się ono _ Pomiędzy równią
iciałem 1 występuje tarcie, którego współczymiik tarcia kinetycznego wyno-
si u. Masy płaskich krążków równe są m, a ich promienie r. Ruch układu za-
czyna się bez prędkości początkowej.

1 Odpowiedź:
s Ű

sz"* 2 " A V=2`l2gs[2(sino:ś-ucoscx)-1]5

3 - a=-8-g(sino‹.-ucosot--I-)
15 2

Zadanie. 3. Wyznaczyć prędkość i przyspieszenie kątowe koła 4 w chwili gdy
obróci się ono o kąt równy ‹p4, jeżeli układ składający się z 4 ciał porusza się
jak na rysunku poniżej. Masy ciał 1, 2, 3 równe są m. Promienie kół 2 i 3 rów-
ne są r, a w kole 4 promień mniejszego koła r i jego masa m, promień większe-
go koła 2r i odpowiednio jego masa 2m. Moment bezładności koła 4 jest sumą
momentu bezwładności mniejszego i większego koła. Do koła 4 przyłożony
jest stały moment sił M obracający koło. Uwzględnić siły tarcia ślizgowego
między równią a ciałem 1.

3 4 åzr Odpowiedź:
-~ œ I 4‹p4[M-mgr(2sina+j.tcosot)]

. _ 4 17mr2 ,
1 2 yä 2[M-mgr(2sinot+|.1cosot)]

7 . 'Z

17mr2
Ó' tiot

@
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4. Ruch złożony (względny). Siły dynamiczne.
Równania dynamiczne ruchu względnego

Zadanie 26
Ciało o masie 2 kg zostało położone na gładkiej równi pochyłej, której

jedna płaszczyzna swobodnie styka się z płaszczyzną poziomą (rys. 26). Jakie
poziome przyspieszenie powinna mieć równia, aby ciało nie poruszało się
względem niej. Jaki jest nacisk ciała na równię, jeżeli przyjmiemy ot=30°.

Y.
Y N

2 (X

F, 1
e <1 ›‹1

X

Rys. 26

Rozwiązanie
Ruchem bezwzględnym jest ruch ciała 1 względem stałego układu współ-

rzędnych xlyj, ruchem unoszenia ruch równi 2 względem stałego układu
współrzędnych xjyl, a ruchem względnym ruch ciała 1 względem równi 2
(układu współrzędnych xy na stałe związanego z równią).
Przyłóżmy do ciała działające siły: siłę ciężkości G, siłę reakcji równi N oraz
siłę bezwładności unoszenia F„, której zwrot jest przeciwny do zwrotu przy-
spieszenia unoszenia au. Siła bezwładności unoszenia jest równa:

Fu = m au ,

Z zasady d”Alemberta mamy:

G + N + Fu = 0. (1)

Rzutując składowe równania (1) na osie x i y dostaniemy:

G sinot-Fu cosot=0,
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N-Gcosot-Fu sinoL=0. (2)

Z pierwszego równania (2) otrzymamy:

mg since-m au cosoz =0,

skąd:

au = g tga = g tg30° = 5,66 m/sz.

Siła bezwładności unoszenia:

Fu =mau =mgtgo.=mgtg30° =ll,32 N.

Z drugiego równania (2) znajdziemy:

. . mN=Gcosoc+Fu s1na=mgcosot+mgtgot s1not=-g-,
cosa

N = 22,65 N.

Zadanie. 27
W Koszalinie ze wschodu na zachód jedzie motocyklista o masie m = 75 kg

z prędkością V = 20 m/s. Koszalin położony jest na 16° ll' długości wschodniej
i 54°l2' szerokości północnej. Średni promień kuli ziemskiej wynosi
R = 6367 krn. Jak zmienił się ciężar motocyklisty w wyniku ruchu? Czy zmieni
się jego ciężar przy jeździe z północy na południe?

Rozwiązanie
W czasie ruchu motocyklisty (rys. 27a, b) działa na niego siła ciężkości

(ciężar) G = Q + Fm, = m g (Q - siła wynikająca z prawa powszechnego ciąże-
nia, grawitacji; Fm, -odśrodkowa siła bezwładności unoszenia, wynikająca z
obrotu z prędkością kątową co kuli ziernskiej), odśrodkowa siła bezwładności
ruchu względnego FW., (wynika z ruchu motocyklisty ze stałą prędkością V
względem kuli ziemskiej po torze kołowym o promieniu r), siła Coriolisa FC
isiły oporu, które bezpośrednio nie wpływają na zmianę ciężaru motocyklisty.
Siła bezwładności unoszenia styczna do toru jazdy motocyklisty jest równa
zeru, gdyż prędkość obrotowa kuli ziemskiej jest stała.
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Również styczna siła bezwładności ruchu względnego motocyklisty równa jest
zeru, ponieważ motocyklista porusza się ze stałą prędkością V. Maksymalny
kąt między siłami Q i G wynosi 6”, dlatego w obliczeniach inżynierskich nie
uwzględnia się siły bezwładności unoszenia F.„,, ponieważ jej wpływ na ciężar
ciała jest bardzo mały. W obliczeniach technicznych przyjmuje się, że ciężar
ciała równy jest sile grawitacji (G = Q). Na biegunach kuli ziemskiej ciężar
ciała równy jest sile grawitacji, a na równiku mniejszy jest 0 0,34% od siły
ciężkości na biegunach (na równiku zwrot siły Fm, jest przeciwnie skierowany
do siły grawitacji Q).
Wyznaczmy wartości poszczególnych sił. Siła bezwładności ruchu względnego
normalna, zgodnie z rysunkiem 27a, wynosi:

2
Fu, = m -V-, r = R cos (54°12') = 3724,4 km, (1)

I'

skąd: Fwu = 0,008 N.
Siła bezwładności ruchu unoszenia normalna, zgodnie z rysunkiem 27b wynosi:

Fuu = m œfi r ,

gdzie: (nu = (nu jest prędkością kątową Ziemi (unoszenia) i wynosi:

wu = _Å“_- = 0,ooo07 5-' .24-60-60
Po podstawieniu danych otrzymamy:
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Fuu = 75 -0,000072 ~6367000'cos(54°12') = 1,368 N .

Siłę Coriolisa wyznaczymy zgodnie z teorią ruchu złożonego z zależności wek-
torowej (patrz rysunek 27a i 27c):

FC = -2 m (‹».. ×V..)› <2)
gdzie minus oznacza, że siła ta ma zwrot przeciwny do przyspieszenia Corioli-
sa ac.
Wartość siły Coriolisa jest równa:

FC =-2m œu Vw sin (cou,Vu„), ¿(‹ou,V„)=90°, sin (cou,V„)=1 ,

FC =-Żmœu Vw. (3)

Podstawiając dane dostaniemy:

FC = -2 - 75 ' 0,0000? - 20 = 0,21 N.

Jak można zauważyć oddziaływanie sił bezwładności unoszenia i ruchu
względnego oraz Coriolisajest bardzo małe.
Aby jednak wyznaczyć wartość zmiany ciężaru motocyklisty, zrzutujemy siłę
Coriolisa i siłę bezwładności ruchu względnego na kiertmek działania siły
ciężkości G, otrzymamy wówczas:

G' = m g + Fu cos (54°12') - Fwu cos (54°12') ,

skąd:

G' = 75 -9,81+ 0,21 - cos (54°12') -0,008-cos (54°l2') = 735,868 N

Ciężar statyczny motocyklisty równy jest G = m g = 735,75 N, stąd różnica
pomiędzy ciężarem w czasie ruchu a statycznym ciężarem motocyklisty wyno-
si AG =G'-G =735,868-735,75=0,118N. Różnica ta jest bardzo mała
i w większości przypadków w obliczeniach jej nie uwzględnia się.
W drugim przypadku ruchu, ciężar motocyklisty również się zmieni, jednak
na zmianę ciężaru nie będzie miała wpływu siła Coriolisa, gdyż będzie ona
styczna do równoleżnika, t.j, prostopadła do kierunku siły ciężkości G. Spraw-
dzenie powyższego zostawia się Czytelnikowi.
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Zadanie 28
Wewnątrz prostoliniowej gładkiej rurki obracającej się w poziomej płasz-

czyźnie wokół pionowej osi, znajduje się kulka o masie m = 0,2 kg (rys. 28).
Do kulki przymocowana jest sprężyna, której początek pokrywa się z począt-
kiem rurki. Sztywność sprężyny k = 4000 N/cm, a długość nie napiętej spręży-
ny lo = 3 cm. Znaleźć prędkość kątową ro., rurki W fimkcji czasu, jeżeli kulka
porusza się wewnątrz rurki ze stałą względną prędkością Vw = 1 cm/s. W chwili
początkowej kulka znajduje się w odległości 1,, = 5 cm od początku rurki. Zna-
leźć również siłę nacisku kulki na boczną ściankę rurki w chwili t = ls.

Rozwiązanie
Układ współrzędnych xyz związany na stałe z rurką przyjmiemy tak, jak

na rysunku 28. Początek układu współrzędnych O nie zmienia swego położenia
w stosunku do rurki i jest punktem, w którym sprężyna jest nie napięta. Ru-
chem względnym kulki (ruch kulki względem rurki) jest ruch wzdłuż osi x.
Na kulkę działają następujące siły: G - ciężar kulki; F,- siła sprężystości sprę-
żyny; N - składowa pionowa reakcji rurki; N1 - składowa pozioma reakcji
rurki, która wzięta z przeciwnym zwrotem daje siłę nacisku kulki na boczną
ściankę rurki; F.. = m a., - składowa normalna siły bezwładności unoszenia (siła
odśrodkowa); F, = m a,- składowa styczna siły bezwładności unoszenia;
FC = -2 m (mu × Vw )- siła bezwładności Coriolisa, (rys. 28b), aw = ii - przy-
spieszenie względne kulki, (ou - wektor przyspieszenia kątowego unoszenia).
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F.
i FC G Fc = '2m(œ zřvw)

au |, (i=o› vwt
R*

Rys. 28

Wektorowe równanie dynamiczne ruchu względnego kulki jest:

m aw = G+Fx+N+N1+F„+F=+F@, (1)
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Zrzutujemy wektory przyspieszenia i sił z równania (1) na oś x i y. Wówczas
otrzymamy:

mi¿=-Fu+Fu, mý=Nu-Fu-Fu. (2)

W kierunku osi y przyspieszenie względne ý = 0 (kulka w kierunku poprzecz-
nym do osi rurki nie wykonuje ruchu).
Siły W równaniach (2) są określone w następujący sposób:

Fu=kx, Fu=mau=mcofi (x+lu),
1=,=mzu(x+1,)z (3)

gdzie: 8„- przyspieszenie kątowe unoszenia kulki w ruchu obrotowym.
Siła Coriolisa jest siłą bezwładności i ma zwrot przeciwny do wektora przy-
spieszenia Coriolisa au = 2 mu × Vw (rys. 28b). Wartość sily Coriolisa jest
równa:

Fu = 2 m o)uVw sin(‹nu,V„), ¿(‹ou,V„)= 90° , sin (‹ou,V„)= 1 ,

Fu = 2 m œuVw . (4)

Podstawiając (3) i (4) w (2) dostaniemy:

mi¿=-kx+mœā (x+lu), 0=Nu-mau (x+lu)-2mœu Vw. (5)

Współrzędna położenia kulki w dowolnej chwili czasu jest równa:

x=lu-l0+Vw t. (6)

Rozpatrując pierwsze równanie (5) z uwzględnieniem Vw = const
i aw = ii = 0 , otrzymamy:

wu: k(1u-1u+Vu,t), (7)
m (lu +Vu t)

skąd:
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400000 (0,05 _ 0,03 + 0,01 tj 2 2 + 1 _wu = = 103 _-S 1 _0,2 (0,05 + 0,01 r) 5 +±

Z drugiego równania (5) mamy:

N, =mau (×+1,,)+mœuv,,. (8)

Przyspieszenie kątowe unoszenia 8,, obrotu rurki wyznaczymy z (7) jako:
lí

v,1„\/li
8 = dm" = m _ (9)“ dt 2(1,+v,, i) u/(1u+v,„1)(1u-1„+v,„±)

Podstawiając znaczenie 8., z (9), co., z (7) i x z (6) do (8), po przekształceniach,
otrzymamy poszukiwany nacisk kulki na boczną ściankę rurki:

N :vu ¬/1<m[4(1u-1u+v„„ ±)+1„].
' zu/(1u+v,„t)(1u-1„+v,,1)

W chwili, t = 1 s mamy:

N _ 0,01 ,/400000 - 0,2 [4 (0,05 - 0,03 + 0,01-1)+ 0,03] _ 5 N
1 2 \/(0,03 + 0,01-1) (0,05 _ 0,03 + 0,01- 1) `

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. W rurce nachylonej pod kątem ot = 45° do osi obrotu porusza się
wzdłuż osi x kulka o masie m. Rurka porusza się ze stałą prędkością kątową 03.
W chwili początkowej kulka nie poruszała się względem rurki i znajdowała się
w odległości x0 od osi obrotu, jak na rysunku. Wyznaczyć równanie ruchu kul-
ki wzdłuż osi x.
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l /I, X Odpowiedź:

X:gw-{š+å(a___gœ\:š)(ecot/~/Z+e-cut/\/Z)

;Ż x

/Ę .,
Zadanie 2. Punkt A, którego masa m = 500 g porusza się od środka koła
wzdłuż promienia nachylonego pod kątem ot = 60° do osi obrotu, jak na poniż-
szym rysunku. Odległość punktu zmienia się według zależności s = 4 tz cm,
a prędkość kątowa co = 2 t s". Znaleźć w niutonach wartość sił bezwładności
unoszenia, względnej, Coriolisa i bezwzględnej w chwili t = ls.

X
¿A Odpowiedź:

‹›› ou Fu, =0,04\/36112, Fu, =0,08\/Šmfl,
_ W _ 1=u=,/1=g,+1=3„, 1=,„=0,08m=Fu, F,„=0,

FC = 0,16 «ßmt2, F=0,1775N

Zadanie 3. Punkt A porusza się po tworzącej kołowego stożka o osi O10;
od wierzchołka do podstawy ze stałą prędkością względną Vw. Kąt przy wierz-
chołku wynosi 201. W chwili początkowej punkt znajdował się W odległości so
od wierzchołka. Stożek obraca się ze stałą prędkością kątową co. Znaleźć siłę
bezwładności unoszenia, względną, Coriolisa i bezwzględną, jeżeli punkt ma
masę m.

Odpowiedź: Fuu =m 012 (su +Vw t) sinot, Fu =0,

V FC=2m0)Vw sinoc, F=¬(Fufu+Fålz;
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Zadanie. 29
Tarcza kołowa o promieniu r i masie m osadzona jest obrotowo na wale

OB o długości L (rys. 29). Koniec wału O umocowany jest przegubowo i obra-
ca się wokół pionowej osi ze stałą prędkością kątową (precesji) (01. Pomijając
masę wału i zakładając, że w czasie ruchu tarcza toczy się bez poślizgu
po płaszczyźnie poziomej, obliczyć wartość siły oddziaływania (reakcji nor-
malnej) podłoża na tarczę.

Rozwiązanie
Zakładając, że tarcza toczy się bez poślizgu, a punkt styczności tarczy

z podłożem A jest w danej chwili nieruchomy (jest chwilowym środkiem obro-
tu), to chwilowa oś obrotu tarczy będzie prostą łączącą stały punkt O z chwi-
lowym środkiem obrotu A.
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Rys. 29

Tarcza razem z wałem obraca się dookoła pionowej osi Ę ze stałą prędkością
kątową precesji 03| i obraca się dookoła osi wału Q z prędkością kątową obrotu
własnego c02. Wektor całkowitej prędkości kątowej obrotu tarczy jest sumą
wektorów prędkości kątowych:

c0=0›,+m2,

i leży na chwilowej osi obrotu AO.
Prędkość kątowa obrotu własnego:
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L(02 =(o1ctg01=(ou-I-. (1)

Dla przyjętego ruchomego układu wspóhzędnych OE,11Q składowe wektora
krętu tarczy są:

gdzie: J¿, Ju, J¿¿ momenty bezwładności odpowiednio względem osi Ę, 11, C_,.
Osie te są także głównymi osiami bezwładności, gdyż względem nich momen-
ty dewiacji są równe zeru.
Kręt całkowity (względem stałego punktu O) jest sumą wektorową krętów
względem poszczególnych osi:

Ku =K¿ +Ku +Ku =J¿ (ou +Ju mu +Ju cou.

Z zasady krętu wiadomo, że pochodna wektorowa krętu K., po czasie t, wyzna-
czonego względem dowolnego punktu, równa się sumie wektorowej momen-
tów sił zewnętrznych M., względem tegoż punktu, stąd:

dt

Z drugiej strony (definicja pochodnej funkcji wektorowej), pochodna wekto-
rowa krętu K., po czasie t jest równa prędkości z jaką porusza się punkt C
(rys. 29) końca wektora K., po jego hodografie (w tym przypadku okrąg). Napi-
szemy wówczas:

dk,

lub po wykonaniu przekształceń, uwzględniając, że co, ×J¿ co, = 0, ponieważ
sin(‹ou,‹o1) = 0 , dostaniemy:

JC (‹o1×‹o2)= Mu.

Wartość liczbowa momentu M., wynosi:
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Mu=Ju (01032, (2)

ponieważ: ¿(œ1,co2 =90°) i sin(co,,(o2)=1.
Na tarczę działają dwie siły: siła ciężkości G = m g i reakcja podłoża N. Mo-
ment tych sił względem punktu O jest równy:

Mu=(N-o)L. (3)
Po podstawieniu w powyższe równanie wartości M0, otrzymamy:

Ju 65, 6, = (N-G)L,

skąd:

N:----uIł(D2+G.

Podstawiając w powyższą zależność wartość momentu bezwładności
m rz _ ,, _ , . . . L _ _J u = T, zaleznosc między prędkościami kątowymi coz =‹o, - oraz cięzar

r
G = m g, po przekształceniach otrzymamy:

2
N=mĹ%+g).

Zadanie. 30
Dwa koła o masach m i promieniach r osadzone są na wspólnej osi i toczą

się ze stałą prędkością V po torze kołowym o promieniu R. Znaleźć nacisk jaki
wywierają koła na szyny, jeżeli rozstaw kół jest L. Koła są jednorodnymi krąż-
kami, ciężar osi pominąć.

Rozwiązanie
Na koła działają następujące siły: siła ciężkości G = 2 m g, siły normalne

reakcji podłoża NA i ND, siła odśrodkowa bezwładności B i reakcja pozioma
zewnętrznej szyny RA.
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Siła odśrodkowa B jest określona w następujący sposób:

B=2mco,2R,

gdzie: 03, = V/R jest prędkością kątową osi wjej ruchu obrotowym wokół osi Ę.
Pomijając nieznaczną różnicę prędkości kątowych obu kół, wynikającą z tego,
że toczą się one po okręgach o rożnych promieniach, określimy prędkość ką-
tową obrotu własnego kół z wzoru:

V
(D2 =:'.

I`

Moment M., wyznaczymy z jednej strony z zasady krętu, a z drugiej z zasady
d'Alemberta.
Z zasady krętu mamy:

dK
--°-=Mu.

dt

Prędkości kątowe col i co; są stałe co do wartości. W wektorze prędkości kąto-
wej (oz, zmieuia się tylko kierunek z prędkością (01, stąd tak jak w poprzednim
zadaniu mamy:

dKu
í=cou×Ku =‹ou×(.l¿co,+.lu c02)=Mu,
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a po wykonaniu przekształceń:

Ju (col ×0o2)= Mu.

Zmieniając kolejność czymiików w iloczynie Wektorowym dostaniemy:

Mu +Ju (65, ×‹6,)=0,

oznaczając Mu = Ju (co, xcou), zapiszemy:

Mu + Mu = 0,

gdzie: M, jest momentem sił bezwładności zwanym momentem giroskopo-
wym. Z powyższego wynika, że moment giroskopowy róvmoważy się z mo-
mentem sił zewnętrznych. Wektor M,, zgodnie z regułą śruby prawoskrętnej,
jest prostopadły do płaszczyzny wyznaczonej przez col i co; i skierowany gro-
tem do nas.
Wartość tego momentu :

Mz'=Jç (D1 (D2,

ponieważ: ¿(co2,co, =90°) i sin(‹o2,co,)=1.
Stosując zasadę d°Alemberta napiszemy równanie momentów względem punk-
tu A z uwzględnieniem momentu giroskopowego:

Mu+ND L+Br+2mg%=0,

skąd:

J 2 ŻR
ND=mg-Ę lub ND=mg-çœ1œ2+Lmœ1 r. (1)

Wartość reakcji NA wyliczamy z sumy rzutów na kierunek pionowy:

NA +ND-2mg=0,

skąd po przekształceniach i podstawieniu (1) otrzymamy:
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Jucouco_,_+2m‹o,2 Rr
NA--2mg-ND=mg+ L . (2)

2
Podstawiając w (1) i (2) wartość momentu bezwładności dwu kół J u = 2 2:-

2

i zależność na prędkość kątową 031 = Š , po przekształceniach otrzymamy:

NA=m(g+r0)l ),

ND =n'l(g_r0_)I

Z powyższych zależności wynika, że zewnętrzna szyna kolejowa na zakręcie
jest bardziej obciążona niż wewnętrzna.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 1. Obliczyć prędkość kątową 001 pionowego pręta 1, do którego przy-
mocowany jest przegubowo poziomy pręt 2 o masie m i długości 2 L (rysunek
poniżej). Na końcu pręta 2 przymocowano jednorodną płaską tarczę kołową 3 o
masie 2 m i promieniu r. Pręt 2 i tarcza 3 obracają się wspólnie z prędkością
kątową coz.
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Zadanie 2. Moment bezwładności śmigła i obracających się części silnika
względem podłużnej osi samolotu wynosi J = 8 kgmz. Prędkość obrotowa wy-
nosi n = 1200 obr/min. Obliczyć działanie momentu giroskopowego tych czę-
ści na samolot lecący z prędkością V = 50 m/s po łuku o promieniu r = 50 m.
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