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Ludwik Genom-mii 

OPTYMALIZACJA PROBLEMU PBODUECYJNO-TRANSPORTOWBGO 

1 . wama?” 

Ostatnie doświadczenia i badania naukowe wykazały, że pra— 
”widłowe prowadzenie działalności gospodarczej w skali ogólno- 
państwowej, jak i w skali przedsiębiorstwa jest mozliwe jedy- 

' nie poprzez zastosowanie nowoczesnych metod naukowych zwanych 
badaniami operacyjnymi”. _Badania operacyjne - jak sama nazwa 
wskazuje. - powstały w związku -z problematyką wojskową5 ) . Obec- 
nie jadnak omawiana metoda znajduje szerokie zastosowanie w 
rozwiązywaniu problemów techniczno-ekonomicznych, a nawet - 
jak wykazany w niniejszym opracowaniu - w wyznaczaniu opty- 
malnych planów produkcyjno—transportowych. W badaniach opera- 
cyjnych wyróżnia się na ogół cztery etapy: budowe modelu, roz- 
wiązanie modelu, jego weryfikacja, opracowanie systemu kon- 
troliq'). W pracy'niniejszej omówione zostaną dwa pierwsze e- 
tapy badań operacyjnych. 

W rozdziale drugim przedstawimy budowe modelu produkcyj- 
no-transportowego, w rozdziale trzecim i czwartym pokazem 
rozwiązanie modelu przy pomocy programowania dynamicznego. 
W badaniach naszych zwróciliśmy uwagę na programowanie dyna- 
miczne, gdyż wydaje się, iż ta najnowocześniejsza metoda rna-'- 
tematyczna, pozwalająca wyznaczyć optymalne rozwiązanie wielu 
zagadnień ekonomicznych, pokazuje perspektywiczną więź trzech 
różnych dziedzin: ekonomii, matematyki i techniki. 

1) Por. L. Cendrowski= "Programowanie dynamiczne". Życie Gos- 
podarcze Nr 9/1969 s.5. 
Por. A. Bojarski: "Szkice matematyczno—ekonomiczne". War- 
szawa 1965 PWE. 

5 _ Por. "Z praktyki badań operacyjnych” Warszawa 1961:- PWE. 
„ W.1Ęadowki= "Teoria podejmowania decyzji". ”Warszawa ”PWG- 

s. ,. 



ll- Rozd ział pierwszy 

Istota wspomnianej więzi polega na tym, ze ekonomista for- 
mułuje problemy wzięte z życia gospodarczego, matematyk for- 
malizuje zadane mu przez ekonomistę zagadnienia, a następnie 
poszukuje ich optymalnych rozwiązań, technik zaś programuje 
algorytm zbudowany przez matematyka na maszynę matematyczną, 
czuwa nad je j  sprawnym działaniem i doskonaleniem5 . 

Jeśli więc założymy, że matematyk przedstawił w postaci 
analitycznej budowę funkcji kryterium oraz budowę warunków 
ograniczających rozwiązanie, możemy powiedzieć, że pierwszy 
etap badań operacyjnych został zakończony. Załóżmy więc, że 
ekonomista przy współudziale matematyka zbudował model. Czym- 
ze jest ów model? W. Niemczynow w pracy "Metody i modele eko- 
nomiczno-matematyczne" stwierdza, że "Model to swojego rodza- 
ju abstrakcja, ogniwo pośrednie' między teoretycznym myśle- 
niem, a obiektywną rzeczywistością. Jakość modelu zalezy 'od 
jego zdolności odzwierciedlenia i odtwarzania przedmiotów i 
zjawisk obiektywnego świata, ich struktury i prawidłowości 
budowy. Model jest środkiem wyodrębnienia obiektywnie istnie- 
jącego systemu regularnych związków i relacji, które istnieją 
w badanej, realnej rzeczywistości. Im dokładniejsze jest to 
odzwierciedlenie i im bardziej przejrzysta jest jego forma. - 
tym lepszy jest model"6 . 

Dla ilustracji powyzszej definicji rozpatrznw budoWę na- 
stępującego modelu. Przypuśćmy, że rozpatrujemy proces przę- - 
pływu odbywającego się w sposób ciągły z pewnej z góry zada- 
nej ilości źródeł do- określonej również z góry podanej ilości 
"zbiorników" w okresie czasu T. Inaczej mówiąc można rozwa- 
żać powiązania między pewną ilością źródeł energii elektrycz- 
nej, a je j  odbiorcami, między pewną ilością żródeł gazu, czy 
też cieczy a ich odbiorcami. Problem ten można ujmować jako 

5) Problem doskonalenia maszyn matematycznych a w szczegól- 
ności problem ich "pamięci" odmwa szczegćlną rolę w pro- 
gramowaniu zadań roz'wiązywanych metodą programowania dyna- 
micznego. W trzecim rozdziale pracy zobaczymy, iż tylko 
najnowocześniejsze maszyny matematyczne mogą pokonać trud-- 
ności związane z praktycznym wykorzystaniem znalezionego 
algorytmu. 
W. Niemozynow: "Metody i modele ekonomiczno-matematyczne" 
Warszawa 1964 PWE 3.26. 

6) 
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problem techniczny, ale w mcmencie, kiedy do modelu zostaną 
wprowadzone wielkosci ekonomiczne, to przyjmując odpowiednio 
zbudowaną funkcję kryterium, można optymalizować efekty gos- 
podarcze. W naszych rozważaniach można przyjąć jako funkcję 
kryterium.— funkcję kosztów przepływu. warunki jakie powinr 
ny ograniczać rozwiązanie zadania polegają na tym, aby z jed- 
nej strony rozdysponować całą produkcję, a z drugiej strony 
powinno być zaspokojona zapotrzebowanie poszczególnych od- 
biorców na wytworzoną produkcję7). 

Ponieważ w drugim rozdziale naszej pracy omówimy szcze- 
gółowo'budowę modelu produkcyjnc—transportowegc dlatego też 
obecnie naszkicujemy myśl przewodnią naszych dalszych rozwa- 
żań, aby już na wstępie jasno widzieć, czy mcdel nasz odpo— 
wiada definicji medalu sformułowanej przez Niemczynswa. 

należy przede wszystkim zauważyć, że preblem produkcyjne- 
transportowy jest jednym z deaydujących ogniw ogólnego zagad- 
nienia jakim jest - rozmieszczenie sił wytwórczychc W ostat- 
nich latach pojawiło się szereg opracowań. z zakresu teorii 
rozmieszczenia sił wytwórczych? , Niestety, zdecydowana więk— 
szość wzmiankowanych prac ogranicza się do omawiania tego za? 
sadniczego zagadnienia dla gospodarczego rozwoju.kraju metodą 
słowne-logiczną. Tymczasem.łatwo zauważyć, że racjonalne roz- 
mieszczenie produkcji surowców i produkrbbwr można przedstawić 
'w precyzyjnej szacie matematycznej. Na to jednak,aby przystąp 
pić do'przedstawienia omawianego zagadnienia 'w matematycznej 
postaci musimy postawić przed sobą dwa pytania: 

1) jaki jest cel omawianego problemu na tle ogólnego roz- 
woju gospodarki narodowej? 

2) czy zbudowany model odpowiada wyzej podanej definicji 
Niemczyncwa? 

Jeśli rozpatrujemy rozmieszczenie produkcji w całokształ- 
cie perspektywicznego planu, celem jest takie jego zaplanowa— 
nie, które zabezpieczy wszechstronny rozwój gospodarki naro- 
dowej. Inaczej mówiąc celem optymalnego rozmieszczenia pre- 

?) Omawiany problem przedstawiona w' matematycznej postaci w 
artykule Z. Bosiakowskie o i L. Oendrowskiegc opublikowa— 
nym.w "Ekonomiście" nr 396? 8.755-757. 

8? Pb?— HP- literaturę cytowana w rozdziale p.2.1. 
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dukcji jest znalezienie odpowiedzi na pytania, kiedy, gdzie, 
ile, czego produkować, tak aby zbudowana funkcja kos ztćw pro- 
dukcji i transportu osiągnęła minimum i aby były spełnione 
warunki, wynikające z planu gospodarki narodowej. Pełne sfor— 
mułowanie powyzsz ego problemu wymaga więc ustalenia warunków 
ograniczających, przy których poszukuje się optymalnego roz- 
wiązania. 

Przed przystąpieniem do rozwiązywania zasygnalizowanyoh 
modeli nalezało zastanowić się - jak zauważono wyzej - czy 
zbudowane modele spełniają warunki definicji modelu. Jak pa- 
miętamy W. Niemczynow mówi, ze ”model to swojego rodzaju ab— 
strakcja, ogniwo pośrednie między teoretycznym myśleniem a o- 
biektywną rzeczywistością...". Obiektywna rzeczywistość w 
przykładzie dotyczącym przepływu energii,to podana ilość śr'ć— 
deł, w których wytwarza się np. energię elektryczną, to poda- 
na ilość odbiorców tej energii, to wreszcie pewien z góry po— 
dany okres czasu. W budowanym modelu "obiektywna rzeczywis- 
tość" będzie symbolizowane między innymi przez: 

'I) ilość miejsc produkcji surowców i produktów; 
2) wielkość zapotrzebowania fabryk na surowce; 
3) wielkość zapotrzebowania hurtowni na produkty; 
11-) okres czasu, w którym badamy zjawisko produkcji oraz 

transportu surowców i produktów. 
Nasze teoretyczne myślenie powinno zatem polegać na poda- 

niu w postaci wzorów matematycznych budowy funkcji kryterium 
orazwamnków oganio'zających. I rzeczywiście każdy z przed- 
stawianych modeli jest pomostem między teoretycznym założe- 
niami, a istniejącymi w rzeczywistości miejscami wytwarzania, 
odbiorcami oraz zadanym okresem czasu. O wiele trudniej jest 
dać odpowiedz na inne pytania, które zwykle nurtują po zbu- 
dowaniu modelu. ' 

Jaki jest stopień dokładności przedstawionego obrazu? Gzy 
model w pełni Żodzwierciedla wszystkie prawidłowości istniej-'a— 
ce w rzeczywistości? 

Wydaje się, że należy zawsze jasno zdawać sobie Sprawę z 
tego, iż "szkielety" rzeczywistości, wyrażone w postaci zbu- 
dowanych modeli zawierają wiele odchyleń od warunków istnie- 
jących w badanej sytuacji. Problem polega więc na tym,aby po- 
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szukiwać dróg prowadzących do uwzględnienia w'mcdelach coraz 
większej ilości powiązań, wywieraj ących decyduj ący wpływ na 
ich zbliżenie do realnie istniejących warunkow. ' 

?] Uchwale V Zjazdu PZPR znajdujemy wyrażnie wskazówki do— 
tyczące poszukiwania wspomnianych powiązań: "Istotne znacze— 
nie posiada pogłębianie analitycznych metod planowania.5zcze— 
gólny naci-sk nalezy położyć na uzupełnienie bilansowania tra— 
dycyjnego - bilansowaniem opartym na powiązaniach międzygałę— 
ziowych, na stosowanie metod ekonometrycznych i wprowadzanie 
programowania optymalizacyjnego zarówno w. skali 0361110303110- 
darczej jak 1 w skali wielkich układćw'ekonomicznych"9). 

Tak więc zgodnie z wyżej sformułowaną myślą Uchwały 
V Zjazdu PZPR należy stwierdzić, że jeśli praca nad sformuło- 
waniem problemu produkcyjno-transportowego oparta na powiąza- 
niach międzygałęziowych jest zakończona,| wówczas musimy zwro— 
cić uwage na "stosowanie metod ekonometrycznych i wprowadza- 
nie programowania optymalizacyj nego". 

Jeśli wsród wspomnianych metod matematycznych znajdziemy 
sposob rozwiązania interesującego nas problemu, wtedy sprawa 
jest prosta. Jeśli jednak nawet najnowccześniejszy aparat ma— 
tematyczny jest za ubogi, wówczas nalezy albo twarzyć nowy 
dział, albo rozbudowywać istniejące działy matematyki. 

Przy rozwiązywaniu zagadnienia produkcyj rto-transportowego 
wystarczyło rozbudować jedną z najmłodszych metod matematycz- 
nych - progamowanie dynamiczne. Jak wiadomo istota pregnanc- 
wania dynamicznego tkwi w zasadzie cptymalnosci Bellmana, w 
której mówi się, ze "strategia optymalna ma tę  własność, ze 
jakimkolwiek byłby stan początkowy i decyzja początkowa, po— 
zostałe decyzje muszą tworzyć strategię optymalną z punktu 
widzenia stanu wynikłego z pierwszej decyzji'nm. 

Jeśli więc rozwiązujemy pewne zadanie. np. z zakresu oko- 
nomii, to ogólnie mozna je  nazwać układem fizycznym U. Jeśli 
do układu fizycznego U zastosujemy strategie B, wówczas u.- 
kład fizyczny może zmienić swój stan w kolejnych etapach.:l'eń— 

9) V'Zjazd ezes 41-16 listopada 1968. warszawa 1963. Kciązka 
' i Wiedza 5.259. 

4°) R. Hellman: "Dinamiczeskcje progremirowanije” Ioskwa 196D 
Izdatielstwo Inostranncj Litieratury. 
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li układ fizyczny U' ilościowo charakteryzować będziemy przy 
pomocy kryterium..F, wtedy ponieważ wartość liczbowa. kryte- 
rium. F zależy od rodzaju strategii - zadanie programowania 
dynamicznego polega na tym, aby znaleźć na każdym etapie spo- 
śród wszystkich możliwych strategii S taką strategię, któ- 
ra przeprowadzi.badany układ ze stanu.pierwszego do stanu 
drugiego, ze stanu drugiego do trzeciego aż w końcu ze stanu 
przedostatniego do stanu ostatniego. . 

wykorzystując powyższe uwagi” wyprowadziliśmy w rozdziale 
trzecim ciąg równań.funknyjnych odpowiadający zbudowanemn*w 
rozdziale drugim modelowi produkcyjno-transportowano- W roz- 
dziale czwartym podamy wskazówki dotyczące metod obliczenioę 
wych znalezionego ciągu.równań.funkcyjnych,a tym samym.przed- 
stawimy algorytm przy pomocy którego na maszynach matematycz- 
nych.można wyznaczać wartości ekstremalne'badanego modelu. 

”Wróćmy jeszcze na chwilę do programowania dynamicznego. 
wydaje się, że zasadnicza zaleta tej nowej metody matematycz- 
nej polega na tym, iż przy jej pomocy można obliczać ekstrema 
warunkowe funkcji wielu.zmiennych niezależnie od budowy.funk— 
c j i  kryterium.oraz od'budowy warunków ograniczających. 

Wynika stąd, że najmodniejszy do tej pory ur zastosowa- 
niach ekonomicznych dział matematyki, jakim jest programowa- 
nie liniowe, został Sprowadzony do roli szczególnego przypad- 
ku. Nie wynika oczywiście z tego, że przynajmniej w niektó- 
rych zagadnieniach programowanie liniowe nie 'będzie miało 
dalszych zastosowań." ' 

Tym bardziej byłby błędny wniosek, ż e ' w  wyniku rozwiąza- 
nia stosunkowo szerokiego zagadnienia, jakim jest problem 
produkcyjno-transportowy, dalszy rozwój programowania dynami— 
cznego będzie ograniczony. Sądzić należy, że najpiękniejszą 
odpowiedż na powyższą wątpliwość dał twórca programowania dy- 
namicznego R. Bellman, który w pracy: ”Adaptacyjne procesy 
sterowania" mówiąc o możliwościach stosowania nowej metody 
tak stwierdza: "Niestety nie możemy spocząć na_laurach. Owo 
=ostatnie "niestety" trzeba uważać poniekąd za krokodyle łzy. 
Jakkolwiek nękani kłopotami inżynierowie i ekonomiści pragnę- 
liby zapewne dysponować "książką kucharska” zawierającą re— 
cepty matematyczne na wszystkie potrzeby, czymś I“ rodzaju 
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sławnej tablicy całek, czy tablic logarytmicznych, matematyk 
w przeciwieństwie do nich nie tęskni za czymś podobnym, Indy- 
widuum to doznaje dogłębnej rozkoszy, gdy widzi,że jedno zba- 
dane i rozwiązane zagadnienie otwiera drzwi do tuzina innych, 
gdy zdobycie jednego szczytu prowadzi do odkrycia dalszych 
niezbadanych rejonów górskich. Na szczeście wszechświat fi— 
zyczny dostarcza mu uprzejmie całej hierarchii zagadnień„któ- 
re prowadządo nowych teorii, & te teorie do dalszych proble- 
mów'nq). Sądzió należy, że zadowolenie o którym mówi R.. Bel- 
1man,będzie tym większa, im bardziej będzie widoczna więź wy- 
ników rozwiązania z potrzebami ludzi. Z powyższych rozważań 
wynika, że stosowanie metod matematycznych w działalności gos- 
podarczej rozwija się w dwu kierunkach. Z jednej strony cho- 
dzi o to, aby budować modele coraz wierniej obrazujące rze- 
czywistość, aby w modelach tych było coraz mniej uproszczeń, 
aby "szkielety" rzeczywistości odzwierciedlały ją możliwie 
najdokładniej. Z drugiej strony stosowanie metod matematycz— 
nych w działalności gospodarczej jest związane z powstawaniem 
nowych działów matematyki lub rozbudową działów istniejących. 

Dlatego też sądzić należy, że stosowanie np. progamowa— 
nia dynamicznego przy rozwiązywaniu problemów ekonomicznych 
będzie nabierało coraz większego znaczenia, angażując coraz 
liczniejsze grupy ekonomistów i matematyków przy badaniu naj- 
istotniejszych dla wzrostu gospodarki narodowej zagadnień. 

Jak więc zauważyliśmy wyżej w prezentowanej pracy stanęło- 
rzed nami ważkie i trudne zadanie: zbudować model_produkcyj- 

xxo—transportowy możliwie najwierniej przedstawiający rzeczy- 

Wistośó i jednocześnie rozwinąć metody matematyczne do takie- 
go etapu, aby przy ich pomocy można było rozwiązać sformuło- 

wane zadanie. Wydaje się, że na podstawie wyników osiągniętych 
w pracy można sformułować tezę, że w ostatnich latach widocz— 
na jest_wspaniała więż matematyki z życiem. Matematyka pełni 
służebną rolę życiu, rozwijając się dzięki temu jako nauka. 

'M) a. Bellman: "Adaptacyjne proc-esa sterowania" Warszawa 1965 
N N .  5.24. 
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I właśnie wrtym.miejscu. pragnę zwrócić szczególną uwagę 
na.rozdział piąty - "Dodatek", -w którym.pokazano na.konkreb- 
nych danych liczbowych sposoby badania niesprzeczności przy- 

-kładowo wybranego modelu produkcyjno—transportowego. 'Dane' 
liczbowe nie są wzięte z konkretnej działalności gospodarczej. 

- sądzić jednak należy, że stosunkowo nieduże liczby, które zo— 
stały podane przy badaniu niesprzeczności modelu. ułatwią up 
chwycenie myśli przewodniej niezbędnej' przy badaniu nie— 
sprzeczności modeln'wziętego z praktyki gospodarczej. 

na specjalne podkreślenie zasługuje - jak się wydaje — 
fear pokazania związku między produkcją produktów, a produk— 
cją  surowców, Związek ten został uwzględniony w' "Podatku" 
dzięki wprowadzeniu do przykładowego — modelu, współczynników 
technologicznych produkcji, niezbędnych do wyliczania cgrani—_ 
_czeń._ zapotrzebowania na surowce 'w celu wytwarzania zaplano— 
wanej ilnści poszczególnych produktów. 

aadtc w'"DodatkuF rozwiazano jeden przykład liczbowy, 
w którym.przedstawicne zostały wszystkie najważniejsze myśli 
związane z rozwiązywaniem zadań metodą.progremcwania dynami- 
cznego. * 

* * 

Praca "Optymalizacja problemu.produknyjmb—transportowego" 
-ukazuje się dzięki szczególnym.troskom Rektora.W;S.Inż. w'Kn- 
szalinie — doc. J. Smoleńskiego,.który nie szczędząc słów za— 
chęty, rad oraz środków, zrobił wszystko aby ukazało się ni- 
niejsze wydawnictwo przydatne w działalności gospodarczej. 

Serdecznie dziękuję Prof. dr.a. Alexiewiczowi za przej- 
rzenie maszynopisu i zwrócenie uwagi na pewne niedokładności 
rozwiązania. dzieki czemu opracowanie stało się poprawniejsze 
pod względem.matematycznym. 



Sformułowanie problem _ "M 

2 . SFOMUZOWANIE PROBIMU 

2.1. Gel opracowania 

W uwagach wstępnych zauważono, że prob-lem produkcyjno- 
transportowy „jest jednym z ogniw teorii rozmieszczenia sił 
wytwórczych. Na to więc ”aby wyrażnie przedstawić cel opraco- 
wania musimy pokrótce zwrócić uwagę na wybrane zagadnienia 
dotyczące rozmieszczenia sił wytwórczych, co umożliwi sformu- 
łowanie problemu produkcyjno-transportowego. 

W przedmowie do pracy: "Problemy rozmieszczenia przemysłu 
w Polsce Ludowej" K. Secomski stwierdza: "W ostatnim MID-leciu 
zaznaczył się w Polsce szczególnie'bujny rozwój badań nauko— 
wych w dziedzinie rozmieszczenia sił wytwórczych. Szereg prac 
teoretycznych, a także oświetlających praktyczne osiągnięcia 
Polski w zakresie przekształcenia struktury przestrzennej kra- 
ju, świadczy wymownie o istniejącym postępie w te:] grupie ba- 
dań„4)_ 

Wydaje się, iż opracowania o których wspomina K. Secomski 
można podzielić na trzy grupyz) . 

a. Do grupy pierwsze:] należałoby zaliczyćmonog-afie 1 ar- 
tykuły omawiające podstawy teoretyczne rozmieszczenia 
sił wytwórczych i to zarówno ogólnej teorii rozmiesz— 
czenia jak i branżowych teoriach rozmieszczenia, czy 
też w teoriach lokalizacji szczegółowych” . 

'b. W drugiej grupie znależlibyśmy rozprawy przedstawdające 
również dorobek teoretyczny z zakresu podstaw rozmie- 
szczenia sił «wytwórczych, jednak w pracach tych poka— 
zywane są dodatkowe możliwości stosowania metod mate- 

1) Z przedmowy K. Secomskiego do pracy W. Kawalca "Problemy 
azmieszczenia przemysłu w Polsce Ludowej". Warszawa 1965 

N, a. 7. 

2)  Jako kryterium omawianego podziału przyjmujemy stopień wy- 
korzystania metod matematycznych przy rozwiązywaniu zagad- 
nień teoretycznych dotyczących rozmieszczenia sił wytwór-- 
czych. 

3) P' . . 1o 1 4 '2 - '6 . . ' .427 (gg)łpęig?: E505,((gfi} ( 9). £ 8). (5 i. (57): (38). ( ) ,  
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matycznych, przy rozwiązywaniu konkretnych modeli roz- 
mieszczenia sił wytwórczych” . 

c. Wreszcie do trzeciej grupy omawianych prac należy za— 
liczyć artykuły zawierające rozwiązania problemów lo— 
kalizacyjnych metodami matematycznymi” . 

Podamy obecnie kilka uwag dotyczących przykładowo wybra— 
nych prac z każdej wyżej wymienionych grup. Uzyskany w ten 
sposób niezbędny materiał do sformułowania celu niniejszego 
opracowania. Zwróćmy więc na początek uwagę na pracę R.Seccm— 
skiego: "Wstęp do teorii rozmieszczenia sił wytwórczych”6), 
w której autor obok wielu interesujących problemów, formułuje 
jeden, szczególnie ważny dla naszego opracowania. Otóż K. Se- 
comski omawiając główne założenia socjalistycznej teorii rcz- 
mieszczenia sił wytwórczych, jasno i precyzyjnie mówi, że: 
" . . .  u podstaw socjalistycznej teorii rozmieszczenia musi, 
zgodnie z podstawowym prawem ekonomicznym socjalizmu, wystę- 
pować człowiek wraz z jego potrzebami. Równocześnie,celem so- 
cjalistycznej teorii rozmieszczenia musi być ogólny interes 
społeczeństwa związany z przyspieszeniem wszechstronnego rcz— 
woju gospodarki narodowej, dzięki czemu pełniej i w sposób 
bardziej różnorodny mogą być zaspokojone również potrzeby 
człowieka pracy"7'. 

Z powyższego sformułowania wynika wzajemny związek socja- 
listycznego rozmieszczenia sił wytwórczych a wszechstronnym 
rozwojem gospodarki narodowej. Wspomniana współzależność po- 
lega na tym, iż jak wiadomo, rozwój gospodarki narodowej zwią- 
zany jest nieodłącznie z prcblemamiinwestycyjnymi. Zagadnie— 
nia inwestycyjne z kolei determinują problemy lokalizacyjne. 
Jeśli więc potrafimy rozwiązać problemy lokalizacyjne w spo- 
sób optymalny, wówczas przyczynimy się przez to do rozwoju 
gospodarki narodowej i na odwrót, jeśli znajdziemy optymalne 
rozwiązania dotyczące rozwoju gospodarki narodowej,to tym sa- 

4’ Pom prace: (a), (20), (25), (29), (40), (44). (52-). 
Por. prace: ('M). (12). (34). (41). (48). (49)- 

6) K. Seconski: "Wstęp do teorii rozmieszczenia sił wytwór- 
czych" Warszawa 1956 ENG. 

) K. Secomski op.cit. s. 50. 
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mym.przyczynimy się do prawidłowego rozmieszczenia sił wy- 
twórczych. Chociaż wydaje się, że jest niesłychanie istotną 
rzeczą z punktu.widzenia potrzeb gospodarki narodowej, bada— 
nie związku,.między zagadnieniami rozmieszczenia sił wytwor- 
czych, a rozwojem gospodarki narodowej, jednak w niniejszym 
opracowaniu, stawiamy przed seba węższy zakres - zakres doty- 
czący jedynie wybranego zagadnienia z teorii rozmieszczenia 
sił wytwórczych - problemu produkcyjno-transportowego. Nie- 
mniej jednak, zwróciliśmy uwagę na definicję gospodarki naro- 
dowej i regionu, aby uzyskać dalszy materiał interpretująoy 
wyniki pracy. "Przez gospodarkę narodowa, rozumiemy zespół 
czynników umożliwiających uruchomienie w ramach państwa okre— 
ślonej poziomem i strukturą rozwojową produkcji. Do czynni— 
ków tych zaliczamy; ludność, terytorium, istniejący majątek 
narodowy, władzę polityczną i gospodarczą oraz warunki wymia- 
ny z otoczeniem"8 . Natomiast pojęcie regionu.utcżsamiać'bę— 
dziemy z "terytorialnym.kompleksem produkcyjno-usługowym pod- 
legającym.ciągłym.zmianom i rozwojowi oraz wyróżniającym się .  
od otaczających go Obszarów swoistymi formami zagospodarowa— 
nia"9 . Pamiętać przy tym należy, że "region goSpodarczy" nie 
jest czyms odrębnym, niezależnym. Posiada on "własne życie" 
jako całość złożona z mniejszych elementów, jest jednak;rów- 
nocześnie elementem większej całości,_ jaką jest gospodarka 
narodowa"qol. 

Z powyższego nasuwa się pytanie, czy znalezienie optymal— 
nego rozmieszczenia sił wytwórczych 'w gospodarce narodowej 
determinuje znalezienie optymalnego rozmieszczenia sił wy- 
twórczych w poszczególnych regionach i odwrotnie, czy znale- 
zienie optymalnego rozmieszczenia sił wytwórczych w poszcze- 
gólnych regionach determinuje optymalne rozmieszczenie sił 
wytwórczych w gospodarce narodowej? Łatwo sprawdzić, że za- 
rowno na pytanie pierwsze, jak i drugie, należy dać odpowiedż 

8 )  Paweł Sulmicki "Teoria rozwoju regionów gaapodarczych. 
Próba sformułowania i wyznaczenia kierunków badan szcze— 
gółowych", Warszawa 1962, KPZK PAN, s. 56. 
Antoni Fajferek "Region ekonomiczny i metody analizy re- 
gionalnej", Warszawa 1966, PWE, 5.11. 

0) Paweł Sulmicki op. cit. s. 13. 
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przeczącą, bowiem.cptimnm sumy nie jest równe sumie optimów 
i odwrotnie, 

Z poprzednich rozważań wynika, ze znany jest nam.już - ' w  
pewnym.zarysie — cel socjalistycznego rozmieszczenia sił wy— 
twórczych oraz miejsce jego realizacji. Obecnie należy zastap 
nowić się nad znalezieniem.lub udoskonaleniem. metod badawh 
czych. "Rozwój tych metod, od metod prób i błędów oraz licz— 
nych metod bilansowe-koordynaeyjnych,do metod kolejnych przy— 
blizeń.- przy ponownej ich weryfikacji metodami'bilansowymi - ' 
musi w przyszłości uwzględnić dalsze pogłębianie i wielowap 
riantowe ujmowanie kolejnych projektów planów wzrostu ekono- 
micznego i optymalnej struktury przestrzennej kraju,cparte na 
wprowadzeniu i wykorzystaniu.nowych metod matematycznych. Te 
nowe metody wymagają w praktyce odpowiedniego ich dostosowa- 
nia do kolejąych.etapów planowania krajowego'i planowania re- 
gionalnego"' . 

Wspomniane przez K. Secomskiegc „metody matematyczne sto- 
scwane w teorii rozmieszczenia sił wytwórczych. mozna podzie- 
lić na dwie grupy. 

Do grupy pierwszej — chociażby ze względów historycznych 
- należy metoda nakładów i wyników produkcji, „której podstae- 
wy sformułował 50 lat temulw. Leontiew. Przepływy międzygałę— 
ziowe mozna rozpatrywać w ujęciu statycznym oraz dynamicz- 
nyme "Statyczny schemat nakładów i wyników produkcji wyjaśnia 
wzajemną zależność poszczególnych gałęzi gospodarki narodowej 
przy pomocy pewnego zestawu wskaźników' aiaażdy taki współq 
czynnik przedstawia ilość określonego nakładu.z i-tej gałę- 
zi, które została.zużyta przez gałąź k—tą na wytworzenie jed- 
nostki je j  produkcji. 

Pełny zestaw takich współczynników dla pewnej gałęzi pro- 
dukcji wyznacza przepływy siły robcczej, wszelkiego rodzaju 
surowców, paliw, części zamiennych itd, które gałąz ta.mnsia- 

' łany zużyć na jednostkę czasu, b y .  móc wyprodukować pewien 
strumień.produkoji"12). 

11) K. Secomski "Niektóre problemy teorii rozmieszczenia” ar- 
ty w raoy zbiorowe : "Teoretyczne roblemy rozmiesz- 
czenia a?! wytwórczych .'Warszawa 1965,PPWE, s. 58—59. 

12) w. Leontiew'"Studia nad strukturą gospodarki amerykań- 
skiej" Warszawa 1963, PIH, s. 59. 
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"Przy rozważaniach dynamicznych odgrywa rolę nowa zmienna 
jaką jest czas. Poszczególne ok:-esy (np. lata) układają się- 
w ciąg, w którym wyniki działalności gospodarczej jak i poli- 
tyka gaapodarcza w obozach poprzednich oddziałują na okresy 
następne”,15 . 

Z powyższych ogólnych uwag, można łatwo zauważyć, że za— 
równo statyczne jak i dynamiczne ujęcie nakładów i wyników 
produkcji pozwala jedynie dokonywać analizy współzależności 
zjawisk gospodarczych. Nie można jednak przy pomocy metody 
nakładów i wyników produkcji wyznaczać rozwiązań optymalnych 
tzn. nie można np. wyznaczać wielkości produkcji w każdym z - 
góry zadanym zakładzie produkcyjnym, tak aby łącznie koszty 
produkcji były najmniejsze i aby były spełnione pewne warunki 
dodatkowe. . ' 

Doszliśmy w ten sposób do drugiej grupy metod stosowanych 
w teorii rozmieszczenia sił wytwórczych - metody znanej pod 
nazwą metody programowania, albo podejmowania decyzji. 

Spośród kilku znanych metod programowaniaqą) najbardziej” 
znaną i najczęściej stosowaną w badaniach ekonomicznych jest 
metoda prog-mowania union-35015) . 

Również w teorii rozmieszczenia sił wytwórczych metody 
programowania liniowego znajdują swe odbicia - "...  programo— 
wanie liniowe — bowiem - może objąć znacznie «szerszy wachlarz 
zagadnień wyłaniających się przy analizie układu gospodarcze- 
go, na które składają się wzajemnie ze sobą powiązane gałę- 
zie przemysłu. Ogólnie mówiąc międzyregionalne prog-mamnie 

. liniowe znajduje zastosowanie w zagadnieniach maksymalizacji 
lub minimalizacji pewnej funkcji liniowej pod warunkiem ze.- 
chowania pewnych liniowyoh nierówności"16). 

_,— 

13) "Zarys ekonometrii". Praca zbiorowa pod redakcją naukową 14) z. Hellwiga, Warszawa 1967. HE. S- 345- 
Por. O. Lange "Optymalne decyzje" Warszawa 1964. HE lub 
gisSadowski "Teoria podejmowania decyzji". Warszawa 1960, 

15) Por. Z. Czerwiński "Wstęp do teorii prog-mowania linio- 
wego z elementami algebry wyższej". Poznań 1961, PI'E Gd- 
dział w Poznaniu. 

16) w. gg:-& ”Metody analizy razi—01181193"- “1'3”“ 1965' M 
E '  I 



15 ' Rozdział drugi 

Również w polskiej i radzieckiej literaturze ekonomicznej 
dotyczącej omawianego problemu można znależć" szereg prób bu- 
dowy liniowych modeli rozmieszczenia sił wytwórczych i obli— 
czania wartości ekstremalnych metodami programowania liniowe— 
go. Na przykład w modelu B.B. Wierchowskiego ' i W..)". Szibało— 
waw chodzi o to, aby: ' 
Obliczyć minimum formy: 

L =  Z 2013 K.”-› +): Z ż e  dijk 1151: i.: 1-1 i—I 1-1 1-: 

przy warunkach: 

ż 113k = bak ( j  = 1 . ' 2 , o - - ' n '  k = 1.2,...”1?) 
1-1 

r 

; I i j k  = I i i  1 = « ' a - , . . . , m  

12 

gdzie: cij -— jednostkowe koszty produkcji j—tego produktu i 
i-tej fabryce, 

Dial: - jednostkowe koszty transportu j—tego produktu z 
i—tej fabryki do k—tej hurtowni, 

bak - zapotrzebowanie k-tej hurtowni na j—ty pro- 
dukt, 

fi j - zapotrzebowanie na surowiec na produkcję j—tego 
produktu w zl.-tej fabryce, 

ai — dolna moc produkcji w i—tej fabryce, 
“b1 - górna moc produkcji w i—tej fabryce, 
Xi;) - ilość jednostek j-tego produktu w i-tej fabry- 

ce! . 
xijk — ilość jednostek produktu j—tego przewożonego z 

i-tej fabryki do k—tej hurtowni. 

17) B. s. Wierchowski, w. J. Szibałow "Mnogcproduktowa 8. model- 
gg?-ani czi w uszczim resursom” w pra "Matic'mat czeskie 

d i pro lem rozmieszczenija pro zwodstwa", Izdatie - 
stwo onomiczieskoj litieratury. Moskwa 1963 s. 213. 
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Przy rozwiązywaniu powyższego _ zadania autorzy dokonując 
szeregu przekształceń doprowadzaja, zbudowany model do proble- 
mu transportowego i obliczają poszukiwane wartości ekstremal- 
ne znanym algorytmem transportostrymi,18 . w polskiej literaturze 
ekonomicznej budowane są również liniowe modele rozmieszcze- 
nia sił wytwórczych, których rozwiązań poszukuje się przy po- 
mocy zmodyfildowanyoh problemów transportowych]9 . 

Dokonywanie anonizy międzyregionalnej przy pomocy metody 
przepływów międzygałęziowych, a następnie poszukiwanie roz- 
wiazań" optymalnych modeli rozmieszczenia sił wytwórczych przy 
pomocy metod programowania liniowego jest niewątpliwie dużym ' 
osiągnięciem prac naukowych ostatnich lat. Niemniej jednak- 
nie można zapominać o niedostatkach kryj ;cych się w budowa- 
nych modelach. Wiadomo przecież, że zarÓWnc koszty produkcji 
jak i transportu, ogólnie rzecz biorąc, nie są funkcjami l i -  
niowymi, dlatego też formułowanie "szkieletu" rzeczywistości 
w formie liniowego modelu rozmieszczenia sił wytwórczych 
przedstawia badaną rzeczywistosc w sposob bardzo uproszczony-. 
Przy badaniu liniowych modeli rozmieszczenia sił wytwórczych, 
& także przy próbach budowania modeli nieliniowychao) zakła- 
da się, iż liczba zakładów produkcyjnych jest z góry zadana 
i niezmienna. Hie bada się czy tego samego zadania produkcyj— 
nego nie można by zrealizować niższym kosztem przy mniejszej 
lub większej liczbie zakładów produkcyjnych. Niezależnie od 
zauważonych "Uproszczeń" liniowych modeli rozmieszczenia sił 
wytwórczych w literaturze ekonomicznej nie zauważyliśmy badań 
nad dynamicznymi modelami rozmieszczenia sił wytwórczych w 
sensie budowania funkcji kryterium i warunków ograniczających-, 
a następnie poszukiwania wartości ekstremalnych. 

13) Por. z. Czerwiński op. cit. s. 17o. 
19) Por. np. H. Fiszel, E. Vielrose "Lokalizacja produkcji i 

koszty transportu", Ekonomista Nr 2 1962, s. 395410 oraz 
artykuły J'. Nykowskiego w "Ekonomiśoie" Nr 1 1965 i ,W. 
Szwaroa w "Przeglądzie statystycznym" Nr 1 1965 jak row- 
nież artykuł W. Szwarca w ”Zastosowaniach Matematyki" 17. 
VI z.2, 1962 M. Nieduszyński "Wieloetapowy model czyn- 
ności produkcyjnych i transportowych. Warszawa 1964 PWN. 

20) Por. artykuł J .W. Girsanowa i B.T. Pollaka w pracy "Pro- 
blem optimalnowo planircwanija i uprawnienija proizwod— 
stwa". Izdatielstwo Moskowskowo Uniwiersitieta 1062, s. 
161. 
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Biorąc pod uwagę wyżej sformułom wskazówki dotyczące 
problemu rozmieszczenia sił wytwórczych oraz_biorąo pod uwagę 
zauważone niedostatki w konstruowaniu modeli rozmieszcz enia 
sił wytwórczych, łatwiej będzie sformułować problem produk- 
cyj .no-transportowy nie zawierający wspomnianych usterek. 

Łatwiej będzie postawić cele badań naszego cząstkowego 
problemu należącego do teorii rozmieszczenia sił wytwórczych, 
gdyż jasno widzimy jego miejsce w ogólnej problematyce roz- 
mieszczenia sił wytwórczych. 

Stawiamy przed sobą dwa cole. 
1. Zbudować model produkcyjno—transportowym którym funk- 

c ja  kryterium będzie sumą nieliniowych funkcji kosztów 
produkcji :I. kosztów transportu. 

2. _Rozbudować metody programowania dynamic znegc do takie- 
go etapu, aby mo zna było przy ich pomocy rozwiązać 
sformułowany model produkcyjno-transportowy. 

Z przeprowadzonych rozważań wynika, że przed przystapie- 
niem do budowy dynamicznego modelu produkcyjno-transportowego 
musimy wyraznie sprecyzować cel badanego problemu w ramach 
perspektywicznego planu gospodarki narodowej. Pamiętać przy 
tym należy,” iż cel ten musi być uogólnieniem wyżej sformuło- 
wanyoh'celów. "seeem, że jeśli rozpatrujemy problem produk- 
cyjno-transportowy w całokształcie planu gospodarki narodo- 
wej, wówczas jego celem jest takie zaplanowanie produkcji i 
transportu, które zabezpieczy planowy wszechstronny rozwój 
gospodarki narodowej . Dlatego też w opracowaniu niniejszym bę- 
dziemy starali się znależć optymalne rozwiazanie momemu pro- 
dukcyjno—transportowego, który to problem wynika z założeń 
perspektywicznego planu gospodarki narodowej. Przy czym przez 
optymalizację problemu produkcyjno-transp ortowego będziemy ro- 
zumieli znalezienie odpowiedzi na pytania: 

Kiedy, gdzie, ile, czego produkować, tak aby zbuddwana 
funkcja kosztów produkcji i transportu osiągnęła minimum oraz 
były spełnione warunki (były zaspokojone potrzeby), wynikają- 
co  z planu gospodarki narodowej. 
Rozwijając pytania: kiedy, gdzie, ile, czego,]:lalezy wyjaśnić, 
że: 
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~ w pytaniu ”czego" zawarta jest myśl dotycząca rodzaju 
surowca oraz rodzaju produktu, 

— jesli pytamy "ile", wówczas chcemy dowiedzieć się jak 
wielka powinna być produkcja surowców oraz produktów, 

- w pytaniu ”gdzie” zawarta jest wsl dotycząca miejsca 
produkcji surowców i produktow występujących w badanym 
modelu, _ 

- formułując pytanie "kiedy" stwierdzamy tym amm, że 
rozpatrywany model jest dynamiczny. 

Przez dynamiczny model rozumiemy taki model, w którym wy— 
niki działalności gospodarczej w okresie poprzednim wpływają 
na działalność w okresie następm. 

Zadaniem naszym będzie więc -'- zgodnie z tytułem opracowa— 
nia - znalezienie odpowiedzi na pytanie: w którym okresie ile 
produkować i przewozić, tak aby zapewnić realizację planu cen- 
tralnego. 

2.2. Interpretacja ekonomiczna parametrów 
występujących w budowanym modelu 

Z rozważań przedstawionych w poprzednim podrozdziale 
wynika, że pewne elementy perspektywicznego planu rozwoju goa-' 
podarki narodowej potraktujenw jako wielkości dane, dzięki 
czemu będziemy mogli przystąpić do budowy dynamicznego modelu 
produkcyj rio-transportowego . 

Inaczej mówiąc z planu perspektywicznegc rozwoju gospo- 
darki narodowej zaczerpniemy szereg informacji dotyczących pa- 
rametrów wstępujących w budowanym modelu. 

Przypuśćmy więc, że ustalono plan gospodarki narodowej na 
{E okresów (np. 5 lat). 

Przypuśćmy dalej, iii.-w planie gospodarki narodowej usta- 
lono jak wielka powinna być produkcja produktów. 
Przyjmijmy oznaczenia: 

D1 — łączna ilość produktu 'I—go rodzaju wytworzone-gc w T 
okresach _ 

17:2 - łączna ilość prcduktu 2—go rodzaju wytworzonego w ED 
okresach 
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Dw — łączna ilość produktu w-tegO'rodzaju wytworzonego ' 
T okresach, 

Przyjmijmy, że 'w planie centralnym. planujemy wytworzenie 
'w omawianych T okresach.wytworzenie następującej ilości su— 
rowców21>=l ' . 

01 — łączna ilość surowca 1-gc rodzaju wytworzonego : T 
okresach 

02 — łączna ilość surowca 2-go rodzaju wytworzonego w T 
okresach 

c1 - łączna ilość'surowca l—tegc rodzaju wytworzonego w T 
okresach. 

2- 2-1 - 9.918213211115611. asm 91.}. Maya 
‘l rozważanych T okresach.miejsca. produkcji surowców 

i produktów można podzielić na dwie grupy. Do grupy pierwszej 
zaliczymy takie miejsca w'których już *w pierwszym.okresie 
badanych T okresów produkowane są, surowce bądż produkty. 
wynika stąd, że*w miejscach tych istnieją. możliwości konty- 
nuowania produkcji w następnych okresach - w drugim, trzecim 
itd. - ' w  ostatnim. 

Do drugiej grupy miejsc wytwarzania surowców' 1 produktów 
należą takie miejsca,'w których dzięki nakładom. inwestycyj- 
nym.w okresach poprzednich objętych planem.może być rozpoczę- 
ta i kontynuowana produkcja w okresach następnych. Problem 
polega więc na tym, że już na początku.pierwszego okresu 'ba- 
danych T 'okresów, wiemy gdzie można budować zakład produk- 
cyjny. Wiemy również jak wielkie nakłady inwestycyjna nalezy 
ponieść w danych miejscach, aby cykl produkcyjny mógł być roz- 
poczęty i kontynuowany. Zagadnienie wyboru odpowiednich miejsc 
produkcji jest właśnie myślą przewodnią niniejszego opracowa- 
nia. 

21) Zwrócić należy uwagę na to, że łączna ilość każdego z wy- 
twarzanych surowców składa się z 2 części: 
&) pierwsza część wynika z planu produkcji produktów - 

%śęść ta jest bowiem przeznaczona na produkcję produk- 
w 

b)  część druga produkcji każdego z surowców przeznaczona 
jest na cele nieprodukcyjne - eksport. ' 
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Iprowadżmy więc oznaczenia symbolizujące numery miejsc 
wytwarzania surowców i produktów; ' 
Niech r = 1,2,..., .k1 + 4 . . . . ,k  oznaczają numery miejsc 
wytwarzania surowo ' w poszczególnych okresach należących 
do rozpatrywania T okresów. . _ 
Przy tym wskaźniki r : 1,2....k4 oznaczać będą.miejsca, 'w 
których s-ty (s : 1,2,..J,1) surowiec jest produkowany już 
w pierwszym.okresie 1 jego produkcja. moze być w tych miej- 
scach kontynuowana w okresach następnych. 
'wskażniki r = k1 + i , . . . ,k są związane z takimi miejscami 
wytwarzania omawianych surowców, gdzie w'wyniku nakładów in— 

”westycyjnych w okresach poprzednich objętych planem, mogą'być 
wytwarzane surowce w okresach następnych. 

Analogicznie'wprowadzamy oznaczenia symbolizujące numery 
.miejsc wytwarzania produktów; 
Niech więc 1 : 1,2,...,m4, 111.1 + 1,...,m. oznaczają fnnmery 
miejsc wytwarzania produktów w poszczególnych okresach nale- 
żących do rozpatrywanych okresów. 
Wekażniki 1 = 1,2,...,m4 oznaczać będą miejsca, w' których 
już w pierwszym okresie produkowany jest p-ty (p = 1,2,...,w) 
produkt - produkcja p-tego produktu w wymienionych. miejscach 
może być kontynuowana w okresie 2-gim, trzecim itd. oraz w ' c -  
statnim. ' 
Wskaźniki 1 : m4 + 1, In,I + 2,...,m. związane -są z takimi 
miejscami wytwarzania produktów w odpowiednich okresach,gdzie 
w wyniku nakładów inwestycyjnych w okresach poprzednich obję- 
tych planem.mogą być wytwarzane produkty 'w okresach.następ— 
nych. 

Z przedstawionych rozważań.oraz z teorii rozmieszczenia 
sił wytwórczych wynika, ze w budowanym modelu nakłady inwe- 

22) 'W szczególnym.przypadku niektóre z miejsc wytwarzania sn- 
rowców mogą symbolizować kraj, z którego to surowce imp 
portujemy. Może się również zdarzyć, że z pewnego kraju 
importujemy produkty niezbędne do dalszej produkcji. W ' o -  
mawianym przypadku termin 'surowce" będzie pojęciem.sze— 
rokim. Przez "surowce" rozumieć _będziemy wszystkie te 
przedmioty, które importujemy W'celu zabezpieczenia rea— 
lizacji produkcji kra'owej. 
Przez koszty produkcj "surowców" importowanych rozumieć 
będziemy ich ceny. 
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-stycyjne w okresach poprzednich należących do badanego planu, 
zarówno w miejscach produkcji surowców jak i produktów powin- 
.ny uwzględniać: , 

1) nakłady inwestycyjne związane z budową nowych zakładów 
produkcyjnych, 

2) nakłady inwestycyjne związane z rozbudową istniejących 
zakładÓW'produkcyjnych, 

3) nakłady inwestycyjne związane z modernizacją środków 
produkcji, 

4) nakłady inwestycyjne związane z inwestycjami towarzy-. 
szącymi. ' 

2.2.2. Eielkości poszukiwane . 

'W budowanym modelu pierwszą grupę niewiadomych. będą 
stanowiły ilości wytwarzanych surowOÓW' oraz produktów. Drugą 
grupę niewiadomych.hędą stanowiły ilości przewożonych surowa 
ców z miejsc ich wytwarzania do miejsc produkcji oraz ilość 
przewożonych produktów z miejsc ich 'wytwarzania' do hurtow— 
n125). 

Ebszukiwaną ilość s—tege surowca W' okresie t w" r-tym 
miejscu wytwarzania oznaczymy przez: 

t xrs 
gdZ ie  t : 1 , 2 , . . Ę , T ,  S = 1 , 2 ' o - u ’ l ,  I' : 1 , 2 , g . . , k o  . 

Pbszukiwaną ilość p-tegc produktu w okresie 't 'w i—tym 
miejscu wytwarzania oznaczymy przez: 

t Yip 

gdzie t = 4 ,2, . . . ,T ,  p : 1,2....,w, i = 1,2... . ,m 
Poszukiwana ilość "przepływającego" s—tego surowca w ' o -  

kresie t z r-tego miejsca_wytwarzania do i-tej fabryki o- 
znaczymy przez: - 

25) Przez hurtowni rozumieć będziemy miejsce, w któ m ist— 
nieje zapotrze cwanie na wytworzone w i- m zakłedz e pro- 
dukcyjnym.prcduk . W szczególnym.przypad _ hurtownią mo- 
że byc mie sce wy warzenia surowców; %%śll tylko w tym 
mie scu is nieje'za otrzebowanie na wy arzane 'produkty. 
Hur ownię może ro eż symbolizować kraj, do ktorego eks- 
portujemy wytworzone produkty. 
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t 
Kari 

36218 t : [ i l e , - . . . w .  ' 3 ' = ' 4 ' 2 ' t i ł 1 ,  I" : q ' Ż ' l - u ' k '  i=1’2'I—y’m 

Poszukiwana iloś -"przepływającego" p—tego produktu w'o— 
kresie t z i—tego miejsca wytwarzania -do j-tej hurtowni o- 
znaczymy przez: 

Ye 
Yidp 

E d - B  t :  ą ' 2 . , I I I ' T ,  P = 1 ’ 2 ' I I I W ’  i = 1 ’ 2 ' l i i ' m ’  3 : 1  Z H U - i m  

2.2.3..Kbszty produkcjiKOraz koszty transportu 
_ _ — — — _ — — _ — — — — _ — — — — — — _ _ _ — _ _  

W budowanym modelu uwzględniamy miejsca 'w których już 
w pierwszym.okresie rozpatrywanych. T okresów istnieje cykl 
produkcyjny oraz takie miejsca, w których dzięki nakładom in— 
westycyjnym w okresach poprzednich objętych planem .może być 
rozpoczęty i kontynuowany cykl produkcyjny vv okresach nap 
stępnych, dlatego też  należy rozróżnić koszty produkcji dwo- 
jakiego rodzaju. 

W przypadku gdy w pewnych miejscach istnieją zakłady pro- 
dukcyjne, wówczas na koszty produkcji w tych miejscach złożą 
się: 

a) koszty stałe (względnie stałe) 
b)  koszty zmienne 
c )  nakłady inwestycyjne w okresach poprzednich objętych w 

planie, przeznaczone na rozbudowę zakładu.produkcyjne- 
go lub na modernizację środków produkcji. 

Jeśli w pewnych miejscach dzięki nakładom inwestycyjnym 
w okresach poprzednich objętych planem.możliwe jest rozpoczę- 
cie i kontynuowanie produkcji 'w okresach następnych objętych 
planem, wówczas w miejscach tych na koszty produkcji w okre- 
sach następnych złożą się: 

a) nakłady inwestycyjne w okresach poprzednich objętych 
planem.przeznaczone na budowę zakładu produkcyjnego 
oraz nakłady na inwestycje towarzyszące 

b )  koszty stałe oraz zmienne w tych okresach, w których 
cykl produkcyjny trwa. 

Ponieważ nie jest celem pracy przedstawianie szczegółowej 
analizy związanej z kosztami produkcji oraz rozważań na temat” 
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nakładów inwestycyjnych, dlatego też ograniczymy się do pode.— 
nie oznaczeń literowych przedstawiających koszty produkcji 
.surowców i produktów. 

Jeśli więc produkcja e—tego surowce w'r—tym.miejecu.w o- 
-krezie t ,  wynosi: 11:3} *wéwnzaa odpowiadające koszty pro- 
dukcji oznaczymy przez: 

t t 
gre (ZIPS) ' 

Jeśli produkcje p-tego produktu w i-tym.miejscu.w okresie 
t wynosi: YEP , wtedy odpowiadające koszty produkcji czna.- 
czeć będziemy przez: _ 

f i n  ( r i g ) .  

Jeśli chodzi o koszty treneportu,to w naszym modelu.koez— 
t3 te będą również funkcjami nieliniowymi.'w ten sposób model 
nasz będzie wierniej odzwierciedlał rzeczywistość,eniżeli.mo- 
dale, w'ktérych.funkcje kosztów transportu. są funkcjami l i -  
nicwymi. 

Tek więc.koezty "przepływu" e—tego surowce z r—tego-miej- 
eee uytwarzenia.w okresie t oznaczymy przez: . 

t t 
Srie (xix-s) 

gamie:  1 = q ' E Q U - n j m '  ? : 1 ' 2 " " ' . k '  b -= ' 1 5 ' 2 , : - - , T ,  E =? 

= 1 ’ 2 " " l l ‘ _ -  . ' 

Koszty "przepływu" p-tego produktu z i—tej fabryki do j— 
ted hurtowni w okresie t oznaczeć'będziemy przez: 

t t 
fii? (315?) 

gdzie: i = 1,2,”...111, j = 1,2,...,n, 't? : 'I.,2-,...,T, P =” 
= 1,2,.. . ,W. 

He podstawie=badeń dotyczących. funkcji kosztóc produkcji 
i kosztów transportu zakładamy, że funkcje występujące w ne- 
szym.modelu są ciągłe i różniczkowalne w'przedziałech ich o- 
kreśloności oraz, że pierweze ich pochodne są dodatnie, dru— 
gie pochodne są ujemne. 
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2.2.4. Moce produkcyjne w badanych miejscach 

Bauera _SEEŁÓYŁ area 32111151351: 
Przez moc produkcyjną badanego miejsca wytwarzania sur 

rowoów lub produktów rozumieć będziemy ilość produkcji o o- 
kreślonej strukturze asortymentowej i ustalonym zakresie ko- 
operacji, którą można uzyskać w danym okresie-przy pełnym wy— 
_kcrzystanin wszystkich czynników występujących 'w optymalnych 
warunkach techniczno-ekonomicznych . 

W badanym modelu wyżej sformułowana definicja będzie do- 
tyczyła górnej mocy produkcyjnej. Górna moc produkcyjna lub 
górne ograniczenie produkcji będzie więc symbolizowała wiel- 
kość produkcji, której realizacja jest możliwa wkażdym z roz— 
patrywanych miejsc wytwarzania surowców oraz produktów. 

Z perspektywicznego planu rozwoju gospodarki narodowej 
wynika, że w każdym z badanych miejsc wytwarzania surowców 0-- 
raz produktów, wielkość produkcji nie może być mniejsza od 
z góry zadanej liczby, która to liczba jest zdeterminowana 
przez czynniki wynikające z socjalistycznych ogólnospołecznych 
Stosunków. 

Z tych też powodów w rozważaniach naszych wystąpi pojęcie 
dolnego ograniczenia produkcji, które to pojęcie będzie sym— 
bolizowało najmniejszą dopuszczalna wielkość produkcji .W'da— 
nym miejscu. 

Wykorzystując powyższe uwagi wprowadżmy oznaczenia: 

1; r : 1 ,2 , . . . , k  dolne ograniczenie produkcji w 
ars , gdzie 3 = 1,2, . . .,L r—tym miejscu wytwarzania s—tego 

' __ surowca w okresie t. t _ 1 ,2, . . . ,T 

t _ r = 4’2“"‘1‘ górna moc produkcyjna w r-tym. 
”br-s- , gdzie z : 1,2...„11 miejscu wytwarzania _s-tego su- 

' . _' rowca w ola-ssie t. t _ 1 ,2 , . . . ,T  

. i = 'I,-2,...,m dolne ograniczenie produkcji w 
i , gdzie.- p = 1,2,. . . ,W i-tym miejscu wytwarzania p-tego. 
P produktu w okresie t. 

t = 1 ’ 2 ’  I i u , T  

'24) Por. "Eronomika przedsiębiorstwa przemysłowego", Warszawa 
1965 PWE, s. 119. 
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t i : 1.2”...111 górna moc produkcyjna w 1-173!!! 
di ' gdzie P = 1.2,...,w 1111333611 wytwarzaniap-tego pro- 

p t 1,2, T duktu w okresie t. 
. .  . ,  

2- 2 - 5- Engneaaweaiż .99.. 3132103 3333233050t 
Oczywista jest rzeczą, że jeśli w i-tym zakładzie wy- 

tWarzany jest p-_-ty produkt w okresie t ,  wówczas na produkcję 
tegoż p—tego produktu potrzebne są określone ilości różnych 
surowców. Powyższy fakt zapiszmy w postaci: 

KEEP = A23p YEP 

- wielkość produkcji p—tego produktu w i-tej fa- 
. bryce w t—tym okresie 

KEEP - zapotrzebowanie i-tej fabryki na s-ty surowiec 
w okresie t w celu wyprodukowania p-tego pro- 
duktu w ilości: IĘP 

— współczynnik techniczny produkcji. 

. - . t gdzie. Yip 

ALP 
Z teorii przepływów międzygałęziowych wiadomo, że Współ- 

czynnik techniczny produkcji mówi nam ile potrzeba e-tego su- 
rowca w i—tej fabryce w okresie t na wyprodukowanie jednost— 
ki p-tego produktu. 

Z powyższych wyjaśnień wynika, że łączne zapotrzebowanie ' 
i-tej fabryki na s—ty surowiec w celu wyprodukowania "w" pro- 
duktów można wyrazić funkcją: 

" '  

_ t __ t t. 
Zis " ;Aiep Yip 

Dla potrzeb budowanego modelu wprowadżmy pojęcie "śred- 
niego " współczynnika technicznego produkcji. Niech więc wyra- 
żenie: 

11: T 1: 

sp m 

mówi nam ile surowca s-tego rodzaju potrzeba ”średnio" na wy- 
tworzenie jednostki produkcji p—tego rodzaju. 



Sformułowanie problemu 2? 

Jeśli więc zechcemy wytworzyć produkt p—tego rodzaju W' i -  
łości DP' w takim.razie średnie zapotrzebowanie na surowiec 
s—tego rodzaju wyniesie: Aap DP. 
Z powyższego wynika, ze zapotrzebowanie na surowiec s-tegc 
rodzaju w celu.wyprodukowania "w" produktów 'wyrazi się wzo- 
rem: ' 

Ponieważ w modelu.przyjmujemy, że wielkościami danymi są. 
DP"ASP' 'w takim razie wielkości Qs dla s = 1,2,...1, są 
wielkościami danymi określonymi wyżej sformułowanym wzorem. 

W budowanym modelu.wprowadzimy zmienną P3P - symbolizuy 
jącą zapotrzebowanie j-tej hurtowni na p-ty produkt 'w okre— 
-sie t .  
Ponadto przyjmijmy, że 

, B Pt 4 „Be 
3p Ś dn 313 

' _ . t  gdzie. 'i ~ delne ograniczenie zapotrzebowania na p—ty pro- 
dukt w j—tej hurtowni w okresie t 

”BEP ~ górne ograniczenie zapotrzebowania na p-ty pro- 
dukt w j-tej hurtowni w okresie t. 

2.3. Zestawienie parametrów występujących.w'budowanym modelu 

W celu przejrzystego przedstawienia dróg prowadzących do 
zbudowania dynamicznego modelu produkcyjno—transportowego,po- 
każemy obecnie w syntetycznej postaci parametry opisane w po— 
przednim podrozdziale. 

Jak pamiętamy problem produkcyjno-transportowy rozpatry— 
wać będziemy W” t kolejnych okresach (t : 4,2,. . . ,T).  Numery 
miejsc produkcji surowców i produktów, numery hurtowni oraz 
numery surowców i produktów - zgodnie z wprowadzonymi uprzed- 
nio wyjaśnieniami — oznaczać będziemy następująco: 
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(2.3.1.) r : 1,2,...,ką, ką + 1, . . . ,k.-  numery .miejso wytwar 
rzenia surowców 

(2.5.2.) 3 = 1,2,...,1 - numery poszczególnych 'rodzaJÓW'sup 
rowców produkowanych w kazdym.z roz- 
patrywanych miejsc ich wytwarzania w 
każdym okresie t = 1,2,.. . .T 

(2.3.5.) i = 1,2,...,m4, m4 + 1,...,m - numery- miejse wytwa» 
rzania.produktow 

(2.3.4.) p = 1,2.....W'- numery poszczególnych produktów wy- 
twarzanych.W'każdym.z rozpatrywanych 
zakładów, w każdym okresie t='l,2,...,'.l' 

(2.3.5.) 3 = 1,2,....n — numery hurtowni W'któryoh istnieje 
zapotrzebowanie na.wytwarzane pro— 
dukty w'badanyoh ekreeaoh26) 

Wprowadzmy cbeonie oznaczenia na ilości produkowanych i 
przewożonych surowców i produktów 

(2.5.6.) Kis - ilość s—tego eurowoa produkowanego w 
r-tym.miejsou w okresie t. 

(2.5.7.).‘1:Bri — ilość s—tego surowca przewożonego z 
r—tego miejsca do i—tej fabryki w o- 

. - kresie t. 
(2.5.8.) igi - ilość p—tego produktu wytwarzanego 

. w i—tej fabryce w okresie t.  
-(2.5,9.) 2315 - ilość p-tego produktu przewożonego 

z :].-tej fabryki ”do j—tej hurtowni 
w okresie t .  

Produkcja-w każdej fabryce, w każdym mmiejsou wytwarzania 
surowców i w każdym podokreaie jest ograniczona przez dolną 
i górną moc produkcyjną. 

25) Zgodnie z wyjaśnieniami poprzedniego podrozdziału, miej- 
scami produkcji surowców może być kraq, z którego te sup- 
rowe e importujemy . 
W szczególnym przypadku przez hurtownię rozumieć będziemy 
kraj, do którego ekoportujemy wyprodukowane produkty o- 
kreślone w (2.3.4.) .  Jeśli w miejscu wytwarzania surowców 
istnieje zapotrzebowanie na produkty (2.3.4.), wówczas 
przez hurtownie rozumieć będziemy to miejsce. 

26 ) 
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(2.5.101) aga 

(2.3.11.) his 

. . % 
. ( 2 - 5 i 1 2 1 )  O b i  

(.?-5.13.) agi. 

(2.3.44.) aga 

tp (25.15.) 95. $ tips. at 

(2. 3. 16. ) Z i s :  

t . t ~*~—' xrs € bra 

1P 

;Aiep Tip 

dolne ograniczenie mocy produk— 
cyjnej w.r—tym miejseu.wytwarza— 
nia s—tego surowca w okresie t. 
górna mac produkcyjna w r—tym 
miejscu wytwarzania s-tego surowh 
ca w okresie t .  
dolne ograniczenie mocy produk— 
cyjnej w i—tym.miejsou wytwarza- 
nia p-tego produktu wrokresie t .  
górna moc produkcyjna w i-tym. 

”miejscu wytwarzania p-tego pro- 
duktu w okresie t .  
ograniczenie mocy produkcyjnej s- 
tego surowca w okresie 1: w r-tym 
miejscu, 

- ograniczenie mocy produkcyjnej p— 
tego produktu w okresie t w i—tym 
miejscu. 
- zapotrzebowanie i-tej fabryki 
na s—ty surowiec w celu wyprodu- 
kowania "w" produktów. ' 

Z warunku.(2.5.45) oraz z budowy funkcji (2.3.16) wynika o— 
graniczoność funkcji Zie 

(2.5.47.) a; a z; e 

27) Rzeczywiście, jeśliś 

wtedy 

-ceyli 

postaci: 
27) „Abs 

t t “ ( I  p i ' ś d p  

t t t 
A13p Ici '” i.sp Yip" Aisp dip 

" t 
L105 isp cip g ;AżspYip g :Aztlisp dip 

Gdy przyjmiemy, że: 

oras-gay 

!- 
'wtedy otrsymujemy (2.5.1?). 

i Aisp 
3:1 

t 
Aisp 

t _ : t clp _ AEP 

# n t 
dip = Asp' 
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(”2.5.,1's..) ”33.713 4 pgpś ” n  - zapotrzebowanie :i—teii hurtowni 
f na p-ty produkt W'okresie t. 

ŻPlanista centralny biorąc pod uwagę moce produkcyjne w 
badanych miejscach wytwarzania surowców i 'w 'badanych miej- 
scach wytwarzania produktów oraz biorąc pod uwagę zapotrzebo— 
'wania każdej fabryki na surowce i każdej hurtowni na produkty 
ustala — łączną wielkość produkcji surowców i produktów 'we 
wszystkich badanych okresach, dlatego też uprowadzimy oznacze— 
nia: 

(2.5.18.) GB — łączna produkcja s-tego surowca wytwarzanego 
we wszystkich'badanyoh okresach. 

(2.5.49.) Dp — łączna produkcja_p-tego produktu wytwarzane— 
go we wszystkich'badanych okresach. 

.Z produkcją i transportem zarówno surowców jak i produk- 
tów związane są koszty28 . 

(2.5.20.) 6:5 (2:5) - funkcja kosztów produkcji s—tego su- 
rowca w r—tym miejscu wytwarzania 'w 
okresie t.  

(2.5.2'h) 3155235. (Igła) - koszty transpc s-tego surowca z 
r-tego miejsca wytwarzania. do i—tej 
fabryki w podokresie t .  

(2.5.22.) zgi (rg-i) - koszty produkcji p-tego produktu z 
zl.-tej fabryki do j—tej hurtowniwpod- 

. okresie t. 
(2.5.25.) fĘJP (YĘJP) - koszty transportu p-tego produktu z 

i—tej fabryki 'do j-tej hurtowni wpod- 
okresie' tag). 

28) 'W problemach lokalizacyjnych'bada się minimalizację pro— 
dukcji i obrotu z uwzględnieniem siły roboczej. Uwzględ- 
niając zagadnienie siły roboczej w decyzjach lokalizacyj— 
nych bierzemy pod uwagę koszty jej przesunięcia. Na kosz- 
ty przesunięcia siły roboczej składają się: koszty budowa 
nictwa mieszkaniowego i socjalno—kulturalnego związane z 
uzyskaniem.siły roboczej W' miejscu lokalizacji zakładu 
(por. E. Minc "Ekonomia polityczna socjalizmu” Warszawa 
1965 PWE 3.215). W naszych badaniach koszty związane 
z siłą roboczą włączamy do kosztów produkcji. 

29) Zakładamy, że funkcje wyrażone przez (2.5.20) -' (2.5.25) 
są funkcjami wypukłymi. 
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2.4. Budowa funkcji kryterium oraz warunków ograniczających 
dynamicznego modelu produkcyjno—transportowego 

W badanym modelu produkcyj no-transportowym minimalizować 
będziemy łączne koszty produkcji i transportu przy zadanych 
z gory warunkach. Jeśli więc weźmiemy pod uwagę oznaczenia 
zawarte we wzorach (2.3.1.) - (255.23.), wówczas łączne kosz- 
ty produkcji i transportu będą miały postać: 

c2 4 1 › ZZZEE. (KE.) + Z Z Z Z  gi. (Xi;-LJ + r-rI 3-1 M :=: r=1 I:! r-I 

" ' Ż  Z ź  f p i w  pi) + i i i i  fij]; (YĘjp) 
par! i=1 r-J p=1 1'21 j=1 r=1 

Minimum formy (2.4.1) poszukiwać będziemy przy następujących 
warunkach: 

(2. 4.2. J : X r i s _  = XĘB - przepływ s—tego surowca z r—te— 
go miejsca wytwarzania do m - 
fabryk w okresie "I: jest równy 
wielkości produkcji tegoż su- 
rowca w r-tym miejscu w okre- 
sie t.  

(2.4.3.) 6:34. I.:-'s $133.3 - ograniczenie mocy produkcyjnej 
s—tego surowca w r—tym miejscu 
w okresie t .  

(2.4.4.) £2313 = Zis - przepływ s-tego surowca .z k - 
r-I miejsc wytwarzania do i—tej' fa— 

bryki w okresie t, jest równy 
zapotrzebowaniu :].—tej fabryki 
na s—ty surowiec w okresie _t. 

(2  45.} 'Als ś ZĘS Ś'ŁĘB — ograniczenie zapotrzebowania 
i-tej fabryki na s-ty surowiec 

:: w okresie t.  
(2.4.5. ) ?: rĘjp = IEF - przepływ p-teso produktu z i-tej 

Jr.-1 fabryki do n — hurtowni jest 
równy wielkości produkcji tegoż. 
produktu w i—tej fabryce w ola-e— 
sie t .  
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(2.4.7.) GĘP ś., YĘP ś dip - ograniczenie mocy produkcyjnej 

' p-tego produktu.w' i-tej fabryce 
w okresie t .  

(2. 4. a . )  ; Iii-JP = 'n? - przepływ p-tego produktu z n - 
' fabryk. do j—tej hurtowni jest 

równy zapotrzebowaniu j-tej hur- 
' towni na p-ty produkt w okre- 

sie t .  

(2 4- 9 J " n  Pjp $"Btp - ograniczenie zapotrzebowanie j- 
tej hurtowni na p-ty produkt 'w 
okresie t .  

Centralny organ planujący biorąc pod uwagę moce produkp 
cyjne zakładów wytwarzających produkty oraz biorąc pod uwagę 
zapotrzebowanie na produkty uetala,że łączna produkcje p—tego 
produktu w T okresach, w m - fabrykach winna być równa DP 
gdzie p : 1 ,2 , . . . ,w ,  czyli: - 

r: T 
( 2 ‘ 4 ' 1 0 ' )  Z E Y E ?  : BP, p = 1 , 2 , . . . , W  

Centralny organ planujący uetalając wielkość łącznej pro- 
dukcji p—tego produktu mnei jednocześnie ustalić wielkość 
łącznej produkcji e—tego eurowca niezbędną do wyprodukowa— 
nia planowanych ilości produktów; Niech więc łączne. produk- 
c ja  s-tego surowca wynosi GB, czyli: 

k” T 

.r=1 (=1 

gdzie 
R' 

CE : ZASP DP 

P=] 

(2.4.12.) 31135; o, zbig; ; o ,  1:51,;- 0,213!) ; o 

“W podsumowaniu przedstawionych-w niniejszym. podrozdziale 
oznaczeń, należy stwierdzić, że: 



a) 

'D) 

6) 
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przez dynamiczny model produkcyjno—transportowy rozo» 
mieć będziemy związki wyrażone wzorami (2.4.1)-(2.4.’l2) 
przez funkcję kryterium w zbudowanym.modelu rozumieć 
będziemy funkcję wyrażoną wzorem (2.4.1). 
Łatwo widzieć, ze funkcja kryterium przedstawia łączne 
koszty produkcji i transportu surowców oraz produktów 
przez'warunki ogranicząjące badanego modelu rozumieć 
będziemy związki wyrażone wzorami (2.4.2) - (2.4.12) 
przez rozwiązanie modelu (2.4.1) - (2.4.12) rozumieć 
będziemy znalezienie składowych'wektorćwe . 

(xi: (.;; ) (03) (a. 
które minimalizują formę (2.4.4) i jednocześnie apel:— 

2.5. Nieeprzeczność modelu 

Przed przystąpieniem do poszukiwania algorytmu dającego 
optymalne rozwiązanie badanego modelu zastanówmy się nad pro- 
blemem.nieeprzeczności rozważanego modelu. 

Ogólnie rzecz biorąc przez model niesprzeczny rozumiemy 
taki model, w którym wnioski wynikające z przyjętego układu 
warunków ograniczających są nieeprzeczne. 

Tak więc dla zbadania niesprzeczności badanego modelu na- 
leży wziąć pod uwagę wnioski wynikające z warunków (2.4.2) - 
(2.4.12). 

Zwróćmy najpierw uwagę na warunki: 

t t It t firm“ = Yip ; 13p = Pap 
J u l  

Z powyższych związków łatwo widać, że: 

[ f i r m  1:23”, P=1,2-,.. . ,w 
j.1 j.1 r.: :=! fa! 

źżźa. £2: 
iel ful fal 
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czyli 

z: 2' t .T t 

(2-5.1) ; ĘYiP : :1 ; Pj p ="1':21----3W 

Jeśli weźmiemy obecnie pod 'uwagę. ograniczenia-: 

'l: t 'b r t‘ Ś.. 1: 41:15 
39 Pan B JP 

wówczas łatwo otrzymamy : 
. a: :' t 2: r t In T' ‘b 

(35,2) gm = ; 201? $.. ; grip é ; . ;dip : Q,]? 

15: = 1 ,2 , . . . ,w 
gdzie: Q11: - anna dolnych ograniczeń produkcji p—tego pro-duk- 

tu w m -- zakładach, w T - okresach 
Q'lP - suma górnych ograniczeń produkcji p—tego pro-duk— 

tu w m - zakładach, w T - okresach 

:' T r _ 
_ (2.5.5?q = ŻE:??? Ś 7222n € Ż Z??? = Qgp 

J=J #81 Ja! t=1 3-31- {=1 

P = 'Man-'u'” 
”,gdzie: gap - suma dolnych ograniczeń zapotrzebowania na p—ty 

predukt :: n - hurtovmiach, :: T - okresach 
Qap - suma górnych ograniczeń zapotrzebowania na 13-153 

produkt w I1 - hurtowniach, :: T - okresach. 
Gdy uwzględnimy (2.5.2) oraz (2.5.5) :: (2.5.1), wówczas 

otrzymamy: 

11: T .. 
max (q: da?) 5: z z  YĘP'Ś min (q: Qa?) 

1-1 !=! 

Ponieważ jednak 

.? tr _ 

więc: 

(2.5.4) ma: («1,113, ”9213) 4 DP < min (q, Q'ZPJ' p = 1,2...„11: 
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Wniosek 

Centralny organ planujący ustalając wielkość produkcji 
p—tego produktu w m - zakładach, w T — okresach, winien pa- '- 
miętać aby wielkość ta Spełniała nierówność (2. 5.4) - w prze- 
ciwnym bowiem przypadku model będzie sprzeczny. 

Innymi słowy mówiąc, wielkość planowanej produkcji p-tego 
produktu z jednej strony musi być nie mniejsza od maxflg,l p,q2p\, 
czyli nie mniejsza od większej z 2 liczb, z których pierwsza: 
q'lp - przedstawia sumę dolnych ograniczeń produkcji p-tego ro- 
dzaju, druga: 92p - przedstawia sumę dolnych ograniczeń zapo- 
trzebowania na p—ty produkt. 

Z drugiej strony planowana produkcja musi być nie większa 
od min (Q11, 'Q2p ) ,  czyli nie większa od 2 liczb Q,!p, Q2p' któ- 
rych interpretację podano wyżej. 

Weźmy obecnie pod uwagę warunki: 
1: 

”I: ”b 17 _ '13 
„tlx:-is : xrs ' J;xria "" zis 

Łatwo widzieć, że: 

itixfiw źe. 
r-l z-rIr :=! !=: 

r 
‘b' 

ź ż i f :  x”r is " Ż  Z Zis” 
raj 1:1 f-I 1-1 f I1 

czyli 

t ”' r 1: (2-5-5) ifs, = 222 z 
r:: tw.! I'll I'll 

Jezeli weźmiemy pod uwagę ograniczenia 

”b I t  ‘5 - n t  am śx r  B e r g e ,  A 3 4 2 1  S ś  A13 
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wówczas łatwo otrzymamy: 
? x k r 

t t t a (2.5-..6) a; = 2 Z ars c=. Z E zma Z 2 ars = Q:» 
r=1 :=: r-z m r=1 c=: 

B : ' 1 ' 2 5 1 1 1 ' 1  

_gdsiea o; - suma dolnych ograniczeń produkcji .— s-tegc surowca 
w k - miejscach wytwarzania. oraz w '1' - okresach 

Q,; - suma górnych cganiczeń produkcji s-tego surowca 
w k - miejscach, w T - okresach 

a= źź'nsżźza<żźa=c 
' i 'd f. !  I: fis-1 :=] I"!!! ' 

S = 1 , 2 , 0 - 0 ' 1  

gdzie-z (J43- suma dolnych ograniczeń zapotrzebowania na s-ty 
surowiec w m - fabrykach, w T - okresach 

Qi - suma górnych ograniczeń zapotrzebowania na s—ty 
surowiec w m — fabrykach, w T - okresach. 

Jeśli uwzględnimy (2.5.6) oraz (2.5.7) v: (2.5.5), wówczas o- 
trzymamy: 

_ k . max (aż: ąż) ŚZŻXEB< min (93' Q:) ”5 =.1,2,......1 
P=! fl.! 

Ponieważ jednak: 

. 2' t 
xrs : cs" 

I"!  fr!- 

Więc: 

(2.5.8) max (ąż, qi) a cS :: min (Q3. of,) a = 4,2...„1. 

Wniosek 

Centralny organ planujący ustalając wielkość produkcji 
p-tego produktu w m - zakładach, w {I} - okresach :Ł jednocześ- 
nie ustalając wielkość produkcji s—tego surowca w k - miej- 
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scach, w 'T  - okresach winien pamiętać, aby wielkości te speł- 
niały Odpowiednio nierówności: (2.5.4) i (2.5.8),gdyz w prze- 
ciwnym wypadku.model będzie Sprzeczny. 

Z powyższych rozważań.łatwc wnioskujemy, ze szczegółowa 
analiza warunków niesprzeczności modelu, odgrywa decydujące 
znaczenie w praktycznym zastosowaniu'zbudowanego modelu. 

Centralny organ.p1anujący przed. ewentualnym. zastosowap 
niem w praktycznej działalności opisanego w naBĘęPHSBh roz- 
działach algorytmu, musi wiedzieć, czy planowane wielkości 
produkcji produktów oraz produkcji surowców spełniają nierówh 
-nośoi (2.5.4) 1 (2.5.8). 

Jeśli w wyniku.prostych wyliczeń.ograniczeń. mocy produk— 
cyjnych produkcji produktów i surowców oraz wyliczeń ograni- 
czeń zapotrzebowania na produkty i surowce okaże się, ze za- 
planowana wielkość produkcji jest możliwa do zrealizowania 
(tzn. nierówności (2.5.4) i (2.5.8) nie są sprzeczne) wówczas 
mozemy postawić przed sobą pytania: 

- kiedy, gdzie, ile, czego produkować 
- kiedy, skąd, dokad, ile, czego przewozić , 

tak, aby łączne koszty produkcji i transportu 'były najmniej- 
sze Oraz aby'były spełnione warunki ograniczające (2.4.2) - 
(2.4.12). 

Jeśliby jednak okazało się, że-ustalona przez centralny 
organ.planujacy wielkość produkcji produktów lub surowców nie 
spełniała warunków niesprzeczności modelu, 'wówczas należało- 
by, albo zmniejszyć planowana produkcję produktów lub surowb 
ców,'bądż  też rozpatrzyć mozliwość zwiększenia .mocy produk- 
cyjnych w planowanym okresie poprzez nakłady inwestycyjne na 
rozbudowę istniejących zakładów produkcyjnych, bądź na budowę 
nowych miejsc produkcji. 

Zarówno w pierwszym jak i drugim wypadku dcpiero po zwe— 
ryfikowaniu modelu, należałóby stosować Opisany w następnych 
rozdziałach algorytm odpowiadający zbudowanemu nieaprzecznemu 
modelowi produkcyjnc-transportowemu. ' 
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5. ROZWIĄZANIE DYNAMICZNEGO MDDEIB'PRODUKCIENU—TRANSPORTOWEGO 

Modelcwe przedstawienie problemów produkcyjno-transporto- 
wychj) w polskiej literaturze ekonomicznej zapoczątkował .M. 
Fiezel i E. Vielrose w znanym artykule zamieszczonym w 1962 r .  
'w ”Ekonomiście"2). Artykuł ten zwrócił uwagę wielu ekonomi— 
stów i matematyków na ważne nierozwiązana zagadnienie, mające 
zasadnicze znaczenie w działalności gospodarczej i - jak się 
wydaje ~ dlatego wywołał ożywioną dyskusję5 . Również i w 
moich poprzednich.badaniach myśli M. Fiszla i E. Vielrosego 
były bodźcem do poszukiwań. W wyniku tych badań powstała pra- 
ca: "Zastosowania metod matematycznych do problemu lokalizar 

_ c j i  produkcji"4). 
W'wymienionej pracy przy pomocy programowania dynamiczne— 

go rozwiązany został problem lokalizacji produkcji jednorod- 
nego produktu, bez uwzględnienia czynnika czasu. Obecnie róze 
nież wykorzystamy podstawowe idee programowania dynamicznego 
'w celu znalezienia rozwiązania zagadnienia postawionego w po— 
przednim rozdziale. 

Dla skupienia uwagi przypominamy, że przez rozwiązanie 
modelu produkcyjno-transportowego rozumieć będziemy oblicze- 
nie minimum formy: 

I: m I T 

(5 '0” )  Zżźq r a  (xta) "' W E E / Z :  9:15 (1:13) "' 
na 3-1 r-z r : ]  s 1 r = 1  

ŻŻŻfĘp ŻŻŻ  Ż f  .,. (I ) fi i 
1'=1 p - I r  (=1 J's-:1 p a r t - 1  jp JP 

1) Przez modelowe przedstawienie preblemów produkcyjno-trans— 
portowych - jak wynika. z rozważań drugiego rozdziału.- 
rozumiemy zbudowanie funkcji tryterium uwzględniającej kosz- 
ty produkcji oraz transportu i obliczenie wartości ekstre- 
malnych tej  funkcji, które to wartości muszą spełniać zbup 
dowane warunki uboczne. 

2)1M. Fiszel, E. Vielrose "Lokalizacja produkcji i. .koszty 
transportu" Ekonamista nr 2 ”962 s. 399-410. 

3) Dla przykładu można zwrócić uwagę na artykuł J. Nykowskie- 
4) go w "Ekonomiście" Nr 1 1965. 

L. Cendrowski "Zastosowanie metod matematycznych do pro- 
blemu lokalizacji produkcji” - praca zakupiona przez KPZK 
Polskiej Akademii Hank. 



*) 

wprowadzamy 

Rozwiązanie modelu 59 

przy warunkach: 

5)" 
( 3 - 0 - 2 )  Ż q i s  : XĘS r : 1 , 2 . . . . , k ,  S = 1 , 2 1 1 0 ' 0 ' 1  

-1 

( 3 . 0 - 3 )  Ś XĘS . t =. 1 , - 2 . , . - - , T -  

. 8*) _ 
( 3 .  O .  4') ź x r i s  = 2 1 1  = 1 , 2 ’ o . - . , m ,  8 = l l , 2 . . - . . , _ l  

re! 

(3.0.5) ”Ais & 225 ś ” t =.- 1,2,..._,:n 

'” t t 
( 5 . 0 . 6 )  E r i - d p  _ T i p  1- : q , 2 , - . n o ' m ,  P "=- 1 , 2 , . . . , W  

f=1 
(3.0.7) CEP < $ip ś. dip t = 1,2,...,m 

(3 .  0.8) Ś r i - j p  = Ftp a = 1 . 2 , . . . . n ,  P = 1 , 2 . , . . . , W  

(3.0.9) fał, ś P3P ś "n t = 1,2...„m 

m 1' ‘I: . 
(3 IOI1O) ; :  Yip = DP P = 1 , 2 . . o - g . ”  

-1 raz 

I. t 
(300.11)  Ż E 3 - CB 3 = 1 , 2 , . . . , 1  

rui tn! 

(3.0.12) X‘s...- o, Xue-> o, rip; o, If”; O) 5; 7,0 

“(30445) Z punktu widzenia formalnego warunki (5. 0.2) _ (5. 0. 6) 
. .  ) można. by pominąć, jednak 'wyżej wepomni e oznaczeń a 

dla przejrzystego przedstawienia pozostałych 
warunków ograniczających oraz dla jaśniejszego przedsta— 
wienia modyfikacji tychże warunków, które to modyfikacja 
będzie niezbędna w dalezych'badaniach. 

ZZZ {A 
PM 

... v3; 

nfl5608) 
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3.1. Oznaczenia ppmocniczc 

Minimum formy (5.0.4) przy warunkach (3.0.2) --(2.o.12) 
będziemy poszukiwali metodą programowania dynamicznego. 

Przy rozwiązywaniu dowolnego zadania metodą programowania 
dynamicznego rozróżniam dwa etapy. W etapie pierwszym poszu- 
kujemy ciągu równań funkcyjnych, w etapie drugim dokonujemy 
adaptacji wyprowadzonych równań. funkcyjnych do obliczeń nume— 
rycznych. W każdym z wymienionych etapów należy wprowadzić 
szereg nowych oznaczeń pomocniczych. Przy wyprowadzania cią- 
gu równań funkcyjnych korzystać będziemy z następujących ozna- 
czeń. pomocniczych: 

R :  4.2.1.1.,15, n :  1 , 2 ' c - e g m  

N ' :  1 , 2 , . . . , 1 1 ,  8 : 4 , 2 ' 0 0 e ' T  

Niech ponadto, łączna produkcja s—tego surowca w B - miej— 
scach wytwarzania :: S - okresach wyraża się Wzorem: 

(3.1.1) nie = ŻŻXĘB 
1'81 f : ]  

66.213: R = 1 ' 2 ’ I l l j k ’  S , :  4 , 2 , « c 1 0 1 T  d la  każdegn B== 1 , 2 , c c n g l i  

Oznaczmy przewóz s-tego surowca z R miejsc do M fabryk w S 
- okresach przez: 

(5.1.2) “Sm: i i i  xgis ' 
r-J 1-1 t-I 

gdzie: R = 1,2...„k; :: = 1,2...„m; 8 = 1,2,....,T dla kazde- 
go 8 = 1,2,..., l . 

Przyjmijmy, że łączna produkcja p—tego produktu w M febry-7 
kach w S okresach wyraża się wzorem: 

1'! | _ „ (3.1.5) _ vfip— ź : 
!=  I'll 

5-6218: M = ”1,2...„111, S = l!!,-Z,:nn-nrjgl." 618 każdego p=1„2,_occ,WQ 
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. Niech przewóz p-tego produktu z M. - fabryk do N - hurtowni 
w S - okresach wyrażony będzie wzoremr 

(3.4.1?) - ' ' = ź ź ź I i jp  
f=1 J=1 r :  

Korzystając z oznaczeń (5.1.1) - (3.1.4) _ wprowadzimy do roz—- 
wazań wektory-: 

(3.1.5) T138 = (U21: Us. " " '  Ułan) 

(3.4.6) 5%... = (”ŚW—' ”gniew" mgla) 

vs.. (... ...... a.) 
(5.4.3) Vim, = (V&W “fawn" hsm) 
Wprowadzmy wreszcie zasadnicze dla dalszych rozważań oznacze— 
nie. Otóz jeśli formę (5.0.1) cznaczymy przez «24.223.159, 
wówczas przyjmijmy, ze: 

( 3 0 4 1 9 )  FEE figs! fism! św! ŚW? = min G (X.]: X2, Y,]. Ia) 

' o _ T _ ... 85219. x 1 =  = ( x 1 1 Q I - C ' x k g '  x 2  -- (x : .q lQO-I 'XT m l )  

I1 T - 
Y1 : I 1 1 ' 1 - o ' I  i n , )  M < 1 1 1 , . . . ' Y  w) 

w badaniach, które nizej przedstawimy (5.4.9) oznaczać będzie: 
- minimalne koszty produkcji 1 - surowców 11: R - miejscach 

ich wytwarzania w S - okresach, 
- minimalne koszty transportu 1 - surowców z R - miejsc 

ich wytwarzania do M - fabryk w S - okresach, 
- minimalne koszty produkc w - produktów w M - fabry- 

kach w S - okresach, 
— minimalne koszty transportu 1: ~ produktów z H - fabryk 
' 'do H - miejsc zbytu w S okresach. 
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Na to, aby znaleźć ciąg równań funkcyjnych wykorzystamy” 
zasadę optymalnosci Bellmana, która. mówi, ze: "Strategia op- 
tymalna ma tę własność, że jakimkolwiek byłby stan początkowy 
oraz decyzja poczatkowa, pozostałe decyzje muszą tworzyć stra— 
tegię optymalną względem stanu wynikającego z pierwszej decy- 
531316 

Z powyższego wynika. że w zadaniach rozwiązywanyoh metodą 
programowania dynamicznego zasadniczą rolę odgrywa pierwszy 
element ciągu równań funkcyjnych. W naszych rozważaniach 
przyjmijmy. że decyzja poczatkowa ma postać: 

_ _ _ 11 —1 Jl —'l (5.1.10) F11 (Ely—4 II11a" V'IIfr” V1113): 
I ' 1 I ,] 1 ' V "| 1 = za. SGL.) +2815 Gm) Z1901) * 5:1 19".! . P . !  

. "' 1 1 
+ Z fi'lp (vhp) 

P"! 

Z oznaczeń (3.1.1) - (3.1.4) łatwo widać, że: 

. 1 1 '1 1 1 1 .1 _ 1. (5'1'14) U'ls = xl'ls” U113 = X‘11s" v1.1.1 = I’lp’ VMP-' I111? 

Uwzględniając (3.1.11) w (5.1.10) otrzymujemy 

(75-1112) F'11 (”mi” v'lp' v11p)= 

= że. 6:15): 31.62.): fr:. (r.) + 
E=.Z 3'1 

_ 1‘ 1 = Żf'l'lp (YM?) y=x 
Równanie (3. 1.12) będące decyzją początkową nalezy czytac na- 
stępuj ąco: 

6)  R. Bellmansjf "Dinsmiezeskeje _prcgramirowanij e" - wyzej cy- 
towanze. 
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- w przypadku, gay'w (5.1.9) występuje: jedno miejsce wy- 
twarzania surowców, 

- jedno miejsce wytwarzania produktów 
— jedno.miejsoe Zbytu.produktów” 
— jeden okres 

wówczas w wymienionych warunkach minimalna wartość produkcji 
i transportu surowców oraz produktów równa jest sumie kosztÓW' 
produkcji i transportu surowców oraz produktów. 

Pamiętać jednak musimy, aby warunki ograniczające wyrażoh 
ne przez (3.0.2) - (5.0.12) były spełnione dla zmiennych wy- 
stępujących w decyzji początkowej. Na to jednak, aby znaleźć 
warunki ograniczające, przy których, należy Obliczać minimum 
formy (3.1.12), musimy wziąć pod uwagę wyżej wprowadzone ozna— 
czenia pcmoonicze, a następnie, dokonać szeregu elementarnych 
przekształceń, które to przekształcenia pokażemy w następnym 
pedrozdziale, 

3.2. Zmodyfikowana postać warunków ograniczających 

W dalszych badaniach przy wyprowadzaniu. ciągu równań 
funkcyjnych.wykorzystywać będziemy zmieniające się wskaźniki 
R,S,M5N. Z tych też powodów zmodyfikujemy warunki ogranicza— 
jące modelu do nowej postaci, jednakze równoważnej pierwotnym 
założeniom. 

Łatwo widać, że przy zmieniających się B oraz S prawdziwe 
są nierówności: 

n' .; .a 5' 12 s 
(5.2.1). ' 83. «Z Z 33. 4 Z Z bis 

rau- t - I  r=1 t-I r : :  !=]. 

"' R S 

(5.2.2) 0 41; :=: x35 e (:5 's =. 1,2,...,1 

Z (3.2.1) oraz (3.2.2) otrzymujemy: 

' . .3 s .a 3' was-› zza—zim ”we zza) := 1 . r=1 
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Gdy w*(5.2.5) uwzględnimy (3.1.1), wowczas otrzymamy: 

(3.2.4) UŚ. ( [ ź ż t  EL:-a' ”in (BR '  ;; m ) ]  r.:-It 

W wyrażeniu ( 5 - 2 - 4 )  B = 1 . 2 . 1  I I ’ 1  d la  m e a )  R =1 ,2 , . . . , ‘ k  

i każdego S = 1 . 2 , I I I ' T I  . 

Jeśli weźmiemy pod uwagę zmieniające się M i i  S wtedy: 

(5.2.5) . ź : Giną—232354 źźażp 
1 „ z a l i - 8 1 1 1 1  

H 
(5.2.6) o 4:1 2111,41, 13, p .. 1,2,...” 

1”.- r.! 

Z (5.2.5) oraz (5.2.6) otrzymujemy: 

mr .: t 1? I f :  1: <:— (3.2.7) ĘĘG < . <... . iż .;) 
.r- r- ip agh-1 ip ” p' p v t - 1  

Gd? W'(5.2.?) uwzględnimy (5.1.5). wtedy otrzymamy: 

(35.2.3) ML: źcip' ”in DP' i i 519] tł.! 1=1' f==1 

gdzie: p = 4,2,.. . .w dla każdego M1: 1,2,...,m. i. każdego 
S = 1,2,. . . ,T. 

Interpretacja ekonomiozna warunków (3.2.4) 1 (3.2.8) jest 
prosta i przekonywająca. 

W wyrażeniu (3.2.4).mówi sie, że przy zmieniających się 
R . i  S, łączna produkcja e-tege eurowca jest nie.mniejeza od 
sumy dolnYoh ogranicaeń produkcji tegoż eurewea i nie więk— 
eza od mniejszej z 2 liczb, a których pierwsza.te, wielkość 
planowanej produkcji e—tego surowca, druga to suma górnych 
ograniczeń.produkoji tegoż surowca. 
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Podobnie w wyrażeniu (3.2.8) mówi się, ze przy zmieniają- 
cych się M i S, łączna produkcja p—tego produktu jest nie 
mniejsza od sumy dolnych ograniczeń produkcji tegoż produktu 
i nie większa od mniejszej z 2 liczb, z których pierwsza, to 
wielkość planowanej produkcji p-tego produktu, druga to suma 
górnych ograniczeń produkcji tegoz produktu. I 

Zwróćmy obecnie uwagę na warunki ograniczające dotyczą- 
ce przewozu surowców. 01762 z (5.0.4) przy zmniejszających się 
M i S m a m y :  

zr .5' I: N .5' 7) cm Ziza... = :: - „. 
1=1 t=I r=1 I".! hr! 

Ponieważ łączny przewóz s—tego surowca z k - miejsc wy- 
twarzania do H - fabryk, w S - okresach nie moze być większy 
od sumy górnych oganiozeń produkcji e-tego surowca w k - 
miejscach w S - okresach-, więc mamy: ' 

Ef 5? ł' 5' ii t '  

(3.2.10). o a ; ; ; x g  „ s;;hm 

Gdy weźmiemy pod uwagę (5.0.5). wtedy przy zmieniających 
się ][ i S mamy: 

(3.2.11) ź imi-S a źZzĘB Śri-ź Zuta 
_ !=! !=] !=! 

Uwzględnia-jąc (3.2.10) i (3.2.11) w (3.2.9) otrzymamy: 

I! «9 

(5'2'12) Z 2,3135; i ż ź Kriss”; 
I t !  {=1 1-1 t a l k  

...(żź ”gif-.;) 
fr.! 2-1 1-1 I'll 

?)  Zwracamy szczegół uwagę na fakt, iz w lewej stronie rów- 
ności (3. 2. 9 ) k  est ustalone, zmieniają się M i S. 
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Wykorzystując (3.4.2) w (3.2.12) dla R = k otrzymujemy: 

(3. 2. i3)US ( [ Z Z  ‘19" minim brs' l i i ,  B)] 
gdzie: 8 : 1,2,. . . ,1 dla każdego ][ : 'l,2,...,m i każdego 
S : 1,2,3,.. . ,T- 

W interpretacji ekonomicznej wyrażenie (3.2.15) oznacza, 
że przewóz s-tego surowca z k - miejsc wytwarzania (liczba k 
jest stała!) do M - fabryk w S -- okresaoh nie może być mniej- 
szy od "dolnego zapotrzebowanie." M - fabryk w S - okresach na 
s-ty surowiec i z drugiej strony nie może być większy od 
”mniejszej z 2 liczb, z ktorych pierwsza przedstawia górne 
oganiczenie produkcji s—tego surowca, w k - miejscach w S' - 
okresach, druga to: "górne zapotrzebowanie” M é fabryk na 
~s-ty surowiec w S - okresach. 

W podobny sposób zbadamy warunki ograniczające przewoz 
produktów. Przy zmieniającym się N i S z (3.0.8) mamy: 

(3. 2 14) : 2 2  13p=—2:;Ifgp p :  1,2,...,w 

Ponieważ łączny przewóz p-tego produktu 2 m — fabryk 
(liczba m jest ustalona!) do N - hurtowni., w S - okresach 
nie może być większy od sumy górnych ograniczeń produkcji w m  
- fabrykach, w S - okresach, więc mamy: ' 

a ”  [ ' : ]  

S m  

(3.2.15) (.;-1 im:!” 1:12 <ZZdĘP 
t-I 1-1 

Gdy weźmiemy (3.0.9). wtedy przy zmieniającym się H i S 
otrzymujemy: 

(3.2.16) Filii” jp as iii-.151, é Ę gnaty 

Jeśli uwzględnimy (3.2.15) i (3. 2.16) w (3 2.14). wtedy 
otrzymamy. 
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(a.-2.17) Z i  M ' ?:n ś J: ; x  ?; Imp-£; 

&. min C; ; dip , ; ; ”317) 

Gdy w (5.2.17) wykorzystamy (3.1.4) dla M = m, wtedy bę- 
dzi-a= - 

(5.2.1e-)v5mNP( ;;,BŁ' min<z:1;dip,;;n]3t> 

gdzie: p = 4,2,.....,w dla każdego N = 1,2,3,...,n i każdego 
S = 1.2.3,...gTu 

1Wyrażenie (5.1.18) oznacza, iż przewóz p-tego produktu 
z m - fabryk (m jest. liczbą ustaloną! ) do N - hurtowni, w S - 
okresach nie może być mniejszy od "dolnego zapotrzebowania” 
N - burtami, w S - okresach na p—ty produkt i z drugiej stro- 
ny nie może być większy od mniejszej z 2 liczb, z których 
pierwsza przedstawia górne ograniczenie produkcji p-tego pro- 
duktu 1» m - fabrykach, ?; S - okresach, druga to: "górne zapo- 
trzebowanie" M - fabryk na s-ty surowiec w S — okresach. 

W szczególnym przypadku, gdy przewozimy s-ty surowiec 
z R — tego miejsca wytwarzania do jednej fabryki w ’I - ym o- 
okresie, wtedy mamy: 

(3.2.19) 0 < 32113 < min (bł, . ”13.9. 

: 1,2,...,1 dla każdego R : 1,2,...,k bądż też,gdy prze- 
wozimy s—ty surowiec z R -- miejsc do jednej fabryki, w 1—ym 
okresie, wówczas mamy: 

(3.2.20) 0 < 03154 minQib bm, ” AŁ) 

Podobna sytuacja zaistnieje, gdy przewozimy p—ty produkt 
z M-tej fabryki do jednej hurtowni, w '1'-ym ohesie, wtedy: 
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_ 1 _ .'l „ 1 

Gdy przewozimy p—ty produkt zŻM - fabryk do „jednej hur- 
towni w diam okresie, wowczas otrzymujemy: 

(5.2.22) VM,]p a nag?“ , "3" p) 

. Interpretacja ekonomiczna warunków (5.2.19) - (3.2.22) 
jest oczywieta - zwróciliśmy uwagę na w/w 'warunki dlatego, 
gdyz'będą one niezbędne przy wyprowadzeniu.1-ej i 2-giej gru- 
py równań funkcyjnych. 

5-5. Plan wyprowadzenia ciagu równań.funkoyjnych 

Rozważania pierwszego podrozdziału niniejszego rozdziału 
zakończyliśmy etwierdzeniem.m6wiącym. o potrzebie uwzględnia- 
nia warunków ograniczających przy doliczeniu decyzji począt- 
kowej. 

Obecnie, gdy znamy już zmodyfikowaną postać warunków ogra- 
niczających możemy odpowiedzieć jednoznacznie na pytanie: dla 
jakich wartości zmiennych niezaleznych określona jest decyzja 
.początkowa. 

Dla ustalenia uwagi przepiezmy decyzję początkową: 
.4 . 

1’11 (“1.1!5 113’ V1p' v11p)" 
' 1 1 Ż 1 1 " 1 1 

==2213Haf<%de) + gh1e<źx11e> +Hz::fdp(<?1p) + .rar! 3-1 17-1 

W 1 1 + ;f14p(x11p) 

Jeśli w nierównościach (3.2.5) 1 (5.2.7) oraz w (3.2.19) 
- (5.2.22) przyjmiemy, ze: 

R = ' 1 ,  M 3 1 ,  N = 1 ’ 8 = 1 ,  
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wówczas otrzymamy następujące ograniczenia badanej decyzji 
początkowej: 

( 5 5 1 )  ’1 < 1 ”(min C b 1 .  dzie " '  313 "xfls" ‘  s' 1s g 
1 "| B = 1 ’ 2 , I I I ' 1  „ramą... ».) 

g min (DP, agp) gdzie 
P = 1 , 2 , !  ' I , ”  

19) 
(3.5.3) sql,—«~:. I. 

(3.5.4) o as 23.11, z min flip, ”B 

Interpretacja ekonomiczna cganiczeń (3.3.1) - (3.3.4). 
Nierówność (5.5.1) mówi, że produkcja s-tegc surowca w 1-ym 
miejscu wytwarzania w 1-ym okresie, nie.może być mniejsza od 
dolnego ograniczenia produkcji tegoż surowca w 1iym miejscu, 
w 1-ym okresie, i jednocześnie nie może być większa od mniej— 
szej z 2 liczb. z których pierwsza to planowana produkcja 
e-tego surowca, druga to: górne ograniczenia produkcji e—tego 
surowca. . 

Analogiczna interpretację przyjmiemy dla (3.3.5) z tym, 
że w nierowności (5.5.5) mńwi się nie o surowcach,lecz o pro- 
duktach. 

Nierówność (5.5.2) oznacza. że przewóz s-tegc surowca 
z pierwszego miejsca dego wytwarzania do 4-ej fabryki w 1—ym. 
okresie nie.może być większy od mniejszej z 2 liczb, z któ- 
rych pierwsza to górne ograniczenie produkcji s-tego surow- 
ca.w'i-ym.miejecu wytwarzania, w'1-ym.okresie, druga to "gór- 
na" zapotrzebowanie na s-ty surowiec w 1-ej fabryce. w' 1—ym 
okresie. 

Analogiczna interpretację przyjmujemy dla nierówności 
(5.5.4), w której mówi się o przewozie produktów' z 1-ej far 
bryki do Jednej hurtowni w 1—ym okresie. 

Gdy więc znamy postać analityczną decyzji początkowej wy- 

rażonej wzorem (5.1.12) oraz wiemy dla jakich wartości decy- 
zja.początkowa jest określona, w'takim.razie zgodnie z zasadą 
optymalności Bellmana.możemy przystąpić do poszukiwania cią- 
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gu równań funkcyjnych, które muszą mieć tę własność, iz każde 
następne równanie wynika z poprzedniego. 

Poszukiwanie ciągu równań funkcyjnych rozbijemy na cztery 
etapy. 

w etapie pierwszym poszukiwać będziemy związku między wy- 
raz-eniem: 

1 

FR1(WRS' UR'ls' V1p' V1111) 
gdzie R = 2,5,...”1: a wyrażeniem 

-11 -1 —’l -4 -'1 
331 ' „ R e '  R'ls xR'la" V'lp" v'l'lp. 

gdZie R = 2 , 5 ' u n o ł k -  

W etapie drugim szukać będziemy związku między wyrażeniem: 

._./l _..1 1 

11465115 ' UkMs'V Mp’ Vmp) 

a wyrażeniem: *M=2.,3,...,m 

' — —1 -1 -1 FF-14Umns'gflrMs' vMp ”Yap! vM’lp " Img] 

W trzecim etapie szukać będziem związku między wyrażeniem: 

—1 —1 -1 —1 
FEM (Uks’ U ' vmp' viam) 

a wyrażeniem . r N = 2”, 2 ,. . . . , n 

FEW-1 (filialI ' 3 % , ?  mp p “ :  Tim») 

I wreszcie w ”ostatnim, czwartym etapie poszukując kolej- 
nej grupy róvmań funkcyjnych znajdziemy związek między wyra- 
zaniem: 
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W 
Ffii(fi§s’ kma' mp' 'vsmnp) 

a wyrażeniem 

FB-qCUsks-Ż W ź ż x s  rig! › S=2.3,.-..,r 
J‘II 1.1 

VB1:119" _ ; Y s  ip’ mnp ” i ż ?  'p) 1 
['I J : ]  J -.I 

Jeśli założymyg ”że udało nam się znaleźć zasygnalizowane 
związki w każdym z wyżej wymienionych etapów, wówczas kazdemu 
związkowi odpowiada określona grupa równań - i tak: 

- w etapie pierwszym znajdziemy (k: - 'I) równań 
" drugim . " (m - '1) równań 
" trzecim " (n - 1) równań 
" czwartym "- (T - 1) równań 

Jak więc łatwo wyliczyć badanemn modelowi łącznie z decyzją. 
początkową będzie odpowiadało: 

(1: + m + 11 + T) - 5 równań funkcyjnych 

Na zakończenie, zwracamy uwagę, że w następnym czwartym 
paragrafie, przy wyprowadzeniu równań funkcyjnych, wprowadzi- 
my nowe oznaczenia na wektory: 

figs’ fln’  #Mp' v?.!i 

Myślą przewodnią wprowadzenia nowych oznaczeń dla ww. 
wektorów jest uzyskanie. bardziej przejrzyste-go zapisu wypro- 
wadzonych równań. 

3.4. Wyprowadzenie ciagu równań funkon' ch 

W celu znalezienia pierwszej grupy równań funkcyjnych., 
wprowadżmy niżej wyszczególnione oznaczenia. 

‘1 1 'I 
xq =(XR1, s g n - o , l )  
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— wektor produkcji l - surowców w R-tym miejscu wytwarzania 
w 'l-ym okresie, gdzie R = 2,5,... ,k. 

Składowe wektora X1 oznaczonar przez: Jigs, gdzie e_ = 
:: 1,2,...,1 dla każdego R = 2,5,...,k 

U1 = 1241! : n '  ' ° ' ';xll) 

— wektor produkcji 1 - surowców w R - miejscach wytwarzania, 
w 'I-ęjrm okresie gdzie R : 2,3,...,k. 

Składowe wektora Uq' oznaozmy przez UŁS, gdzie s=1.2,...,1 
(113. każdego R = 2 ’ 3 ' 0 l u j k  

“1 “In 
- wektor produkcji 1 - surowców, które to surowce nalezy wy- 
produkować w sposób optymalny w (B - 1) miejscach, przy czym 
R : 2 , 5 ' C o o , k . l  _ 

X2 = (x;/w KĘ'Iz'm'xł'll) 
- wektor przewozu 1 - surowców z R-tegc miejsca do 1-ej fa- 
bryki w 1—ym okresie. 

Składowe wektora Xe oznaczany przez: z ł ” ,  gdzie 3 = 
: 1,2, . . . ,1 dla każdego R = 2,3...„1: 

& 1 R R 1 - 

Uz =CĘXI-41'Zxr12""' 1231-11) 
Pi.! 

~ wektor przewozu 1- surowców z R - miejsc ich wtarzania do 
1-ej fabryki w 'I—ym okresie. 

Składowe wektora U2 oznaczony przez: UE”-s, gdzie 3 = 
= 1,2,.. . , l  dla każdego R : 2,5, . . . ,k ' 

U2 ' -2 _ 
-- wektor przewozu ]. — surowców, które to" surowce należy prze- 
wieźć w sposób optymalny z (R - '1) miejsc do 1-ej fabryki w 
'l-ym okresie 
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_ 1 1 1 1 1 1 - v1 " G11! Wan-"V10 = (*H! Yun-"Lua 
- wektor produkcji w - produktów w 1-ej i'abryce w 1—ym okre- 
sie. 

Składowe wektora. va oznaczać będziemy przez vgn. lub 
przez 'q gdzie p = 1 ,2,... ,w ' 

' 1 1 1 1 1 
Va = (V111' v112'--'*V11w>= (21,”, Imam—Jom) 

- wektor przewozu w - produktów z 1-ej fabryki do 1-ej hur- 
towni w 1-ym okresie. Składowe wektora, Vé oznaczać'będziemy 
przez Vąąp lub przez Z11p gdzie p = 1 ,2 , . . ,w  

z: sas (o) 
— koszty produkcji 1 - surowców W'Rebym.miejscu-wytwarzania w 
1-ym.okresie 

I 
1 1 

' 25:4firus(%in;) 
3:1 

- koszty przewozu 1 - surowców z Rytego .miejsca wytwarzania 
do 1-93 fabryki, W'1-ym okresie. 

Łatwo widzieć, że dla S = 1, ME: 1, R ' :  1, oraz dla 
R . :  2,3, . . . ,k wzór na łączne koszty produkcji i transportu 
-wgraża się wzorem: 

(3.4.1) teł, (Xas) *; 33113 (x315) + 
S31 

' -11 _ . _ _ 
* 1%] (U1 "' x„ U2— ' 32' v1, Va) 

56219 R : 2 ' 3 ' i o u ' k .  

Rzeczywiście, ponieważ łączne.koszty produkcji 1 - suroWb 
ców W'Rptym.miejsgp.oraz łączne koszty transportu tychże Sup 
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rowców z R—tego miejsca ich wytwarzania do 'I-ej ”fabryki, w 
'I-ym okresie. wyrażają się wzorem: 

Z 2 
1 . 1  1 1 

Z gRs (Ira) "' Z gR13 (xr'ls) szl 5-1 

natomiast Optymalne koszty produkcji 1 - surowców w (R - 1) 
miejscach oraz optymalne koszty przewozu l - surowców z tych- 
że (R - 1) miejsc do 'l-ej fabryki w 'I-ym okresie i ponad- 
to optymalne koszty produkcji w - produktów ?: 'l-ej fabryce 
'w 'l-ym okresie oraz optymalne koszty przewozu tychże produk- 
tów, z tejże fabryki do 'l-ej hurtowni wyrażają się wzorem: 

a?” (U1 "" 11* Ua "' x2, v1 Va) 
więc łączne koszty produkcji oraz transportu przedstawia wzór 
(5.4.1). 

Licząc minimum formy (3.4.4) otrzymamy pierwszą grupę rów- 
nań funkcyjnych postaci: 

(3.4.2) FEE (IL,-, Hg, 11, va) = 
? Z 1 1 1 1 ""' mi” [ZSRS (Xas) "”Zga'm (X313) + 

521 381 

-11 ' + FE”! (U1 "' 3‘1! U2 "' 2 V11 VED] 

gdzie R : 2,5,. . . ,k.  
Ponieważ w równaniu (5.4.2) R przyjmuje kolejno wartoś- 

ci 2,-3,...,k, więc pierwsze równanie należące do znalezionej 
grupy równań zależne jest od decyzji początkowej, czyli od 
równania (5.1.12), natomiast kazde następne równanie wyrażone 
przez (3.4.2) zależne jest od równania poprzedniego. _ 

Zgodnie z warunkami badanego modelu minimum formy (3.4.2) 
należy liczyc przy warunkach: 
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- GG? 5 = 1 , 2 , . 1 -1 ’ 1  {113. każdego R = 2 . 3 ł n n i ' k ,  'Wtedyz 

11354135, 139] 
dla.każdegu 

1 1 1 Ż 1 -- 
URS 6I: I; are' min (Ca' it'-1 101-3)] 

spełniającego nierówność: 

1 1 . 1 .  ‘ 1  
" ars ĘEUEE ”KRELŚ mln (%E'ŚŻŚ1Ęmg) 

I'=1 

i jednnczaénie gdy 5 = 1,2,...,l -d1a każdego R:=2,3,...,k, 
wtedy: 

x114 1, 111(111 %)] 
dla.każdego 

”2115” € [o, min. (:bgs' ""-?m)] 

.apełniającego nierównaść: 

1 _ 1 _ 1 . 1 I O Ś "121s "' xiu-s 5 m1”- (i brs' "%s) 
r=1 

i jednnuzeénie 

1 1 . 1 '  

36513 p = 1,2,...,w i jednocześnie 

1 , . ' 1 1 -  0 g IMP a_— min (d1p' ”BP) , 

gdaie p = 1 ' 2 ' 0 - . - ' W |  
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Oznaczenia pomocnicze i ich interpretacja ekonomiczna 

Uk =( 3:4! Haw-"£129 
=: .r-z rat 

- Wektor produkcji ]. - surowcow w k -  miejscach kw 1—ym okre— 

sie. Składowe wektora Uk oznaczać będziemy: £ 3 1  rs gdzie 
› r-r 

S = r q , 2 _ ' - - - ' 1  

34'CŻXĘM1'LŻxz-m;""'xgm> 

- ”wektor przewozu l - surowców z k - miejsc ich wytwarzania 
do M—tej fabryki w '1-ym okresie. Składowe wektora II+ ozna- 

: 
czać będziemy: ZK:-Ms gdzie 3 = 1,*2,...,1 dla każdego M —...- 

r-ź ' 
= 2 , 5 , . . . , m  

k N M 3." . 
1 1 'I 

U4 = ( Z ;  e '  ŻE I:n:L2**'-""" [ i x  
r : ]  :I 1".1181 re.: .1 

- wektor przewozu 1 - surowców z k - miejsc wytwarzania do 
M - fabryk w ’l-mn okresie. Składowe wektora Uł+ oznaczać bę— 
dziemy: Ułus, gdzie 3 = 1,2,...,1 dla każdego M=2l,5,...,m. 

U4 " x4 
- wektor przewozu 1 - surowców, które to surowce należy prze- 
wieść w Sposób optymalny z k - ”miejsc do (Ill-'1) fabryk w ”'I-ym 
okresie. 

"I 1 1 
Y,! = GM,! , Yue , I. a I .YMW) 

- wektor produkcji w - produktów w M—tym mie.-] scu, w 1-ym c- 
kresie. Składowe wektora 11 oznaczać będziemy: I"l , gdzie 
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H ' 
( Z ; 1 ź ’1 ź 1 

v ;  = ' -  Y i j l ,  - I m g i u l g  Y i w )  

— wektor produkcji w - produktów w M — miejscach wytwarzania 
W 'I—ym okresie. Składowe wektora V5. oznaczać będziemy: val), 
gdzie p = 1 ,2 , . . . ,w  dla każdego M = 2 , 5 , . . _ . , m  

- wektor produkcji w - produktów, które to produkty nalezy 
wyprodukować w sposób optymalny w (Li-1) fabrykach, dla M = 
= 2 ' 5 ,  . . I ' m  

. 1 -1 1 '  
:2 = (mm' YM42""*m) 

- wektor przewozu w — produktów z M-tej fabryki do ’l-ej hur- 
towni, w 1-ym okresie. Składowe wektora YZ oznaczać będzie- 
my: YŚIMp' gdzie p : 1 ,2 , . . . ,w dla każdego M = 2,5,...,m. 

” 1 " 1 " 1 

- wektor przewozu w — produktów z M -— fabryk do ’l-ej hurtow- 
ni, w 1-ym okresie. Składowe wektora %. oznaczać będziem: 
VŁ'IP' gdzie P = 1 , 2 , . . . , W  dla każdego M = 2 ’ 5 ’ I - I p m -  

Vu” Ya 
- wektor przewozu w - produktów, które to produkty należy 
przewieźć w sposób optymalny z (NI—'I) fabryk do 1-ej hurtowni 
w ’l-ym okresie. 

1: z _ 

z: o (o) 
r=1 8=1 

- koszty produkcji 1 - surowców w k - miejscach ich wytwarza-- 
nia w 1—ym okresie 
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;;;", sam (ram) 
- kasaty przewozu 1 - surumów z k —  miejsc dn M—tej fabryki 
w l—ym nkresie. 

1 . IMP) 

* - koszty pradukcji w - produktów w M—tej fabryce ?: 1—ym ok:-e— 
519. 

.U”  " (”> f Y 

-- koszty przewozu w - produktów z Muted fabryki do 4—93 hur- 
towni, w 'I—zym okresie. 

Korzystając z powyższych oznauzeń, możemy napisać wzór na 
łączne koszty produkcji i transportu surowaéw oraz produktów 
- otrzymamy: 

(3.4.5) ; ; ;  6m (xr3>+r=1; 33m (x:—Ms) + 

+ZfMp(MP) ;? fm? (Im P) 

+ Faq-11 (Um U4 ' xw V3 "' I1! V4 " Y2) 
Licząc minimum form.? (2.4.3) otrzymamy szuka-ną drugą gru- 

pę- równań, czyli: 

(5.4.4) FE (Uk 3. w = 

=m[ * ’ M;):- gm” | 
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1 1 1 1 + Ż rmp IMP) + Ż rmp (Imp) + 
PI P=! 

*" FF... (Uk' U4 xm Va "" I'u' V4 " I2)] 
gdZie M = . 2 , 5 , ' r - o , m u  

Gdy zwrócimr uwagę na "budowęrównań należących do (5.4.10, 
wówczas zauważymy, że: 

- pierwsze równanie należące do (3. #.4) uzależnione jest 
od ostatniego równania należącego do (5.4.2), 

— każde następne równanie należące do (5.4.4) jest uza— 
leżnione od równania poprzedniego. 

Zgodnie z warunkami badanego modelu-, minimum form (5.4.4) 
należy liczyć przy warunkach: 

Żee [ż.g„...(„8,ż 2.3)] 
!=! 

gdzie 5 : 1,.-2,-...,1 i jednocześnie gdy 3 = 1,2_,...,__1 dla- 
każdego M = 2 , 5 , l 0 0 ' m ,  Wad}? 

; :  kus€[%' ”36% źbr3)] 
r=1 

dla każdego 

M M k 
1 . , ’l ‘1 ’l   .. ep: „(p... b.)] 

1-1 -1 r=1 

spełniaj ącego nierówność 

191-— q ’l k 1 !!”—~: 1 I: 1 _ 

EAR Ś CEMS _ ; e s  Ś m”inglis' : ; e  

i jednocześnie gdy p = 4,2», . . . ,w dla każdego M: 2,3,. . . ,a, 
wtedy 
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rape [cic- cap] 
dla każdego 

VŁPĘ [ ; cłp, min (np,” Z 1319] 
”:'-1 

spełni-aj ąc ego nierówność- 

1 jednocześnie gdy p : 1,2,...,w dla każdego M = 2,5, „._.„m, 
wtedy 

. 'I ’l 2141,40, min (a , "%)J 

dla każdego 

vi'mpĘ [0, min (311),: :z d 11>] 

Spełniającego nierówność 

› _ ’l n 
O é v '  YM’Ip“ min (B119 E d  d1p) 

.Z wyżej przedstawionych ograniczeń na szczególną uwagę 
zasługuje warunek: 

24cm. m 145n] 
w interpretacji ekonomicznej powyższy warunek: "nakazuje", 

aby w k - miej-sc wytwarzania s-tegc surowca nie przywozić dc 
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lil-tej fabryki mniej tegoż surowca aniżeli ”dolne zapotrzebo- 
wanie" na tenże surowiec. Z drugiej strony omawiany warunek 
mówi, że do M-tej fabryki nie należy przywozić więcej od 
mniejszej z 2 liczb, z których pierwsza przedstawia "górne 
zapotrzebowanie" M—tej fabryki na s-ty surowiec, druga — sumę 
górnych ograniczeń produkcji s—tego surowca w k - miejscach 
wytwarzania; w 1-ym okresie. 

Oznaczenia pomocnicze i ich interpretacja ekonomiczna 

Uk= =(;xr1'jgxr2""'zżxrl> 

— wektor produkcji 1 - surowców wytwarzanych w k -  miejscach 

w 1-ym okucie. Składowe wektoraU k: i xrs' gdzie s='1,2,..., l 
r -z l  

„„ (;; ;; „..., ;;xgn) 
Składowe wektora Him oznaczmy przez: 1:1: xris' gdzie 5 = 

= 1 , 2 '  I I . , l -  

Wektor Uk'l przedstawia przewóz l - surowców z _k - miejsc 
ich wytwarzania do m - fabryk w 'I-ym okresie. 

’l . 1 
K . : - ( 2 1 2 1 1  , :1 : 1 2 ,  I I .. , ; Y i w  

- wektor produkcji w - produktów w m ~ fabrykach w 'l—ym okre- 
sie. 

Składowe wektora Vm : Ż l-P, gdzie p = 1 , 2 , . . . ,w  

15:.(nm, ŻYWW'ĘUNW) 
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- wektor przewozu W‘ -  produktów z 111 - fabryk do N—tej hurtow- 
m ‘1 ni w 1-okreaie. Składowe wektora Y3: ; Imp, gdzie p = 

: 1,2.. . „w dla każdego N : 2,3,. . .- ,n 

V 5 = C  2; I1w IŻ); Yidz'm' 2231”) 

- wektor przewozu w - produktów z 111 ~ fabryk do N - hurtowni 
w 1-ym okresie. Składowe wektora V5 oznaczmy przez: vgflp, 
gdzie P = 1 , 2 , ” „ 1 ' !  dla. każdego N = 2 , 3 . . . „ 1 1 .  

V5 " ‘3 
' -  wektor przewozu w — produktów, które to produkty naleźy 
przewieźć w sposób optymalny z 111 - fabryk do (N'-'I) hurtowni w 
pierwszym okresie 

a=. $236113) 
rr] sr: 

.. koszty produkcji. I - aurowców, w k - miejscach wytwarzania 
w 1-ym okresie. 

- koszty przewozu 1 - surowców, z k ?miejeo ich wytwarzania 
do m -_- fabryk, w 1-ym okresie. 

Q : Elfi-PC!; P) 
3 I '1PZ'1f  

-— koszty produkcji w - produktów, w m -  fabrykach w 1-ym okne- 
sie. 

" 1 I 1 % = ŻE fmp (Imp) alp-1 - 
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- koszty przewozu W ' -  produktów, z m . -  fabryk do NLtej hur- 
"towni'w 1—ym okresie. 

Korzystając z powyższych oznaczeń możemy napisać wzór na 
łączne.koszty produkcji i transportu surowców oraz produktów, 
otrzymamy: 

(5.4.5) 94 .+ Qa 4!- Q; + Q4 + FEN-4 (Uk' Ukm’ T"nv v5 ' 13) 
86216 N : 2 . 5 , o o o , n o  

Licząc minimum.formy (5.4.5) otrzymamy trzecią grupę rook 
nań: 

(3.4.6) PFN (Uk. Um. vm. @) = 

”[Q1+Q2+Q5+94+F:1N-1 (Uk’um’vm’v5'ry.)] 
gdzie N = 2,3,...,n. 

Z budowy równań należących do (5.4.6) widzimy, że: 
- pierwsze równanie należące do (5.4.6) uzależnione jest 

od ostatniego równania należącego do (5.4.4) 
- każde następne równanie należące do (5.4.6) uzależnione 

jest od równania poprzedniego. 
Minima kolejnych równań należących do (3.4.6) należy l i -  

czyć przy warunkach: 

Ż xleLŻaŁ mac}. pin)] 
.gdżie s = 1,2,...,1 i jednocześnie 

Żzx r i sę  GIS; ’Ais’ min 1:”A15’1:1b233>]I 3” """ "1,2,....,l 
I"! II".! 

i_jednocześnie 

m 1 m 1 
zlap Em 01p! "113(31): ;dilDJ' P = 1923"”??- 
1:1 -a ' =1 
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:L jednocześnie, gdy p = '1-,2,...,w dla każdego N : 2,3...„11 
wtedy: 

2313,q Np” min GBM”; d ;p)] 

dla kazdego 

epe[;źa1m(źmsp.żw] 
ape]: niaj ao ego nierówność : 

21—1 N—z 
'I 1 » 

Ł ,  i 5 '  vmflp' " g r u p  g min Z i’ Ż 16111:) 

Oznaczenia pomocnicze :I. ich interpretacja ekonomiczna. 

z=(2:x:2.2:r32..-..2:x:1) 
P=! 

- wektor produkcji 1 - surowców, wytwarzania w k — miej- 
scach w S—tym okresie-. Składowe wektora . X 5  oznaczmy przez: 

ć . ,  93313 a = l i , 2 . . . . , l  dla każdego S = 2 , 5 , . . . , T  

& & 5 

U5 =3<z:r-1 XE,“ :gxgumggxfia 

- wektor produkcji l - surowców, w k —  miejscach wytwarzania 
w S - okresach. Składowe wektora U5= UŁ„gdzie 'a = 1,2,...,1 
dla każdego S —  = 2,3, . . .T 

r-I 

5 ' x 5  
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- wektorlprodukcji 1 - surowców, które to surowce należy wy- 
produkować w sposób optymalny w k - wieś scach w (8-1) okre- 
S&Gh d l a  S = 2 , 3 , . . . T .  

I: m ]: m S . 

x6=(;1;1 Ęm' ;; xr12""' ŻŻ  ril) 

- wektor przewozu 1 - surowców 55 k — miejsc ich wytwarzania 
do m - fabryk w S-tym okresie. Składowe wektora 26 oznaczać 

będziemy przez: 1 : :  xris' gdzie 3 : 1 ,2, . . . ,1  dla każde- 

50 8 : 2 , 3 ' . 0 0 , T 0 r  

wg; m“... ;;; xa) 
I'll 1' "I I ' l l ;  

- wektor przewozu l - surowców z k - miejeo ich wytwarzania 
do m - fabryk w B - okresach. 
Składowe wektora U6: nits" gdzie 3 = 1,2,”„1 dla kaz- 
dego S = 2 . 3 , 0 0 0 ' T  

Ue " X6 
— wektor przewozu 1 - surowców z k - miejsc ich wytwarzania 
do m - fabryk, które to surowce nalezy przewieźć w sposób op- 
tymalny w (8-1) ola-eeach, dla S = 2,5, . . . ,T.  

,4,@I§vgz§2,m,;r§w> 
- wektor produkcji w - produktów, wytwarzanych w m - fabry- 
kach w S-tym ola'eeie. 

Składowe wektora Y4: :18 ip' gdzie 1: : ME. . . - ,w dla kaz— 

dego S -  = 2 ,3,...,'D 

= (  Z : m 1: 
v 6 = i 1 1 1 1 j  i i i !  Ę z j l o i g  Ę . Y i w  

m := =1 
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- wektor produkcji w m - fabrykach, w S - okresach. Składowe 
wektora V16: Vip, gdzie 1) = 1 ,2 . . . „w  dla każdego S£„5,...,T 

V6 " It; 
- wektor produkcji w - produktów, które to produkty należy 
wyprodukować w eposób Optymalny w m - fabrykach, w (8-1) 0-- 
kresach. 

- wektor przewozu w -- produktów z ”m - fabryk do_n - hurtowni 
w S—tym okresie. 

:w I! 

'Składowe wektora Y5 - oznaczać będziemy przez: X X I ? ”  . 
=1 #1 " edzie p = 4,2...„w dla każdego s = 2,3,.„,m * " 

v7 = CĘŻŻYŁW'W ; ; ;  riów) 

— wektor przewozu w — produktów z m . -  fabryk do n«-  hurtowni 
w S - okresach. ' 
Składowe wektora V7: Użnp' -gdzie p = 1,2,...,w- dla kaz— 
dego S : 2,3,.. . ,T. 

V7 ”’5 
- wektor przewozu w - produktów z 111 - fabryk do n - hurtowni,. 
które to produkty nalezy przewieźć w sposób optymalny w (8-1) 
Chesach’ gdZie] S = E ’ B ’ I I O ’ T I  

% = iż e (xss) 
r . :  SRI 

-- koszty produkcji 1— surowców, w k - miejscach ich wytwarza- 
nia w S—tym okresie, gdzie 8 : 2,3...„1' 
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Q6 = i i i  śis (źle) 
r=1 1-1 !=! 

- koszty przewozu ]. - surowców z k -. niej co ich wytwarzania. 
do m - fabryk w S-tym okresie, gdzie S : 2,3. . . „T.  

Q?= Żźfs ip (Yip) 
I ==! par! 

- koszty produkcji w - produktów w m - fabrykach., w S—tym 0-- 
1529513, 36213 S : 2 , 3 , 1  . .  , T .  

% = źżźfs ijp (1813) 
1’ =1 jar! y=! 

— koszty przewozu w - produktów z m - fabryk, do n - hur't0wni 
w S-tym okresie, S : 2,5,. . . ,T. 

Korzystając z wyżej przyjętych oznaczeń mezem napisać 
wzór na łączne koszty produkcji i transportu surowców oraz 
produktów: 

(5-4-7)  Q5 + Q 6 +  Q 7 + Q 8 + F k S - 1  (UB X5, 

UG ~ X6, VG ~ Y).” V7 - Y5) 

Licząc minimum forma? (5.4.7) otrzymamy czwartą i ostat- 
nią poszukiwana grupę równań: 

(3.4.3) Ff; (U , U6, VG, v7) ._.. 

=.- min[Q5 + Q6 + Q? + Q8+ FE"! (U;-15: Ue'xe' VG'YIP VTI-B)] 
gdzie S : 2 , 3 , . . . , T .  

Z budowy równań należących do (5.4.8) łatwo widać, że: 
- pierwsze równanie należące do (5.4.8) uzależnione jest 

od ostatniego równania należącego do (5.4.6). 
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- kazde, następne równanie należące do (3.4.8) uzależnio— 
ne jest od równania poprzedniego.. 

Zgodnie z warunkami badanego modelu minimum forma? (3.4.8) 
należy liczyć przy warunkach: 

is dis Mm (c„.;bż„)] r=z I"! 

dla każdego 

3 _ 

Ufis([ i z  838, min (03' i :  bga>] 
I ' l l  r-x mi 1 

spełniadąo ego nierówność 

t i t  a"rs-ś ź x s  s<m1n(0Eb:-a’: r a n - 1 2 ' 1 -  Its-1 

gdzie 3 = 1,2,....,1 dla każdego S = 2,5,.. . ,T i Jednocześ- 

; ; ?  ris (Lima! mfi@'1§2.;b§2)] 

4:233 s“ (Ż Ż'AŁ' ŻŻ s ;)] 
apełniadącego nierówność 

2:2 < s22 - ;; xm < .22 (:52 ;;bśs) 
gdzie z ': 1,2...„1 dla każdego S. = 2 ,5„ . . ,T i jednocześnie 

Ż 2:24:22. 22621,, Ż %>] 
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dle.kazdego 

vipdźżoi n' min DP’ źźdipj 
1'2 r=1 

spełniającego nierówność 

. a: : 
ct śminCD, ; d  ) 

; P ”  ip.-Ś V ip —i t i ?  P 1 ip 

gdzie p = 1,2....,w dla.każdego S ” :  2,3, . . . ,T ~i jednocześ— 
”nie 

; ; ?  13P6 4 :  BJP’ ”in (i,???” gait-*)] 

dla każdego 

„;;;: me:;e W] r:: 

spełniającego-nierówność 

m J": 
: tp :: t . “b ŻŻ B "ŻŻYS „„; m@Ż; B ;;;.) 

gdzie p : 1 ,2 . . . . .w dla kazdego S = 2 ,5 , . . . ,T .  
Równania wyrażone przez: (3.4.2),' (3.4.4). (3.4.6). 

(5.4.8) są szukanym ciągiem równań funkcyjnych. należy zauwa- 
żyć, że wyprowadzony ciąg równań spełnia warunki wyrażone 
przez zasadę optymalności Bellmana. Rzeczywiście, w 'wyniku 
podjęcia decyzji początkowej wyrażonej przez (3.1.12) pierwh 
sze równanie należące do (3.4.2) jest uzależnione od (3.1.42). ' 
ponadto kazde naatępne równanie należące do (5.4.2) jest uze— 
leżnione od równanie poprzedniego. 

Podobnie. są? zwrócimy uwagę na strukturę kolejnych grup 
równań, czyli na (5.4.4). (3.4.6) oraz na (3.4.3), wówczas 
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łatwo zauważamy - co  było podkreślone przy wyprowadzonych ko- 
lejnych grupach równań - fie kazde następne równanie należące 
do' każdej z grup jest zależne od równania poprzedniego, przy 
czym równanie pierwsze z grupy następnej Jest zależne od rów- 
nania oatatniego grupy poprzedniej. 

3.5. Strategia Optymalna 

W celu znalezienia wartości ekstremalnych badanego za.- 
gadnienia weżnw pod uwagę ostatnie równanie należące do (3.4.8). 

Przypuśćmy więc, że dla 8 :  'I, wartość minimalna równa- 
nia (5.4.8) wynosi w, czyli: 

3:131:03 , UG' V6, V 7 ) = W  

Niech ponadto wartości minimalnej W odpowiadają wektory: 

(3 .5 -1 )  . rs, Ę i S '  cię?, OTĘEJP 

Jeżeli więc w ostatnim okresie wyprodukowaliśmy i przewiez— 
liśmy wielkości wyrażone przez (3.5.1), w takim razie w na- 
stępnym kroku musimy. się dowiedzieć jakim wektorem odpowiada 
wartość minimalna: 

95” ”%d”-"'(E Żqrs-Ue' “fitting ’5' 
11-1 

2 22w) 
Przypuśćmy, że forma (3.5.2) osiąga minimum dla wektorów: 

03334: 02313, cię; ' OIL-jp 

Znając składowe w/w wektorów możemy w opisany sposób wy- 
znaczyć składowe wektorów produkcji i przewozu w onecie M, 
a następnie znając składowe wektorów produkcji i przewozu w 
okresie it'-2, wyznaczamy składowe wektorów produkcji i prze- 
wozu w okresie it'-5 itd. 
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Z przedstawionego rozumowania wynika, że z równań.(5.4.8) 
otrzymamy wartości składowych następującego układu. wektorów 
produkcji i transportu: 

9333 “I313 Grip orijp 

QES-1 oxr-ń GIT-1 GIT-1 

(5.5.5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

' 2 o 
O x r s a x  ris Yip ozźjp 

Gdy weźmiemy ostatni wiersz (5.5.5) oraz ostatnie równa» 
nie.na1eżące do (5.4.6),'wówo2as otrzymamy; 

. 1 1 1 1 

znając ( 3 . 5 . 4 )  Z równań  ( 3 . 4 . 6 )  d l a  H a w n — 4 ,  1 1 - 2 , . . . - ,  2 ,  

możemy łącznie z (5.5.4) utworzyć następujący układ wektorów: 

9:23 ctxlie 011p OIłup 

(5.5.5) 3223 gxris PITip ozinrip 

fl 1 ' 1 4 
g;rs Ęxris gtip aria 

Z'budowy tablicy wektorów występujących w tabeli (5.5.5) 

wynika, że składowe wektorów występujących w pierwszym.wier- 

szu (5.5.5) są na ogół inne, aniżeli składowe wektorów w po- 
zostałyoh wierszach (5.5.5). Fakt ten podkreśliliśmy wprowa— 

dzając dodatkowe wskaźniki np.: 

ąxrs' ęxris' Ozip' OIijp 

Analogiczna uwagę atesowaś'będziemy-do niżej zbudowanych 
tabel. 



72 Rozdział trzeci 

Weźmy obecnie ostatni wiersz należący do (5.5.5) oraz 
ostatnie równanie należące do (3.4.4), a następnie rozumując 
w wyżej opisany sposób otrzymamy: 

' 1 1 o 1 o 1 
1Ęxrs oxrms Imp YfiflP 

1 1 'o 1 o 1 
«Śe oxrmp1s Ympńp Ym—11p 

| o . . o o o - o ' c o o - o ' l o o - o c ą - c - o - : .  
(3.5.6) 

Q ł O I I O D I I I D O I . l I - I I O O I I I I U O ' I I I  

o 1 1 0 - 1  ” - 1  
1§xrs oxras Yap 21p 

Gdy weźmiemy ostatni wiersz należący -do (3.5.6) oraz o- 
statnie równanie należące do (3.4.2), a następnie gdy prze— 
prowadzimy rozumowanie analogiczne do wyżej opisanego, to o- 
trzymamy: 

' 1 1 ' o 1 o 1 qs q1s Y1p $119 
1 1 1 o 1 

q—1s 0xk—11s ĘY1p 1Y11p- 

I I I . . . . . I O D C U I . O I O O D I O O Ó I I . . .  

1 -1 1 1 
0x25 0x213 $113 33111) 

(3.5.?) 

Znając decyzję początkową wyrażoną równaniem (3.1.12) oraz 
biorąc pod uwagę ostatni wiersz układu wektorów (5.5.7) o- 
trzymamy: . 

(3'5'8) qxqs' Qx115' 331p, 3:11p 

.Poszukiwana strategia optymalna przedstawiona jest przez. 
układy wektorów podane w tabelach: (3.5.5) - (3.5.8). Wartos— 
ci składowych wektorów wyszozególnionyoh w wyżej wymienionych 
tablicach wektorów są poszukiwanymi wartościami ekstremalnymi 
badanego modelu. ' 

Podsumowując powyższe rozważania należy stwierdzić, że 
jeśli znamy wartość minimalną ostatniego równania należącego 
do (3.4.8). a. tym samym, gdy znamy wartości zmiennych nieza— 

'! 
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leśnych odpowiadające tej wartości minimalnej, wówczas korzyr 
stając z myśli przewodniej strategii Optymalnej przechodzimy 
do równania przedostatniego, następnie od równania przed— 
ostatniego do równania poprzedzającego itd. 

Mając stale na uwadze warunki zadania przechodzimy kolej- 
no od ostatniego równania należącego do (3.4.8) poprzez waza-*st- 
kie równania funkcyjne odpowiadające badanemu modelowi, aż 
dojdziemy do decyzji początkowej. 

Opisane rozważania są myślą przewodnią poszukiwania roz- 
ważań metodą programowania dynamicznego. 

4. Ammon mooms PRODUKCYJNO-wmseoamowmo 
D0 031.1o wezwań 

4.1. Uwagi wstępne 

Przystosowanie znalezionych równań funkcyjnych do obli— 
czeń.numerycznych wymaga wprowadzenia szereguznmmmh oznaczeń. 
Różnorodność oznaczeń, które będziemy musieli wprowadzić może 
spowodować w'pierwszym.czytaniu.trudności w uchwyceniu.myśli 
przewodniej obliczeń numerycznych. Z tych też powodów rozwa— 
żania niniejszego rozdziału rozpoczniemy od syntetycznego 
przedstawienia myśli związanych.z adaptacją .równań funkcyj- 
nych do obliczeń numerycznych. 

W pierwszym.kroku.naszych'badań.prowadzących do adaptacji 
rozważanego modelu do Obliczeń numerycznych, dokonamy podzia— 
łu.każdej zmiennej niezależnej występującej w modelu na rówh 
na części. Chodzić nam będzie przy tym o to, aby wszystkie 
zmienne niezależne występujące w modelu,'były podzielona pa 
te same co do wielkości równe części. 

Okazuje się, że gdy przyjmiemy powyższe założenie, wów— 
czas - jak wynika z badań.przeprowadzonych. przez Bellmana i 
Dreyfusa.- obliczenia numeryczne stają się szybsze z dwu po- 
wodów: ” 

1) wrwyliczaniu.minimalnych wartości funkcji, które musi- 
my stablicować, występuje mniej tychże minimalnych 
wartości, 



_?4. Rozdział ozwarty 

2) proces poszukiwania zmiennych niezależnych jest krót— 
szyq . . 

W drugim.kroku, gdy zostanie dokonany podział zmiennych 
niezaleznych, a tym samym podział parametrÓW' występująoych w 
modelu, wprowadzimy nowe zmienne przyjmujące wartości w punk— 
tach podziała. 

Poglądowo_powyższe 2 kroki przedstawić mozna na rysunku. 
Niech będzie funkcja Ii = fi (xi) określona w [av bi]. 1! wy- 
niku podziału.zmiennej ”Xi otrzymujemy: 

Ii = ( x ; ,  K ł .  X E , . - - , x g )  

rm,-› - 

:1 X Z ,  ' 'I . ' x r - 1 b  3 1 1 1  1 1  

Z założeń.podziału.wynika, ze 

Zwrócić należy uwagę, iż zgodnie z naszą umową dotyeząoą 
podziału zmiennych niezaleznych,nie możemy stosować w naszych 
rozważaniach ozonu: 

(k)_ hi.—ai x ..ai+1:———ń——- 
gdzie k = O,1,2....,n, gdyz wielkosoi 

bi ”Hi  hi. = T d la i = 1 . ' 2 | ł - 1 ' n  

są na ogół różne co do wielkości. 

1) Por-. R.:Bellman, S.Breyfus: "Programowanie dynamiczne" 5.91 
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mrzeci krok naszych badań będzie polegał na wprowadzeniu 
do funkcji kryterium oraz zmodyfikowanych warunków ogranicza- 
jących zmienne przyjęte w kroku drugim. 

W wyniku zamiany zmiennych, funkcją kryterium będzie suma 
funkcji zadanych skokowo w przedziałach określoności. 

W ostatnim czwartym kroku dokonamy adaptacji wyprowadzo- 
nych równań funkcyjnych do obliczeń numerycznych. Oczywista 
jest rzeczą, że problem adaptacji równań funkcyjnych do ob- 
liczeń numerycznych sprowadzi się do dokonania zamiany zmien— 
nych. 

4.2. Adaptacja funkcji kryterium do obliczeń numerycznych 

Zgodnie z wyżej podanym planem adaptacji badanego modelu 
do obliczeń numerycznych dokonajmy podziału na równe części 
każdej zmiennej niezależnej występującej w modelu, a następ- 
nie wprowadzony zmienne niezależne przyjmujące wartości w 
wspomnianych punktach podziału. ' 
Etapy pracy 
1. Dzielinnr zmienną 1:3 na równe cześci. 

Przyjmujemy, że liczba h > O jest wspomniana równą częś- 
cią. Niech Jhs przyjmuje wartości dla punktów będących 
punktami podziału zmiennej xrs' 
Wart ściom zmiennej Jts przyporządkujmy wartości ńmlmji: 
srs - sumując względem wskaźników: r ,  s , t ,  otrzymu- 
jemy :E'uE c ję  łącznych kosztów produkcji 1- surowców, w k - 
miejscach ich wytwarzania w 'I! - okresach, czyli: 

„..., źżźa<a> 
!=! 5-1 f-I 

2. Dzielimy zmienną 1313 na rome części. 
Przyjmujemy, że liczba h > D jest wspomniana równą częś- 
cią. Nieoh 31513 przyjmuje wartości dla punktów będących 
punktami podziału zmiennej I I'iS 
Wartosc iom zmiennej J:”  przyporządkujmy wartości funk— 
cji: Eris (3:13 — sumując względem wskaźników: r , i , s ,  t ,  
otrzymujemr funkcję” łącznych kosztów przewozu l - surowców 
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3. 

4. 

z k - miejsc ich wytwarzania do m - fabryk w T - okresach, 
czyli: 

(#.2.2)_ ŚZŻŻ  3:13 (Jim) 

Dzielimy zmienną YEP na równe części: 
Przyjmujemy, że liczba h > 0 jest wspomniana równą częś— 
cią. Niech LEP przyjmuje wgrtości dla punktów będących 
punktami podziału zmierśnej Yip . 
Wartościom zmiennej 'Lip przyporządkujenry wartości funk- 
cji: rip (Lip) - sumując względem wskażników:i,p,t, otrzy- 
mujemy funkcję łącznych kosztów produkcji w - produktów, 
w m - fabrykach, w ']! - okresach, czyli: 

(4.2.5) iiiripfiip) 1-1 y=: ra: 

Dzielimy zmienną Yżjp na równe części. 
Przyjmujem, że liczba h > O jest wspomniana równą częś— 
cią. Niech LŚ:-jp przyjmuje wartości dla punktów, będą— 
cych punktami podziałutzmiennej YiJP' 
Wartościom zmiennej Lijp przyporządkujem wartości funk- 
cji: fĘ-JP Lżjp) - sumując względem wskaźników: i , j ,  p.t. 
otrzymamy funkcję łącznych kosztów przewozu w —- produktów, 
z m - fabryk do n' - hurtowni, w T - okresach, czyli: 

(4.2.4) i ż i ż  lęg.-145.353) I I I f I IPSI  f l ]  

Gdy dodamy funkcje wyrażone wzorami: (4.2.4) - (4.2.4), wów- 
czas otrzymamy zmodyfikowaną postać funkcji kryterinm badane- 
go modelu produkcyj tlo-transportowego . 

Zmodyfikowanajunkcja kryterium podana w postaci sumy w/w- 
wzorów może być wykorzystywane. przy obliczeniach numerycz- 
nych. 
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4.3. Adaptacja warunków ograniczających do obliczeń numerycz- 
nych 

Przy adaptacji warunków ograniczających do obliczeń nu- 
merycznych korzystać będziemy z zaników przedstawionych w pod— 
punkcie drugim rozdziału trzeciego oraz nowych zmiennych wpro— 
wadzonych w poprzednim podpunkcie. Dla przejrzystości zapisu 
podzielimy rarunki ograniczające na niżej wszczególnione 
grupy. 

4- 5 - ’1- Elwin} 521121 1&5q znamion-33301011 nasze zaanga 
że. 9.111 Lozanna—3310219313 
W wyniku podziału 1:5 na części, otrzymaliśmy liczbę 

h > O będącą poszukiwaną równą częścią podziału badanych 
zmiennych. Załóżm'dodatkowo, że wielkości: ars, tags, cS zo- 
stały podzielone również na te same równe częścia). 
Niech więc : 

ti ”b _ 
bra = ą s h  I? : q ł z ' n o  u ' k  

Cs = k s h  t = 1 ’ 2 ’ o - u , _ T  

Ponieważ- zmienna Jia przyjmuje postać 'z przedziału 
[age, 13:5] , więc:- 

1 t . 1: . 2  1:. 
(4'3”) krab ś"— Jre é krsh 

Gdy uwzględniany dla potrzeb algorytmu wskaźniki EE,-S, wte- 
dy otrzymamy 

R .S' 1 't R S t R .S' 2 ‘b‘ 

[Z kram [Drag ZZ sh 
r - I  tar-'1 .rs! r-I I'=1 tel 

2) Zdajem sobie sprawę, że założenie współmierności parame- 
trcw występujących w modelu jest poważnym niedostatkiem 
teoretycznym, jednakże z punktu widzenia praktycznego za— 
strzeżenie to jest-mniejszej wagi, gdyż w razie potrzeby, 
parametry występujące w modelu można łatwo sprowadzić do 
wielkości współmiernych. 
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Mamy również 

12 S 
.o..<._ ZZJĘB «.; ksh 

r-1 m 

ozyli 

R .s' : 
(4.5.2) 338 ([ Z”]:Ęsh, min (ksh, Z gęsią] 

' T=1 FII T'! 1 

gdzie 

2 .s' 1: 
ląża = 25:253Ji9 r-I na 

w wyrażeniu. (4.3.2) 5 = 4,2...„1. dla każdogo R :. 1,2,...,k 
i każdego S : 4 , 2 , 0 0 5 , T o  

4- 5 - 2 - £9553. 632p: EEHEWJEEE‘.’ gait-1.932 ma 8.0229102 _ds 
2.103 3.9299 _DEEEŚEŁUEGE 
w wyniku podziału, $ip na części, otrzymaliśmy liczbę 

h„> 0 będącą poszukiwaną_równą częścią. Zakładamy dodatkowo, 
że wielkości: CĘP, dip, DP zostały również podzielone na to 
same równe cZęści. 
Niech'więc 

agp ; zqżph i : 1,2,...,m 

DP : t  t=1,2,...,T 

aioważ_ zmienna. LEP przyjmuje wartości i.przedziału 
[agp, agp] , więc: 

1 t . 1: ‘21: (4.3.3) qiph g Lip g qiph 
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Gdy uwzględninw dla potrzeb algorytmu wskaźniki n.e, Wte— 
dy Otrzymany: 

iź1qt he i ;  Lt ___; M£29}: h 
„na: 1P 1-1 -1 1P -1r=1 19 

Mamy- również 

0 i s  Lt < h 
Ś I - I f ' l  ii)-"" q'p 

czyli 

„(4 '4 S ( [ iźq t h min h. źźa t h n  5.) .5- ) ŁMp 1=1t=1 qip I 9-D l f=1r=1 ”lip 

gdzie 

5 ” 's  t wggap 
w Wrażeniu (4.3—4) P = 1 , 2 ” . . . W - d l a  każdego M = 1 ' , 2 , . . . .m  

i każdego S = 1 ' 2 ’ I I I ’ T l  

a. 3 - 3 - 2132921 area rewajeaeraaaaa Erwina iwaa 
6.0. 930.1 ica ań... a_a-393103 9.332. 
W wyniku podziału YEP na równe cześci, funkcje zapc— 

trzebowania na 3-13 surowiec w :L—tej fabryce w okresie t, 
można zapisać w postaci: 

? 
’l t __ t t 
Zia " ;Aiep Lip 

„ W niniejszym oraz następnych podrozdziałach przedstawimy 
wyłącznie przekształcenia algebraiczne warunków ogranicza— 
jżcych, gdyż interpretacja ekonomiczna parametrów oraz nie- 
:- wnośoi występujących w obecnych rozważaniach ,jest analo- 
giczna do szczegółowo przedstawionych wyjaśnień w rozdzia- 
łach pcprzednich, a przede wszystkim w rozdziale III, p..-2. 



80 . Rozdział czwarty 

Zgodnie z": (4.5.3) mamy; 
15 'I: 

E19.Ś 421315313 

_gdzie 

t " t 1 t t ' t '  2 1: 
E13 = JP:Jrfi‘iap qiph' His : ];Aisp qiph 

Po. wprowadzeniu wskaźników M oraz S otrzymuj emy: 

H E S  .. 6 ' 1  t 'I: 

"Weźmy chec-nie pod uwagę warunek: 

k _ 1  t 

P=1 

czyli dla zmieniających się M i S z (4.3.6) mam:-_ 

1r 5' 21‘s 
(45-71) ZZ:  3:15 = 221223 1=1 (*=! r- ; =1 r=1 

Ponieważ 

: z r  a' k 1: &-.$ t 
o 4 2251.13 «~s ZZ „h 

1 r.! :=: r - I  r-I  t=1 

”oraz 2'. uwagi na. (4.3.5), 3. następnie na Względw na.-równość 
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przy czym 3 = 1,2,...,1 dla każdego M =_. 1,2,...,-m i każde- 
. go S = 1 , 2 , . . . ' T .  

W szczególnym wypadku, gdy M = ’l oraz S = ’l i jednocześnie 
gdy R = 1,2,...,k wtedy mamy ograniczenie postaci: 

(4.3.9) _ 3313([0' „„CrżęshJ-IĘQ] 

4.3.4. Czwarta grupa warunków ograniczających przystosowanych 
_ _ _ — — _ — — — — u — — — — _ l — _ — — — — — - — — — — _ _ — — — —  

Przyjmijmy, że zmienna PEP’ przedstawiająca zapotrze- 
bowanie jętej hurtowni na p-ty produkt :: ekranie t ,  została 
również podzielona na równe cześci oraz niech liczba h >  _O bę- 
dzie wspomnianą równą cześcią. Otrzymamy nową zmienną przyj- 
mująca swe wartości w punktach podziału - nową zmienną oznacz— 
my przez: " n  . 
Załóżm dodatkowo, że ograniczenia ’ B  
dzielone na równe części, czyli: 

% :: 'b jp i ESP zostały po 

1: 3q1: 1 t › h -  .. 
3 3 1 ) : q  Gap 

„ t 4 t 2 1: 
Bip: garb: Gda 

Z warunku model-u wynika, że: 

1 t  < 1 t < 2 t  
639$ Par Gór 

Po wprowadzeniu zmieniających się wskaźników Maura-z- S. otrzy— 
muj emy: 

” S 1 1; F S 1 1: N S 2 1: (4.3.10) ;; odp.:; ;e2; Paps ZZ Gjp 
: : : - Jur-'lfl'l 

Weźmy obecnie pod uwagę warunek 
& 

(4.3.11) ; 1.231,.- "n 
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dla zmieniających się Ml oraz 8 z (4.3.11) many: 

(4.5.12) i ż : ?  idp' „ ; ; :  1n 

Ponieważ 

Ż); ŻŻah 
więc z uwagi na.(4.5.40) oraz (4.5.12) otrzymujemy: 

.? 1G ” ” . !  2 t 

(4.5.15) p' mi:(”, a 11.; G > 
LEMP([.P:;G§ 1 ; : 1 5  1p : != jp ' 

gdzie 
' A F . ?  In 

S _ 1: 
ŁmNp " ; ; ;  Lian 

przy czym p : 1,2,...,w -dla kazdego N : 1,2,...,n i każde- 
;50 S : 1 ,2 , . . . ,T .  

W szczególnym przypadku, gdy M i :  1,2,...,m, natomiast 
N = 1, i S = 1 otrzymujemy ograniczenie postaci: 

(4.344) ŁmPĘ (,[o min (zgiął), 29.10] 

14.4. Adaptacja równań funkcyjnych do obliczeń.numerycznych 

zwal przewodnia adaptacji równań funkcyjnych do Obliczeń 
numerycznych polega na dokonaniu zamiany zmiennJch w kai dej 
znalezionej w poprzednim.rozdziale grupie równań oraz w capo-. 
wiadającgm danej grupie równań warunkom ograniczajĄcym. 

Z przedstawionych badań.wynika, że zmienne występujące 
w nas zych roza .rażaniach można podzielić na dwie.klasy. Do kla- 
sy 4-ej zaliczymy tzw; zmienne podstawowe, do drugiej klasy 
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eeliozymy zmienne pomoonioze. Przedstawmy poglądowe powyż- 
szy podział. 

Zmienne podstawowe 

ciągłe skokowe 

t . S t xm m KRS Jm m 035 
t - t 

xrie lub KENS ' iris lub JEMS 

YEP lub YSMP LEE lub Lip 

- _ t  . _  t - S Yijp lub 15m I.iap lub Imp 

Zmienne pomocnicze 

ciągłe skokowe 

R S t _. R S ": 

uga : „Z::Xre . RES : :E: Jka 
1= h l  r=1 (=1 

„a 1! 5' t .a 1K 6? t 
USRMS : Z xXx-ie fills = Z Z Z  Jris r=1 1:1 t=1 r:: f=1 t=1 

vs f it s ”it : I = L '  
MP 1—1 rc: ip LMP -z t=1 P 

_ :! nr S' :! n r . ?  
_ ' t S _ t Vine * ; ; ;  Yijp Łnm'p- - 1—: ZZ Lijp ._ „fa-=: :=: 

W wyniku.pod3ialu parametrÓW'występujących1nnmdelu otrzy— 
maliśmy nową ich postać. Dla ustalenie uwagi podajmy zosta? 
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wienie parametrów, z których korzystaliśmy przy wyprowadzeniu 
równań funkcyjnych (prawe strony niżej wyszczególnionych rów- 
ności) oraz z których będoicmy korzystali przy podawaniu rów- 
nań funkcyjnych przystosowanych do obliczeń numerycznych (le- 

na strony niżej wyszczególnionych równości). 

Zestawi enie parametrów- 

1: _‘1t 1: __2t ' ____ 
aro kroh' bra "' krsh' C5 " ksh 

lub 

o _ 4  s 2 .  “as“ l"Isiah!" bns” kśsh 
t _ ’ | 1 :  fb _ 2 . t  _ 

Gin " q.:ŁDh' dip " ‘1 p-h' DP " qph 
lub 

1 s  s a s  = 151 d -  = 6339 “new up %h 
" - t _ .  1: 11: __t , s  i s  1 . s _ _ ,  “is - ZA... qiph " Eis 1m: Aue = ‘Msp gach " @@ r.! y=: 

„ a _ i ?  E t t a - H “  lub„s _ i s  2811—5n 
A'i.~=z"- _ i s p  qip " is n "  Ahlen q "' ; 

P: ]  2:1 

{ 1 7 - 5 1 3  _ 1 ' 1 3  I ! "  _ 3 3  _ ' 1 5  
B'JP " qh " Gap lub ESRB " qh " GNP 

„ t _ ł I - . t . _ 2 t  „ s .  3 ' s  = 2 3  

4.4.4. Adaptacja decyzji początkowełEłgbłificśfgmjgianłcg 

W celu jasnego przedstawienia istoty adaptacji wypro- 
wadzonych równań do obliczeń numerycznych, przepi—szem decy- 
zję początkową wraz z odpowiadaj ącymi j e j  warunkami ograni- 
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czającymi, a. następnie zgodnie z uwagami wstępnymi niniejsze— 
go rozdziału dokonamy zamiany zmiennych.” 

Pierwotna postać decyzji początkowej” 
i odpowiadające jej  warunki ograniczające 

11 —1 —1 —1 —1 _ 
E11 ”15' U115i V1111 VHP) '- 

z 1 ,] - 1 1 "' 1 1 w ' = 5315613) + 251456415) +;f1p6f1p) *;],fąmęrllw) 8'1 S=1 

3:115 ą x:!ls Ś min (05’ 1°13) 

o i s  x:;„e 1111116035, 45) * 

0:]n _YĘP g min (DP, dill?) 

1 'I 1 0 g Y11p< min (an), 311)) 

Zmodyfikowana postać decyzji początkowe; 
Przystosowane. do obliczeń numerycznych 

(4-4-1) F11 (K'xs' K113! Ł1p' E111): 
I I _ Ir Ir - 

1 1 '1 1 1 1 'I 1 = g15<71s> + 2311561113) * 23.41.41) "' Z f11p<Ł11p> 

Należy zauważyć , że: 

—1 __ 1 1 
E15 " (31:1' K12"'*'K11)=(J11' J121°”1J11) 
- 1 1 K113 = (K111! K112"”'K111)= (J111' J112""’J1’11) 
*1 1 L1P = (II/1'", L12,  . o . . Ł 4 W ) =  (L11’L1L42’ . | I ’L I 'W) 

1 1 Ł11p : (Ł111' I'11211-111'1111)'1):(1"l’l’l’ IM?""'L'”W) 
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Zmodyfikowana postać warunków ograniczających 
przystosowana do obliczeń numerycznych 

1x231: é J23 ś.. min (ksh, 2dsla) 
- 'I 
04.1113 Ś min (2193' H'I” s) 

'I 1 1 2 '1 <11t Lqpé min (qph, qąph h) 

1 2 1  2 'I 

W obliczeniach numerycznych należałoby stablicować wartości 
funkcji kosztów produkcji i kosztów transportu zarówno surow- 
ców jak i produktów, w wyniku czego otrzymalibyśmy odpowiada— 
jące wartości funkcji: 

FM (;|-43,34 dis' z”lp?" Ł'I'Ip) 

Oczywista jest rzeczą, ze wartości funkcji należy brać w punk- 
tach uzyskanych w wyniku podziału zmiennych niezależnych. 

— — - _ - - _ - — — l _ — — — — _ - — — —  _ _ _ — _ _ _  

— _ - — — — _ - — _  

W wyniku zamiany zmiennych w równaniach (3.4.2) otrzy- 
mamy modyfikowaną ich postać przystosowaną do obliczeń nume- 
rycznych. Będą to równania postaci: 

(4.4.2) EĘZ'I (Ll, za, Ł,” 2.2) = 

. = MHLŻIISŁS (Jłs) "' 28313 (Ja”) "' 

+ F5?“ (E': " Ją' K2 '_' Jar 2.1, La)] 
dla R = 2 ’3 . ’ . I l l ’ k  
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gdzie 

1 
J1 = (5.31. J R 2 " " ' J ; 1 )  

2J1 R 1 
K H W  '].1'2' ' ' ' ' : J r l )  

T'! r -  r.: 

. _ 1 1 1 ' .  J2 " (JR11'1, s'm' Jan) 
R 1 : 1  I 

Ka =(;Jr11'ź J;::-1:2"“" J 1‘11) r= r- 

1 1 " " " 1 Ł/I : (L11, £12,....., L1W)=(L11’ L 1 2 9 0 - n j  Ibb”) 

1 1 " " " :12: £111, £ 1 4 2 . . ' . ’  Ł11W>=(L1ą1'  I I112| . . -_,  L11W> 

Zmodyfikowana postać warunków ograniczających 
przystosowania do obliczeń numerycznych 

Jas ( [  kmh' 2km] 
dla każdego 

Kas : 4:111:81}, min (ksh, : 214-311)] 

spełniającego nierówność: 

n—z - 
1 1 1 1 . 2 1 

I; krshg KRS ' ”JRB'Ś' min Q‘s h" Ż kJ.-sh) 
r=1 

1 jednocze-śnie gdy a = 1,2,...,1 dla każdego R = 2,3,...,k, 

' czado. m (w. 19] 
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dla każdego 

331.40” “‘10: 1.33... HQ] 
spełniającego nierówność 

3-1 
1 1 _ _ 1 1" 

0 Ś KR'la " JR'la Ś min (';krsh' H13) 

i jednocześnie 

1 1 . 

i jednocześnie 

2 1 2 
O é L111) Ś m1n<q4p,  Gap) P = 1.2,”... ,W 

4.4.3. Adaptacja drugiej grupy równań.funkoyjnych-do obliczeń 
ĘĘEĘĘĘEEC'""'—””_”'_'""_"_"'—”f" 
Dokonując zamiany zmiennych w równaniach (3.4.4) otrzy- 

mamy zmodyfikowaną ich postać przystosowaną do Obliczeń nume— 
rycznych. Będą to równania postaci: 

(4.4.3) Egg (Kk. K4, Ł ,.Łą) : ' 

k z 1 1 k I 1 1 
=min1::i:2:;3&e<}i€) + ŻŻZŻ:„5.M. (łona) + 

r-Lr- I ' l l - ' I  

+ gift!) (za?) +;fłąp (#up) + 

+ B31211 (Kw Kx. " Jm I?» " L1! Łe " La)] 
-d1a M = 2,5, . . . ”111- 
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Przy czym.wektory Kk, K4, ŁB' L4, Ją, L1, LE mają.peetać: 

Ek: J — C ź n '  ;J 'TJ:*2"""1;'I J“) 

4=ZJe1ŻJ  gm....,1:‘72~1) 
]? Ef 

)1 

Ke :  J C ź ź  Jri‘l’ i i i “  r12""' Z;Jr11) 
Pili-1 I1 :I . 

1 1 1 H=<Lw1mvw1m> 
H" H H . Ł : L ,;L.,..., m) 3 Q; 11 l_ 12 1; 

' 1 1 1 I'22 = (LEW Lwa"-'" Lwa. 
If 1 lf '» 

% =(;I'111' 125112!" " 1213111») 

Zmndyfikowana postać warunków ograniczających 
przystosowana do ebliczeń numerycznych 

k k 1 - 1 1 2 1  maaz eh.. M i )  3 )] 
r-i f l !  r-1 

gdzie 5 = 1,2,..., l i jednocześnie 

„z, „54% mne—;x )] 
([;E'ła. MHCŻHŁ 1:121:39] 

dla.keżdego 
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spełniającego nierówność 

”" 1 1 k 1 w 1 k 1 z; 315 $ Kuna ”1;e% ”n(;Hu' ŁZE—ah) 

gdzie s = 1,2,... ,1 dla.każdego M.:  2,3....,m 1 jednocześ— 
nie ' 

LMp(E[M q h '  '2q łph ] 

dla.każdego 

31126 [;qqłph' mi” @?h, Ż ago)] 

spełniającego nierówność 

"'11,”; 1 1 mi 
N q I‘llllp"'1'1!llpS ‘1 qph'1_12q1ph 

gdzie p . :  1,2,...,w* dla każdego 2M = 2,3,. . . ,m i jednocześ- 
nie - _ 

mdo, 1:11:1(2 gwn,- 213,19] 

dla.każdego 

1 1  mqo, ma(aG1p' IŻ. 911:9] 

śpałniającego nierówność 

H—I 
- . 1  1 2 1 2 1 o s %. - nś min(G1p›Z 111,19 

861319 P = 4 , 2 ,  . o o , W  d l a  każdego M : ~2 ,5 ,  . .  . 'm'  
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4.4.1}. Adaptacja trzeciej grupy równań funkcyjnych do obli— 

Dokonując zamiany zmiennych wréwnanmch (3.4.6) otrzy- 
mamy zmodyfikowaną ich postać przystosowana do obliczeń nume— 
rycznych. Będą to równania postaci: 

(1mm) ' 3:; (Kk, Km, ih, 2.5) = 

= mm + a; + a; + «a> + Faq a. a e - a>] 
gdzie N : 2 ,3 , „ . ,n .  

Wektory występujące w w. trzeciej ,grupie równań mają, postać: 

<w: ż > !=! 

m 1: 

en.-= @L11.ŻL12„„.Ż „) 

w(Żnł'w ;L;m,...,ŻL1mD 

Ponadto przez: Q:], Qł' QQ, Q:: oznaczyliśm funkcje kosztów 
produkcji i transportu, czyli: 

;
P
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Zmodyfikowana postać warunków ograniczających 
przystosowana do obliczeń numerycznych 

.k k' k 
1 1 1 - 2_1 

: Jrs [ Z  krsh' min (ksh' z eh)] 
r-I r: :  P= ! 

gdzie 3 = 1 ,2,. . . ,1 i jednocześnie 

mmm „n(;a' .;ą )] 
r-I 11-1 

Edzia 3 = 1,2....,1 1 jednocześnie 

1 1 ”  2 1 ' 
:11'11) ( [ i  qiph ' mnę-11311! ; 9.113] 

1,2. . . . ,1  1 jednocześnie 

” 4 4 4 1 m 2 '- flLi€[ GN p min (2 GNP, q 3t 
”31  j=1 _. 

dla.każdego 

ZI1a ((£q :lp' ”” (gag-1:1: 911911)] 

spełniającego nierówność 

1 1 „,; 4 Z 4 224351132" 
ju.-.I 1 ' = " 1 " z f .  

gdzie p 

gdzie p = 1,2, . . .yw dla każdego H ” :  2,3,. . . ,n.  

4- 4- 5- Fabaceae .2 awa 33313: 333132993 33552332 31°. eby—„99.83 

Weźmy pod uwagę ostatnią grupę równań, czyli.równ&- 
nie (3.4.8) i dokonajmy jak zwykle zamiany zmiennych. Otrzy- 
mamy grupę równań.przystosowaną do obliczeń.numeryoznyoh. 
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Będą to równania. postaci: 

(4.4.5) Pf; (K , xe, 2.6, 1,7) = 
=: min[Q5+Q6+Q7+ Q3+ +(FkS-1K5 " 5! KG- JG' 'GTLl-IJ Ł? -I|5)] 

gdzie 8 : 2,.5,...,T 
Wektory występujące w mu. czwartej grupie równań mają, postać.: 

]: k k 
JS : gag}! gfi22-w Edi-1) 

55 = (;;Jrv iż? r"2" " Ś; 3:1) 

JG ”(Śpię-w ;;Jgatz'm' ;? ”TŻ—11) 

6 = (ŻŻŻJL 1W" grit-:3 Dru) 

a =@L§1,;L§2,..., ini) 

Łe -(Z§2:L11'2.3,L§2v~2:2: Ł) 
”423211315 2:n 5223,13) 
"? "' (2,52%: gm) 

Ponadto przez ąż. ąż, Gg, QŚ oznaczyliśmy funkcje kosztów 
produkcji :I. transportu, czyli: 
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%ŻE;;:;SĘS (his i Q2 źźżxź: ŚĘ is( (r ie) 

= 22911: (LS P) : Q Ś Ś Ż ;  fide (Lina) 

Zmodyfikowana postać warunków ognaniczających 
przystosowana do Obliczeń numerycznych 

Gdy s = 1 ,2 , . . . , l  dla każdego S = 2 ,5 , . . . ,T ,  'wtedy: 

' k 1 S łk 2L8  
źJŚq  kreh' min (ksh' Z ' sh) 
r : !  r : !  .I"! 

adla każdego 

ligą; =: Egan, min (Rah, ii 2313310] 

spełniającego nierównpść 

„ I :  krshśK-Ęs-  1:035 4min<kh,s : 1 :  2kmn) 

i jednocześnie 363’ 3 = a1 ' B ' - c u g ] .  d l a  k aŻ n U  S :  2 , 5 , o o u g m '  

;; [ „<; Ragga] 
dla każdego 

spełniającegą nierówność 

232328 Łźżfeżażźfesa 
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i jednocześnie gdy p ' :  1,2,. . . ,w dla każdego S = 2,2,...,T, 
wtedy 

S 1 S 2 S Że [Ż (%h' ?; "@] 
dla.keżdego 

1.31:4 iż 45:91” min ( t '  i ż  ggg] x q t q  

spełniającego nierówność 

:21 qiph & ŁSI- ;LSP < min Gagi :gqipłD 
.f-If=! 

i jednocześnie gdy p = 1 , 2 , . . . , ' w  dla każdego S =  2,5....,T, 
wtedy 

1 s 2 cs ” 2 s ' 
Z;L13p€ [ E G  Gap" minac; dp'jq ‘1i] 

dla każdego 

e ” 8 1 1 :  " 21: “ S a t ;  
I’nm mnp [ZZ Gim" Ming; Ga'p’ Z): 911139] i n !  f:." 

spełniającego nierówność 

i ż ?  s p  (ŻE—at “ — 1 2 1 : -  fiélam —;2:;LS £E.min. ;[: G„„ĘE: q_ %:) 
„;*-1 w Gap ”9 -1 ap :=: r»: ip 

na podstawie analizy struktury równań funkcyjnych przed- 
stewionych w zmodyfikowanej postaci łatwo zauważyć, że znale— 
zienin wartości optymalnych badanego modelu jest możliwe je— 
dynie przy zastosowaniu elektronicznej techniki obliczenio- 
wej. 
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Pamiętać przy tym należy, że myślą przewodnią poszukiwa— 
nia wartości optymalnych jest strategia optymalna opisana w 
rozdziale III. 

5. DODATEK - PRZYKŁADY LIGZBOWE 

ż5.1..Badanie niesprzecznosci modelu 

Przypuśćmy, że należy Zbadać niesprzeczność modelu, 'w 
którym funkcja kryterium ma postać: 

Niech pierwsza grupa warunków ograniczających ma postać: 

2:: w.;;zzecz źźrifssa 
i=1151 

7 

Z: 2.": xm = 31555: Z: Ż s =  77328 
ITP-1 

Dane liczbowe dotyczace ograniczeń produkcji surowców i 
produktów, jak również zapotrzebowania hurtowni na surowce 
przedstawione będą w kolejnych niżej wyszczególnionyoh.tabe- 
lech. 

myślą przewodnią naszych.rozwiązań 'będzie zbadanie, czy 
'w warunkach opisanych. w zadaniu zasóby surowców wystarcza do 
wyprodukowania produktów rozważanych w zadaniu. ' 

Sądzie należy, że do interesujących faktow niniejszego 
podrozdziału należy pokazanie sposobu obliczania ograniczeń 
zapotrzebowania fabryk na surowce, gdyż pokazujemy przez to 
związek między produkcją produktów, a produkcją surowców. 
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Tabela I 

Dolne ograniczenia produkcji produktu 'I—go rodzaju wytwa- 
rzanego w 8 fabrykach i w pięc iu okresach. 

CĘ1 031 051 021 021 061 031 031 i 
011 2 _ 1 2 0 3 2 1 2 
0E1 4 3 2 o 5 3 5 5 
055.1 . 4 3 2 2 4 4 3 4 

021 5 4 3 3 4 5 3 5 
Civ] 6 4 4 5 6 _ 6 4 6 : 

Wniosek: suma dolnych ograniczeń produkcji produktu '1—50 ro— 
dzaju wynosi: 133, czyli: 

8 5 1: 22cm = 
j=1r=1 

Tabela II 

Górne ograniczenia produkc produktu 1-50 rodzaju wytwa- 
rzanego w B fabrykach i 5 okresach 

531 631 d§4 “£1 521 “21 “31 531 
dlfl 70 so 110 0 110 120 90 100 
531 120 100 120 0 150 160 120 170 
624 140 120 140 60 200 200 150 200 

.624 160 1401 160 120 210 240 150 270 
62,1 200 ' 180 190 200 280 280 160 300 

Wniosek: suma górnych ograniczeń produkcji produktu 'l-go ro- 
dzaju wynosi: 8300, czyli 

8 
'I: _ 
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Tabela I I I  

Dolne ograniczenia.produkoji produktu a—gofrodzaju wytwa- 
_ rzanogo W'B - fabrykach, w 5 okresaoh. 

032 ”32 °§2 032 0E2 022 032 032 
022 0 1 0 2 5. 2 5 1 
0:2 o 5 0 1 7 5 '3 2 
022 o 4 5 6 a o 5 4 

022 2 5 5 a 9 5 4 5 
022 2 5 5 a 9 5 4 5 
032 a 7 a 10 ' 10 6 o 6 

Wniosek: suma dolnych ograniczeń produkcji produktu 2-30 ro- 
dzaju wynosi: 151,50231iz 

t 
ź ;  2°12 = 15" 
1=1 ts! 

Tabela IV 

Górne ograniczenia produkcji produktu 2—go.rodzaju wytwar 
rannego w 8 - fabrykach, w 5 okresach. 

312 aga _dg2 dia 132 age d32 aga 
ale 0 100 0 so 100 150 „ 70 190 
dia 0 _ 150 0 120 150 200 100 210 
222 o 200 120 100 .170 250 120 250 
dia 1 00 250 200 220 . 210 2 50 100 2.50 
dig 200 270 250 500 290 550 ”250 500 

Wniosek: suma górnych ograniczeń produkcji produktu 2—g0 ro— 
dzaju wynosi: 6700, czyli: 

dt 1 2 "  —6700 
.:.-1 !=! 
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Tabela”? 
Dolno ograniczenia produkcji produktu 5—30 rodzaju mykwa? 

rzanego w 8 zakładach w ' 5  okresach. ' 

CE; 035 GE; GE; GE} 025 ' 035 cg; 
023 2_ 1 2 5 2 1 ' 4 1 
cg} 5 5 4 . 4 2 1 5 1 

023 4 5 o 4. 5 2 s 1 
025 4 6 o 4 5 2 6 2 

023 5 7 a 5 4 5 7 ' 5 
Wniosek: suma doioych ograniczoń.produkoji B—go .rodzaju.wy— 

tworzonego w 8 zakładach, w pięciu.okresach wynosi: 
141, czyli 

Tabela VI 
Górne ograniczenia produk0ji produktu 3—30 rodzaju.wytwa- 

rzanego w S_zakładach w 5 okresach. 

dĘ5 535 035. dĘB- dga 033 535 aga 
023 120 190 . 150 150 100 140 120 150 
GE; 100 210 200 200 150 100 180 170 
023 220 270 '250 240 200 200 24o 250 
dis 200 550 250 500 250 250 * 260 270 
023 500 400 550 500 500 550 200 550 

'Wniosęk: suma górnych ograniczońlprodukoji produktu..5-so ro— 
_ dzaju wytwarzanego w B zakładach, w 5 okresaoh.wyno— 

si: 8960, czyli: 
8 5 

=1 =1 

t 613 = 3960 
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Tabela VII 

Dolne ograniczenie zapotrzebowania na.piarwszy produkt w 
sześciu.hurtowniaoh, w 5 okresach. 

' 31'1 ' 331 ' 331 ' 3:1 ' 321 ' 321 
› 13:51 8 10 15 10 4 15 
› 391-1 10 12 15 15 10 ' 17 
› 331 12 18 17 25 12 18 
› BEE-I 20 20 25 50 16 20 
' 8351 20, 20 20 50 18 22 

wniosek: duma dolnego 
przez szoa 
czyli: 

;: 
I I I .  

£ 
’n =-504 

zapotrzebowania na pierwszy produkt 
hurtowni w pięciu okresach wynosi: 504, 

Tabela.VIII 
Górne zapotrzebowanie na pierwszy produkt W'pięoiu okre- 

sach przez 6 hurtowni. 

" 133171 " 331 ” 331 " BĘ1 " 331 " 331 
" B31 18 17 20- 15 12 20 
” 83,1 22 33 20 25 18 50 
:"n 30 40 50 55 20 40 
”33h. 30 25 35 37 21!- 10 
”834 32 25 35 43 26 45 

‘Wniosek: suma górnego zapotrzebowania na pierwszy produkt 
przez sześć hurtowni w' pięciu.okresaoh wynosi: 652 
jednostki, czyli 

;: i”?! = 652 
.1 T=1 
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Tabela II 

Dolne ograniczenie zapotrzebowania na drugi produkt w 
pięciu okresach przez sześć hurtowni. 

' 3'113 2 ' 332 ' 322 " 3K2 ›, 332 ' 322 
r 332 7 4 e 10 42 is 
= 1332 40 16 10 ’15 ’18 13 
’332 45 24 15 18 21 17 

› 332 20 30 22 22 29 24 
›332 '50 50 25 55_ 50 50 

wniosek: suma dolnego zapotrzebowania na drugi produkt_przez 

6 57 t 
Ę ; ,Bja : 55‘1- 
J'" ’1 

Górne ograniczenie zapotrzebowania na. drugi produkt w 
pięciu okresach.przez sześć hurtowni. 

sześć hurtowni w pięciu okresach wynosi: 554, czyli 

Tabele.x 

” 53:12 ” 332 ” 322 ” 322 ”332 " 322 
„1332 20 45 1B 20 15 ”l'? 

" 532 25 25 22 30 20 235 

"Bg 25 55 50 40 50 27 
r’Bgé 50 44 53 50 55 55 
51332 ąo 56 qa 60 40 45 

Wniosek: suma górnego zapotrzebowania. na drugi produkt przez 
sześć hurtowni w pięciu okresach wynosi: 750, czyli: 
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pięciu okresach przez sześć hurtowni. 

Tabela.XI 
Dolne ograniczenie zapotrzebowania na trzeci produkt w 

' 335 ' 355 ' 325 'BĘ5 'Bga '335 
' 1333 8 1o 6 a 40 42 

51335 42 22 42 3 1o 15 13 
mg; 20 28 28 45 20 20 
› 33‘; 50 50 50 25 25 25 

’33.} 40 50 54 52 40 I 50 
Wniosek: sume dolnego zapotrzebowanie na trzeci produkt przez 

sześć hurtowni w pięciu.okresaoh wynoei: 665, czyli: 
5 5' 

; ;: W;; = 665 
j :  =1 

TabelaIXII 
Górne ograniczenie zapotrzebowania na trzeci produkt w 

pięciu okresach przez sześć hurtowni. 

"31f; ”335 ” 335 ”BX; ”BEE ” 335 
" 1335 20 I 20 40 45 — 20 20 ' 
" 1335 50 50 45 20 50 50 
”33335 50 40 20 50 45 55 
" BŚ; 60 50 25 55 50 45 
” 13?5 so 90 45 45 70 50 

Wniosek: sume górnego zapotrzebowanie na trzeci produkt przez 
sześć hurtowni w pięciu okresach wynosi 1125,0zyli: 

& .; 1: 
Ę ;  ”1333 =.- 4425 
Ja =1 
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Dokonajmy obecnie zestawienia wyliczeń.uzyekanyoh w wyżej 
przedstawionych tabelach. Weźmiemy kolejno ograniczenia pro- 
dukcji, produktow i-go, Z-go i B-go rodzaju.oraz ograniczenia 
dotyczące zapotrzebowania na ww. produkty. 

Łączne ograniczenia produkcji produktu 1-go rodzaju, wy- 
liczone w tabelach I i II umożliwiają nam zapisać nierówność: 

t (01) 1-14 Q 21'“ a 3500 

Łączne ograniczenia zapotrzebowania na pierwszy produkt, 
wyliczone zostały w tabelach VII i VIII, otrzymujemy więc: 

(02) . ' 504422344 652 
I: r.: 

Poniewaz zakładamy,że planowana produkcja pierwszego pro— 
duktu.wytwarzanego W'B zakładach w 5 okresach musi być równa 
zapotrzebowaniu na tenże produkt w 5 DIE-688.611 i sześciu hur- 
towniach, więc otrzymujemy: 

(03) . Ż ŻYŁ  =ŻŻP34 
I " !  I"”! J : !  fl.? 

Uwzględniając nierówności (01) oraz (02) w (05) otrzymu— 
jemy: 

! J 
(04) max (114,504); 22314 min (8300,652) 

'I fil 

czyli 

48 : i :  t 

(06.) some I .  < 632 
IgE-:.! 1'1 

Nierówność (06) jeet pierwszą informacją dotyczącą usta— 
lania wielkości produkcji, produktu.pierwezego rodzaju. Oate- 
teczne ustalenie wielkości produkcji produktu pierwezego ro- 
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dzaju może nastąpić dopiero po analizie zasobów surowców nie- 
Zbędnych do wytworzenia produktu 1-30 rodzaju. 

Weźmy obecnie pod uwagę produkcję produktu..2-go rodzaju 
i istniejące zapotrzebowanie na tenże produkt. Z tabel I I I  i 
IV'oraz IX 1 X.otrzymujemy: 

J 

(07) 151 sfizrga s 6700 
i r !  i'll 

8 5 

(os) 554 sZZPga < 750 
_ j=1fu1 

Poniewaz: 

czyli 

5' 

(09) max (151155!” Ś ŻZYĘŻ  Ś min (57001750) 
1'1 fal 

więc 

8 5' t (010) 554 a): D12 s; 750 
' i=1 I‘ll-1 

Podobnie rozumując w stosunku do produkcji produktu 5-50 
1 zapotrzebowania na tenże produkt otrzymamy z tabel'V 1 VI 
oraz XI i XII następujące nierówności: 

14-1 ąż i tb & 8-960 
.i III !!"-1 

8 5 

6.65 g: EPE; < 1125 
j-I r:: 
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Z uwagi na to, że 

1-1 r=1 j-I r-1 

otrzymujemy 

' a : 
(011) 665 ąz 2223,53 4 1125 

1-1 w 

W zbudowanym modelu produkcyjno-transportowym ustaliliś- 
my, że zapotrzebowanie i-tej fabryki na s—ty surowiec w t-tym 
okresie w celu wyprodukowania "w" - produktów, wyraża się wzo- 
rem: ' 

W" 
13 - t 

"'" Ellis}: Iip 
?” ' 

Ponadto wykaZaliśmy, że: 

t 13 w ”b 
nie Ś Zis Ś Ais 

gdzie 

3 : i  oip' Ais =Ż1F141',A:I.s_t_›315113 
P“! 

W rozważanym przykładzie liczbowym przypuśćmy, że do wy- 
produkowania każdego z trzech produktów potrzeba c o  najwyżej 
2— - surowców. 

W wyniku powyższego założenia otrzymamy zwiazki: 

'(0'12) , "21 = 511541031 + 3242022 + 53315025 
(0.15) UL13:2 = Agenci "1 "' 3322032 + At 230:5 

(014) ”24 = 53149121 + Agi-«adgs + A14501135 

(015) ”‘32 = Agmdża * A11322‘3‘32 "' A1525315 
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W powyższych równaniach występują ograniczenia produkcji: 
G: , dip. 'Wartości liczbowe „wspomnianych ograniczeń produk- 
c j i  zostały podane w tabelach I — VI. 

Na to,  aby znaleźć ograniczenia dotyczące rapotrzebcwania 
każdej fabryki na nieźbędne do produkcji eurowce,mueimy usta? 
lić wartości współczynników technologicenych produkcji, ceyli 
musimy określić dane licźbowe na wielkości: Aiep' gdzie i = 
= 1929514151697181 t = 192951415: P = 4:235: 3 = 1:3- 

Wartości licowe 
współczynnikÓW'technologicznych.produkcji 

Tabela 1 

4341 A23M 1241 Alam. AE'M AE” 5311 A31*: 
QM 5 ' 9  5 5 3 2 e 4 
23,11 '3 4 2 4 2 2 ' 4 4 
221,1 2 3 'I 2 2 2 3 3 
A?” 2 5 1 2 1 4 2 3 
‘211 1 2 1 2 1 1 2 2 

. Tabela 2 

qm A342 15-12 &392 9342 *”423712 A15-92 A12:12 

Ałła 9 9 a 7 a . 7 7 6 
AER & 9 7 5 5 s 5 5 
2112 7 a 6 s 7 5 4 a 

2:12 6 a 5 a 6 c 4 3 

Am 5 _ 7 5 9 5 4 5 3 
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.Taibela 3 

537115 A315 1A151 5 ‘31; 15715 A11315 A$315 A313$ 
A113 12 12 11 10 10 12 11 11 
.4213 11 10 9 10 9 10 10 11 
42,13 10 6 7 9 a 6 9 1o 
1213 9 6 7 6 6 6 6' 9 
6315 ~ 6 6 7 B 7 6 8 9 

Tabela 4 

537121 A321 A321 A251431 A15321 A221 A321 A312 
Aga,] 16 16 17 19 16 17 17 16- 
4224 17 16 17 16 16 16 15 16 
Aim 17 16 16 15 15 15 15 15 
AŁ. 16 ' 15 16 14 15 14 14 14 
.4231 15 15 15 14 14 15 14 14 

Tabela 5 

Aifaa 3222 44-322 9322 A222 5222 9-7622 5-322 

6222 10 10 11 12 10 9 12 _ 15 

AE22 “0 9 8 11 9 9 11 1o 

4222 9 9 6‘ 10 9 6 10 10 
6:22 6 6 6 9 9 6 9 10 
4322 8 6 ‘7 9 6 7 9 9 
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Tabela 6 

"l'- t i: t t t t 
Jl*123 A2—23» ‘32; A423 A525 A823 A723 A823 

Ała; 21 2o 22 25 _ 19 21 24 20 

śa 20 18 18 23 19 19 23 13 
5 _ 

A125 20 17 18 20 18 18 20 16 

1:25 19 17 18 18 18 17 18 16 
5 " .- A123 19 16 17 16 17 17 16 14 

Współczynniki technologiczne produkcji przedstawione 'w 
tabelach ’l - 6 oraz ograniczenia produkcji wtvmrzanych pro- 
duktów uwidocznione w tabelach I - VI umożliwiają znalezie— 
nie ograniczeń.zapotrzebowania na surowce niezbędne do wytwap 
rzania rozpatrywanych produktów. 

Pierwszą grupa dolnych ograniczeń zapotrzebowania .na 
pierwszy surowiec W ' 5  — okresach oraz 8 fabrykach znajdziemy 
ze wzoru (O12). 

Dla ustalenia uwagi pokaźny sposób obliczania ogranicze- 
nia na 1-y surowiec, w 1-ym.okreeie- w ' 8  zakładach produkcyj- 
nych. Weźmy więc pod uwagę wzór: 

(0423) A11 = A111011 * *  
66313 i = 1 , 2 , c o 0 5 8 0  

Rozpisując wzór (0128) oraz uwzględniając, W'rozpisanych 
równaniach dane liczbowe z tabel 1 - 3 oraz I - V otrzy- 

1 1 1 1 
112012 + Ą1193131 

’1?” = 101110111 + A112312 + A141901131 = 5'2 + 9'0 + "'2'2 = 5° 
'131 = 1:41 cg1 + A312032 + 1213% = 4-1 + 9-1 8 12-1 = 25 

mg„ = 9.2110; + 8212822 +1213cgs = 5-2 + 8-0 + 11-2 = 28 

”‘11 = A4111031 + A112012 * 11115613 ""' 5'0 + 7'2 + ”073 = ” 
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1 1 'I "I 1 q 1 _ . . . _ 
!Ą5q ::)-541054 + A512052 + A515053 _ 3 - 3  + 3 3 + 10 2 _ 55 

'Ag1 
1 1 1 1 1 1 1 _ ’17,] 1171167,] + A742C72 + A715075 = 6-1 + 7 -5  + 11 4 

1 1 -  1 1 1 1 1 __ _ _ _ “81 = AS'I'ICB'I + AB'I2082 + AB'IBCBZ» .. 4 2 + 6 1 + 11 1 _ 25 

1 1 1 1 1 1 _ _ .  , .  _ _ 

71 

Tabela dolnych ograniczeń zapotrzebowania na pierwszy su— 
roWiec, w pięciu okresach, w 8 fabrykach. _ 

(Wym.-ki wyliczeń z równości: (012)) 

Tabela XIII 

131 'q ' E4 “in ' 34 . ,q "'31 ’q 
*Ag1 so 25 23 44 55 50 71 25 

'Aią 45 |89 40 60 49 34 7? 33 

'A21 48 71 62 76 98 44 75 38 

›AĘĄ 58 88 84 _ 86 82 37 7o 48 

'ĄĘ1 86 99 100 ”90 84 48 86 57 

Wniosek: suma dolnego zapotrzebowania na pierwszy surowiec 
przez 8 fabryk, w pięciu okresach wynosi.='2396 czy— 
11: 

8 5' z >: = „% 
1-1 til-1 
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Tabela dolnych ograniczeń zapotrzebowania na drugi sure-- 
wiec, w pięciu okresach, w 8 fabrykach. 

(Wyniki wyliczeń z równości (013)) 

TabelaJXIV- 

'A22 A32 'Agz 'Aga ’A§2 'Aga ’A32 'Aga 
'Ała 73 43 73 75 116 72 151 69 
'nie 123 129 86 156 129 94 195 36 
1222 143 169 154 170 136 123 195 96 
54?? 132 202 252 136 195 144 136 152 
”22 259 223 252 240 252 171 204 130 

'Wuiosek: suma dolnego zapotrzebowania na drugi surowiec przez 
8 fabryk,'w pięciu okresach wynosi: 6245, czyli: 

12::2EZ'A12= 5245 
1=1 f-I 

na to, aby wyliczyć górne ograniczenia zapotrzebowania na 
pierwszy i drugi surowiec, które są niezbędne do wytwarzania 
produktów pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju *weżmiemy 
pod uwagę nierówności (014) 1 (015). 

Dla przykładu.rozpiazmw równość (Ońą), aby wyrażnie poka? 
zać jakie należy poczynić wyliczenia, aby otrzymać potrzebne 
dane liczbowe. 

Niech więc będzie równość: 

_ 73 dt t t At ”A11 - A111d11 + A112 d 1 2 1 1 5  d15 

'W powyzszej równości t = 1,2,3,4,5 oraz i : 1,2,3,#,5,6,7,8. 
W wyniku postępu.wyliczenia widzimy, że z (014) należy utwo- 
rzyć 40 równań. 
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Wypiszmy dla przykładu osiem następujących równań: 

›44Ę1 = JLMĘŁĘ,I + AĘ120Ę2 + 4213623, gdzie t = 1,2,3,4,5 
#4434 = 4311031 + 4342632 + 2315033, gdzie t = 1,2,3,4,5 

”021 = igqnq + 2342622 + 2243623, gdzie t = 1,2.3,4,5 
#431 = 4&44024 + Afiqzdfie + 4215 E5, gdzie t = 1,2,3,4,5 
”4:1 = qnfi + 2242032 + 2345033, gdzie t = 1.2.3.4,5 

'”321 = A211521 + A212522 + A213%? 55519 t : 4'2'3'4'5 
nagą = 4341031 + qadga + qadgfi, gdzie 0 = 1,2,3,4,5 
”Agą = 2344634 + 4312632 + 2243635, gdzie t = 1,2,3.4,5 

Gdy, więc w równaniach (044) i (015) uwaględnimy podane W'PO- 
przednie zbudowanych tabelach odpowiednie dane liczbowe, wewn 
czas otraymamy wartości liczbowe na: '”q, ”0:2. 

Tabela górnych ograniczeń zapotrzebowania na pierwszy su— 
rowiec w pięciu okresach, 8 fabrykach. 

(Wyniki wyliczeń uzyskane z równości: (014)) 
Tabela XV 

"21,1 1650 5500 1960 2160. 2130 2970 2350 2970 
"AĘ1 2340 3670 2040 2600- 2300 3120 2760 3600 
"424 2460 4120 2610 3400 3190 3570 3090 3900 
”224 3440 4400 2910 3960 3310 2600 3160 3990 
"iż„ 3600 4650 5790 4000 I 3650 3760 3330 4470 

Wniosek: suma.górnego zapotrzebowania na pierwszy surowiec 
%ĘZBZ 8 fabryk w pięciu okresach wynosi:128160, czy- 

a 
Z i  ”AŁ = 126160 
I=I f==1 



112 Rozdział piąty 

Tabela górnych ograniczeń zapotrzebowania na drugi suro- 
'wiec w pięciu okresach, 8 fabrykach. 

(Wyniki wyliczeń uzyskano z równości: (015)) 

Tabela.XVI 

”A332 "5252 ”515:2 ”Ais ”3152 "Aga "‘32 ”832 
”Ale 5780 6240 5170 4640 4660 6550 5250 6870 
”że 5640 6550 5640 5920 6420 7400 7160 6960 

"Ała 6780 8510 7700 7800 8150 9520 8250 9180 

”4:2 8680 9710 8660 10460 10140 7780 10220 10600 
”AEZ 9700 10990 9950 8800 10750 10990 7970 9720 

'Wniosek: suma górnego zapotrzebowania na drugi surowiec przez 
8 fabryk, w pięciu okresach wynosi: 515220 czyli: 

5 ź D42 = 
It'-=! ta.! 

Zbadajmy Obecnie zasoby surowców, które są niezbędne do 
produkcji rozpatrywanych w zadaniu produktów. 

Tabela.XNII 
Dolno ograniczenia produkcji surowca 1-go.rodzaju'wytwa- 

rzanego w ? zakładach w pięciu okresach. 
t t - t 1; t t t 

E11 &21 &51 a41 IEL51 EL61 a71 
8;. 30 50 50. 50 70 80 60 
ai, 40 80 40 40 80 80 80 
331 40 _90 50 40 90 90 ”90 
ai] 50 90 so 50 90 9o 90 
ĘĄ 70 100 70 50 100 90 100 

| _ _ _  

'Wniosek: suma dolnych ograniczeń.produkcji surowca pierwszego 
rodzaju wytwarzanego w 7 zakładach,w pięciu okresach 
wynosi: 1960, czyli 

631 = 1960 
zm: r-1 
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rzansgo w 7 zakładach w pięciu okresach. 

41w 

Tabela.XVIII 
Górna ograniczenia produkcji surowca 1-50 rodzaju wytwa- 

bĘ1 031 b§1 bfi1 2E1 361 h31 
031 900 1000 000 700 1400 1700 -1000 
631 1200 1500 900 1100 2000 2200 1100 
631 1500 1500 1400 1700 2500 2700 1600 
02,1 2000 2200 2000 2000 2500 2800 2000 
631 2500 2700 2000 2000 5000 5200 2500 

Wniosek: suma górnźch ograniczeń produkcji surowca pierwszsgo 
rodzaju'wytwarzansgo w 7 zakładach, w pięciu okra— 
saoh wynosi: 64600, czyli 

7 
Z Ż 13:1 = 64600 
r-1 t:! 

. Tabela.XIX 
Dolne ograniczania produkcji surowca a—go rodzaju.oytaa- 

-rzansgo w ? zakładach w pięciu okresach. 

a3132 aga age age 9—?2 322 3—32 
035 70 90 60 110 100 90 00 
532 150 150 200 160 220 210 120 
032 210 200 500 270 500 550 200 
#2 200 500 550 560 450 400 500 

__;§2 550 550 400 500 600 500 400 
'Wnicsek: suma dolnych ograniczeń.produkcji surowca drugiego 

rodzaju wytwarzanego W”? zakładach, w pięciu okra— 
sach wynosi: 9160, czyli 

7 5 

Z :  bf? = 9160 
ralf-1 
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TEbelaiKX 

Górne ograniczenie produkcji surowca 2-50 rodzaju.wytwa— 
rzanego W”? zakładach w pięciu okresach. 

t t t t t t t 
' ”42- b22 b32 13‘42 b52 1’62 1“'72 

63,2 2000 2-500 1500 2000 ' 2500 2000 1800 

032 3300 4000 3000 3000 4500 3000 2200 

03.2 4500 6000 4000 4500 6000 4500 3000 

12:2 5600 7000 5000 5500 7000 5000 4000 

032 6000 8000 6700 9700 9000 7000 6000 

'Wniocek: suma górnych ograniczeń.prcdukcji surowca. drugiego 
rodzaju.wytwarzanogo w siedmiu zakładach W'pięciu o- 
kresach wynosi: 160400, czyli 

7' 5 1; 

Z _ ”ora : 160100 
ręrr=1 

Kolejnym.otapem.naszyoh wyliczeń.będzie zestawienie wyni- 
ków dotyczących ograniczeń.wvtwarzanych surowców oraz ogra— 
niczeń dotyczących zapotrzebowania na surowce. 

z tabeli XVII i XVIII wnioskujemy, że ' 

Z tabeli 2111 i XV'mamyz 

5 
.2396 6 1-1 2.1 z“ $ 128-160 

Ponieważ zakładamy, że: 
7 ź t 6 5 t  

EEZ- 'xrń =;;;;2E:Z£1 
PS.! «!*-1 = T'! 
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więc otrzymamy : 

5' 
(0-15) 2395 4:21:31 5 54500 

Zwróćmy Obecnie uwagę na produkcję i sapotrzebowanio na 
drugi surowiec. Łatwo widzieć, że: 

7 5 

9150 < Z x1132 < 150100 
I ' l l  tr 

Ol'-8.2 

a 5 
5245 g ;:::/232 4 515220 

. -  tn: › 

czyli 
7 

(017) 5245 < [£332 5 150100 
rq! ful 

Przy zestawieniu danych liczbowych dobyccących ograniczeń 
wytwarzanych produktów i ograniczeń.dctyczących zapotrzebowa— 
nia przez hurtownie przez wymienione produkty otrzymaliśmy ' 
nierówności:- 

555 (i ŻIŁ ś 1125 

Stwierdziliémy ponadto, że wyżej wymienione nierówności są 
pierwszą informacją dotyczącą ustalania produkcji. 
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Przedstawiając teoretyczne podstawy.modelu, wprowadziliś- 
my pojęcie średniego'współczynnika technicznego produkcji i 
wyraziliśmy powyższy fakt wzorem: 

m 
t 

1-21 r=1 Ais? 
Asp =""”ETĘ-Tr_—— 

Przy pomocy powyższego wzoru ustalić można wielkość produkcji 
-s—tego surowca w celu wyprcdukowania "w" produktów,otrzymsmy= 

W naszym konkretnym.przykładzie,gdzie występują trzy pro- 
dukty i 2 surowce należy wyliczyć z tabel '] - 6 wartości zepół- 
czynnika Asp' dla 5 = 1,2, oraz p : 1,2,3, pamiętać przy 
tym należy, że m.:  8, T = 5, czyli m + T = 13. 

W celu zbadania, czy zasoby surowców są wystarczające dla 
wyprodukowania każdego z trzech produktów, weźmy pod uwagę 
równości: 

c, = A'I’lfl'I ”"—Mena + ABD; 

c2 = Amr”! * A221’2 + A23133. 
;Łatwo-wyliczyć z wyżej wyszczególnionych wskazówek, że: 

AMF-f ?, A12 m ‘18, AHH 27 

A2] "'” 43' Aaa” 29' A23 "" 58 
'Weżmy pod uwagę ograniczenia dotyczące wielkości produk- 

cji poszczególnych produktów, i ustalmy, że chcemy wytwarzać 
następujące wielkości: - 

n,' = 504. D2 = 554. _ 135 = 665 
Zapotrzebowanie na surowiec pierwszego rodzaju w celu wy-- 

produkowania wyżej wyszczególnionych wielkości produktów ’I-go, 
2—go i 3-30 rodzaju wyrazi się liczbą: 
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(:1 = 7-504 + 13-554 + 27.665 = 31555 

Z nierówności (016) widzimy, że ograniczenia surowca 1-go 
rodzaju są zawarte w przedziale: 2396, 64600 ,czyli wzmianko- 
wana produkcję poszczególnych produktów możemy produkować. 

Sprawdźmy obecnie, czy"wystarczające są zasoby surowca 
drugiego rodzaju.w*celu.wyprodukowania trzech 'badanych pro- 
duktów. 

Gdy podstawimy wyżej wyszczególnione .dane _iiożbowe do 
wzoru: ‘ 

c2 = Ambi * Aaan-a "' A2393” 
*wéwnzas otrzymamy: 

02 = 43.504 + 29-554 + 58-665 = 77828 

'Wniosek: zasóby surowca drugiego rodzaju są wystarczające do 
wyprodukowania ww. ilości poszczególnych produktów, 
gdyż liczba 77828 należy do przedziału.okreś1onego 
nierówności (017). . 

Z powyższych rozważań stwierdzamy, że rozważany przykła— 
dowo model produkcyjno-transportowy jest modelem niesprzecz- 
nym.'Wiedząc, iż  model jest niesprzeczny należałoby przystąp 
pić do poszukiwania wartości minimalizujących. funkcję kryte- 
rium.i spełniających warunki ograniczające. 

”Można stosunkowo.łatwo napisać ciągi równań funkcyjnych 
wraz z odpowiadającymi warunkami, jednakże znalezienie warto- 
ści optymalnych jest możliwe jedynie przy uzyciu.elektronicz- 
nej techniki obliczeniowej. 

w celu potwierdzenia powyższej tezy w następnym paragra- 
fie pokażemy rozwiązanie najprostszego zadania metodą progra- 
.mowania dynamicznego i przez to,  wskażemy drogi jakimi należy 
postępować przy rozwiązywaniu konkretnych przykładów liczbo— 
wych. 

Wprawdzie wędrówki do osiągnięcia celu są długie i uciąż- 
liwe, jednakże w rezultacie stosowania programowania dynar 
nicznego otrzymamy rozwiązanie Optymalne, _czego byśmy nie 
osiągnęli stosując metody klasyczne. 
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5.2. Zadanie.przykładowc 

W celu jasnego przedstawienia idei programowania dyna— 
micznego, na których_opierają się wyniki naszej pracy roz- 
.patrzmy następujące zadania przykładowe. 

Znaleźć-wektor: 

XD :: (X2, X ; ,  i . . . " ,  X ; ) ,  

który spełniając warunki: 

5 x 1  = W, 

1:1 

”a1 % X i  ś.. b i ,  i = 1 , 2 , ]  I I ,m  

powoduje minimalizację formy: 

ifs. (xi) 
1=1 

Zadaniu_powyższemu nozna nadać następującą interpretację eko- 
nomiczną: 

fi (Xi) --dane koszty produkcji w i—tym zakładzie 

ai - dolne ograniczenia produkcji 

bi - górne ograniczenia produkcji 

'w - planowana produkcja W'm _ zakładach. 

Przy rozwiązywaniu zagadnień.metoda programowania dynap 
nicznego rozróżniamy 2 etapy (porównaj rozwazania rozdziału 
I I I  i IV). 

W pierwszym etapie poszukujemy-ciągu równań funkcyjnych. 
w etapie drugim.dokonujemy adaptacji wyprowadzonych_równań do 
obliczeń numerycznych. 

_ _ _ — _ — — — —  

Wprowadżny nową funkcję ĘM(W), M.:  4,2,3.....m. Funkcja 
FM (W) oznacza minimalne koszty produkcji w' M;- zakładach, 
wytwarzających łącznie W - jednostkach badanego produktu. 
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Oczywisty jest związek: 3,10?!) : i",I (W),  bowiem optymalne kosz— 
ty produkcji w jednym zakładzie, czyli F1 (W) muszą się row- 
nać kosztom produkcji w tym zakładzie. 

Znajdźmy obecnie związek między FMW) i FM—‘l (W) dla do- 
wolnego W oraz M. 

Niech EM będzie wielkością produkcji, które należy wy- 
produkować w M—tym zakładzie gdzie: 

'0 & EMŚW 

czyli aMśXMĘ  min (bm, W) 

Jeśli więc xm produkować będziemy :: M—tym zakładzie, :: ta- 
kim razie wielkość produkcji postaci: W — IM nalezy produko- 
wać w pozostałych M - ’l zakładach w taki sposób aby koszty 
produkcji były najmniejsze. _ 

Ponieważ optymalne koszty produkcji W - KM w M - 'I zakła- 
dach - jak wynika z definicji — wyraża FBI-'I (W - IM), nato- 
miast koszty produkcji w M-tym zakładzie wynoszą fm (XM), 
więc łączne koszty produkcji w M - badanych zakładach wy- 
niosą: 

f:: (XM) + FEM (w - KM) 
Naszym celem jest znalezienie optymalnych wartości XM, 

przy których funkcja kryterium osiąga minimum. W ten sposób 
otrzymany: 

1. 3,, (m = mmm”) + FM_1(W - aru-›] 
56213 M = 2 ' 5 ' ł - c ' m  

gdy H = 'I, wtedy 

2.  F1 (W) = f1 (X1)- 

”Minima równań (‘1) i (2) należy liczyć przy warunkach: 

5.. ane I” $min (bm, W). :: = 1,2...„m 
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mamy.- ___________________________ 
Podzielmy xm na równe części oraz w punktach podziału 

określmy nową zmienną np. I'M' 
Podzielmy również W na ww. części. Niech dane w zadaniu 
funkcje będą określone w punktach podziału, czyli w punktach: 
I’M' Wprowadżmy zmienną pomocniczą postaci: 

„a 
=1 

W wyniku powyższego podziału oraz zamiany zmiennych otrzymu- 
jemy zmodyfikowaną postać równań (1) — (2), wygodną do obli- 
czeń numerycznych. 
Będą to równania: 

FM (z) min [rm (In) + PM (In - w] 
gdzie M = 2,3, . . . ,m 
Przy czym I'M ([cm, bu] dla kazdego 

In([gav min (:bi, w)] 

spełniaj ac ego nierówność 

fu j . ;  I.M - LMś m( :b1")  
131 

Uwaga 
w praktycznych wliczeniach wygodnie jest założyć, że. 

wielkości ai, bi' w są współmierne i wbedy,gdy h jest wspól- 
ną miarą tych wielkości, wówczas otrzymujemy: 

I'M € [kuha qMan] 

Łu€[;k1h› m (ihm ”>] 
dla każdego 
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Spełniajaoego nierówność 

Z kihśŁM— LuśmihCżqih, kh) 
i : !  

Przykład liGZbowy 
Obliczyć minimum formy: 

5 
fi (:1) 

1-1 

pray warunkach 
_ 5 

1-1 xi : 32 

"ŻĘ L IŚ  "M-; 2 5 x 2 :  123 2 4 3 5 4 1 6 ;  

w ą t k a  12; # 4 1 5 ś 1 4  

Niech wartości frinksdi fi (Xi) dla 1 -  = 'I, 2 ,3 lb, 5 będą da- 
na w tabeli. 

3:1 2 4- ?6? 8 ‘10 12 14 ’16 

ra(x1) 3 6 9 12 15 . 1B 21 - 

fanta) 5 5 7 "ia '15 19 - — 
133015) 4 o 9 15 '16 13 22 25 

410:4) - - 5 + B 13 17 20 _ 

_r5(x5) - - 5 '? 1 '11 15 117 20 

Biorąc pod uwagę warunki ograniczające badanego przykładu 
przyjmijmy, że w zadaniu naszym h = P.. Wykorzystując więc 

- myśl przewodnią opisanego algomtmu napis-zmar 5 równań funk.— 
cyjmjch oraz odpowiadające im warunki ograniczająca,'a tym sa- 
'wm przedstaw plan rozwiązania zadania. 
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31(1-1) = £41....)— 

gdzie 2.1 = I.,' oraz 242.1414 

F2(Ł2) : mi.-n [f2(I-2) + F1 (Ła - L2)] 

S d 2 1 9  L 2  = 2 , 4 ] .  | 0 , 1 2  

d l a  każdego Ła : 4 , 6 , 0 - o . 2 6  

spełniającego nierówność: 2. $ Ła - La € 14: 

ga?) : min[f3(I-5) + Fem; - 1.5)] 

Gdzie L 3  = 2 . 4 . . . 0 ’ 1 6 -  

dla każdego ŁB = 6,8...„52. spełnia.-jącego nierówność 
4 $ Ł5 - L; 4 26. 

34(54) : min [my + F3(L4 - Jit)] 

gdzie L4 : 4 ,6. . . „12 dla każdego L4 = 10,12,„_,52 Speł- 

niającego nierówność 6 $ L4 - L4 4 52. 

F5(Ł5) : min [f5(L5) + 342.5 - 1.5)] 

gdzie L5 : 4,6,....,'Il+ dla każdego ?..5 = 14,156,...52 spel- 
niające-go nieréwnoéé 10 g L5 - I.5 $ 52. _ 

Maj ac powyższe równanie należy zbada-mać pięć tabel odpowiada— 

ŚąCTYC'h koleérfim r-fivmaniom. 

Tabela 1 

Ł,[ 2 4 6 s 1o 12 w 
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Tabela 2 

Ł2 4 6 a 42 14 16 18 20 22 24 26 

25(22) 

Xe = Lz- 

Tabela 5 

ŁB -6 e 40 42 14 16 1B 20- 22 26 23 50 52' 

F5(Ł5) 

X5 = LB 

Tabela 4 

I L4 3 40 42 14- 16 18 20 22 24 26 23 30 52 

i 34(Ł4) 
|14=L4 « 

Tabela 5 

L5 40 42 44 16 13 20 22- 24 26 22 - 50. 32 

F5(Ł5) 

X 5 = L 5  

Aby uzyskać dane liczbowe należące do tabeli pierwszej 
Inaczej mówiąc należy 

po prostu przepisać wartość funkcji fą(xą) do tabeli 1—e3. 
należy wykorzystać decyzję początkową. 

Otrzymamy: 
Tabela 1 

Z” 4 6 8 1O 12 14 

F4(Ł„)  3 9 12 15 18 21 

In = 34 2 4- 6 8 10 12 14 
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Aby obliczyć 329,2) , a tym samym aby uzyskać wyniki do ta- 
beli 2—giej musimy pamiętać: że I.2 = 2,3,...,'12 dla każdego 
L2 = 4,6,...,26 spełniającego nierówność 2 „<. 2.2 - L2 4 14 
Jeśli więc Ł2 : 4, wtedy z uwagi na nierówność 2 $. L2 - 
- L 2 é 1 4 , - - - , I I 2 = 2 1  0231i! 

32(4} = f2(2) + FH<4 — 2) = 5 + 5 ę . 5  

Jeśli Ł2 = 6, wtedy I.,[ = 2,4, czyli 

f2(2) + F1(6-2) : 3 + 6 Il SD
 

Fa(6) = 

II do
 5M)+nm4)=5+3 

Gdy Ła : 6, wtedy wartość minimalna F2(6) E.Wartoś-ci mi— 
nimalnej 8 odpowiada X2 = 4. 

' 'Jeśli Ł2 : 8, wtedy I.2 :: 2,4,6, czyli 

f2(2) + F4(8 - a) = 5 + 9 = 12' 

11 F2(8) = f2(4) + F1(8 — 4) = 5 + 6 

f2(6) + F1(3 - 6)  = 7 + 3 = 10 

Wartości minimalnej 'P2(8) : 10 odpowiada xa = 6 
Jeśli Ł2 ..—. ’10 wtedy 1.2 : 2,4,6,B, czyli: 

fź(2) + P1(10-2) = 3 + 12 = 15 

£2(4) + Fą(10-Ę) = 5 + 9 = 14- 

f2(6) + F4(10—6) = 7 + 6 = 13 

f2(8) + F1(1O-8) : 12 + 3 = 15- 

F2(10) : 15 dla.ZX2 : 6 

Postępując w opisany Sposób otrzymamy nastęmjącc wartości mi- 
nimalne i odpowiadające im wartosci ”zmiennych niezależnych. 
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Fa(42) =.16 dla xa = 6; 32(14) = 19 613.12 = 6; 

F2(16) = 22 dla X2 = 6; Fa(18) = 25 dlaflxa = 6; 

F2(20) = 28 dlaflxa = 6; F2(22) = 53 dla X2 = 8 lub X2 = 1 0 '  

F2(24J : 36 dla.xa = 40; F2(26) = 40 dla xa = 12 

Znalezione dane liczbowe zapisujemy w tabeli 2. 

Tabela'a 

Ł? 6 8 10 1 2 '  14 16 18 20 22 24 26 

cg(zż) 6 10 15 16 19 22 25 26 55 36 40 
L2=X2 4 6. 6 6 6 6 6 '6 1% 10 12 

Jeśli wykorzystamy kolejne równanie funkcyjne 
oraz gdy będziemy postępowali 'według przedstawionego rozumo— 
wania, wówczas otrzymamy dane liczbowe 

dla 'M = 5,4,5 

trzeciej, czwartej i piątej. Z warunkéw' zadania wynika, 
w tabeli piątej interesować nas będzie tylko wartość minimal- 
na F5(52) oraz odpowiadające je j  wartości. X5 - stąd też 
*w etapie 5-tym.0graniczymy się tylko do Obliczenia FSCBE) 
oraz odpowiadających wartości X 

należące do tabeli 
że 

5. 
Tabela 5 

ŁB 6 6 10 12 14 16 16 2o 22 24 26 26 50 52; 
F3(Ł3) 10 12 14 16 19 22 25'_28 51 54 57 40 45 46 

2 2 4 4 4 4- 4 4 6 L5 2 4 4 4 6 6 6 6 6 6 12 12 12 13 12 12 12 

Tabela 4 

34 10 12 14 16 16 20 22 24 26 26 50 52 
F4” 15 17 19 21 '24 27 50 55 56 59 42 45 

4 4 4 4 4 4 4 4 L4. 4 4 Q 4 6 6 6 6 .6 6 6 6 
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Łatwo mozna wyliczyć, ze wartości minimalnej EEG-52) = 43 od— 
powiada x; = 6. 

W ostatnim etapie rozwiązania nalezy wykorzystać wyliczo- 
na dane liczbowe. Jeśli więc minimum badanej” form przy da— 
nych warunkach wynosi F5(3›2) : 45 i jeśli minimum to jest 
osiągnięte dla X5 = 6., w takim razie z tabeli Ę—tej poszu— 
kujemy wartości X4 odpowiadającej wartosci SHOE-6). W1- 
dzimy, że wartość 3482—6) = F426) = 36 odpowiada X4 = q. 
lub XII. = 6 .  

Przypomnijmy, że XE : 4. Z tabeli trzeciej poszukujemy war- 
tości X3 odpowiadającej wartości minimalnej F5(26-4). Wi- 
dzimy, że wartości minimalnej F5(22) w tabeli B-ej odpowia- 
da: XB = ll- lub XB : 6 lub XB = ”12. 

* Przyjmijmy, ze x; = 4. Z tabeli drugiej poszukujemy war- 
tości 32 odpowiadającej wartości minimalnej Fame-4). 

W tabeli 2-giej odczytujemy, ze wartości minimalnej Fame) 
odpowiada z; = 6. Mając kg = 6 odczytujemy z tabeli pierw—- 
szej ,  ze IS; = ’12. uzyskaliśmy w ten sposób pierwszy wektor, 
którego składowe minimalizują badaną. formę i spełniają warun- 
ki ograniczające, czyli: 

xf: : 12, z; = 5, z; = 4, z?, = 4-,. z; = 6” 

Sprawdzenie 

'1) f„(12) + :E'2(6) + raw + £404) +- 135(6) = 1B+7+6+5+7 = 1+5 

2 3 x 5 : + x g + x § + x fi + x g + x g = 1 2 + s + 4 + 4 + 5 = 3 2  

3) 2 $25: 414, 2 413912, 2 sxg sms 

c 432 s12, :»a s m  

Łatwo można sprawdzić, że istnieje jeszcze pięć wektorów,.któ- 
rych składowe spełniają warunki zadania i minimalizują badaną 
formę. Są to wektory postaci: 

ęu5,6,6,6› @0,6,e.4,5); %,Gmgłąóy 

Qo,e,e,s,eł (2.6.12.6..5) 
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W rozdziale II przy formułowaniu celu pracy ustaliliśmy, 
że dążyć będziemy do przedstawienia'budowy dynamicznego mode— 
lu produkcyjno—transportowego oraz do rozbudowy metod progra- 
mowania dynamicznego do takiego etapu,aby można było przy ich 
pomocy znależć Optymalne rozwiązanie Zbudowanego modelu. 

Przypomnijmy, że'przez optymalne rozwiązanie modelu pro— 
dukcyjno-transportowego rozumiemy znalezienie odpowiedzi na 
pytania: 

Kiedy, gdzie, ile, czego produkować oraz kiedy, skąd, do- 
kąd, ile, czego przewozić, tak aby zbudowana funkcja kosztów 
produkcji i transportu osiągnęła minimum oraz aby były Speł- 
nione warunki (były zaspokojone potrzeby) wynikające z planu 
goSpodarki narodowej. 

Z rozważań przedstawionych w rozdziałach I I ,  I I I  i IV'wy—- 
nika, że ogólne założenia pracy zostały osiągnięte. 

nasuwa się jednak pytanie: jakie są możliwości praktycz- 
nego wykorzystania znalezionych równań funkcyjnych w konkret- 
nej działalności gospodarczej? 

Wydaje się, że zastosowanie znalezionego algorytmu w prak- 
tyce-będzie możliwe gdy: 

a) podane zostaną dane liczbowe dotyczące ograniczeń pro- 
dukcji, surowców i produktów oraz ograniczeń dotyczą— 
cych.zapotrzebowania na surowce i produkty w poszcze- 
gólnych okresach planowanego okresu czasu, 

b) podane zostaną liczby mówiące ile należy produkować 
surowców i produktów w planowanym okresie czasu np. 'w 
ciągu 5 lat, 

o )  ustalone zostaną funkcje kosztów produkcji i przewozu 
surowców oraz produktów, 
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d) ułożony zostanie "schemat blokowy", a tym samym dane 
liczbowe można będzie zaprogramować na maszynę cyfrową. 

Należy zauważyć, że omówiony w pracy problem produkcyjno- 
transportowy można łatwo zaadoptować do ustalania optymalnego 
planowania produkcji i transportu w dowolnej gałęzi gospodar- 
ki narodowej, w dowolnym zjednoczeniu, a nawet 'w optymaliza- 
c j i  planów produkcyjno-transportowych pojedynczych zakladow 
produkcyjnych. 

W kazdym.z trzech wyżej wymienionych przypadkach mikro— 
ekonomicznych, problem.adaptacji sprowadzałby się do podania 
interpretacji ekonomicznej szczególnych przypadków, ogólnego 
modelu zbudowanego i rozwiązanego w pracy. 

Wyliczenia liczbowe podane w "Dodatku" wskazują, że pro- 
blem.produkcyjno-transportowy w" praktyce należy rozpatryWać 
w 2 etapach. 

W etapie pierwszym, wykorzystując dane liczbowe dotyczące 
ograniczeń.produkcji i surowców oraz zapotrzebowania hurtowni 
na produkty, fabryk na surowce, należy przy użyciu elektro- 
nicznej techniki Obliczeniowej zbadac czy proponowany przez 
centralny organ planujący jest wewnętrznie zgodny. W omawiap 
nym etapie szczególną rolę odgrywają współczynniki techniczne 
produkcji, gdyż wiążą się z postępem technicznym, a tym samym 
rewolucją naukowo—techniczną. 

'W drugim etapie również przy użyciu elektronicznej tech- 
niki obliczeniowej należy zastosować znaleziony algorytm. do 
obliczeń numerycznych. Tak więc W'II etapie brane'będą łącz— 
nie: warunki ograniczające oraz dane dotyczące funkcji kosz— 
tów produkcji produktów i surowców. 

Oczywista jest rzeczą, że zarówno w I jak i II etapie da- 
na liczbowe muszą być wzięte z konkretnej działalności gos— 
podarczej, gdyż tylko wówczas znalezione równania :funkcyjne 
będą mogły odzwierciedlać istniejącą rzeczywistość w optymal— 
nych warunkach*mynikajgcych z rozwiązania. 
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