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Przedmowa

Tematem niniejszego podręcznika są przekształcenia całkowe i zastosowania
rachunku operatorowego w zakresie programu wyższych szkół technicznych.
Podręcznik został przygotowany w taki sposób, aby mógł służyć jako konspekt
wykładu i materiał do ćwiczeń praktycznych. Podręcznik ten powstał w oparciu
o wykłady i ćwiczenia prowadzone przez autorkę na drugim roku studiów
w ramach przedmiotu „Matematyka” na Wydziale Elektroniki Politechniki Ko-
sżalińskiej zgodnie z aktualnie realizowanym programem. Jest on adresowany
przede wszystkim do studentów studiujących na studiach dziennych i wieczo-
rowych na wydziale elektroniki. Ze skryptu mogą korzystać także studenci stu-
diujący na innych kierunkach wyższych szkół technicznych, zwłaszcza na kie-
mnkach: mechanicznym i budownictwa.

Dobór materiału i sposób przedstawienia podporządkowano celowi dydak-
tycznemu. Podręcznik składa się z siedmiu rozdziałów, a te z kolei podzielone
zostały na podrozdziały, w których obowiązuje wewnętrzna numeracja definicji,
twierdzeń, wzorów, wniosków i uwag. I tak na przykład wniosek 2.6.3 oznacza,
że jest to trzeci wniosek w podrozdziale 6 rozdziału drugiego. Przykłady i ry-
sunki mają numerację podwójną ciągłą w danym rozdziale, np. rys. 7.3 oznacza
trzeci rysunek w rozdziale siódmym. Nowo wprowadzony termin oraz twier-
dzenia wyróżniono pismem pochyłym. W każdym rozdziale na początku za-
mieszczono niezbędny materiał teoretyczny (definicje, twierdzenia - niektóre
bez dowodów). Główną część każdego rozdziału stanowią zadania ze szczegó-
łowymi rozwiązaniami lub wyczerpującymi wskazówkami i odpowiedziami,
które oswajają studenta z teorią, pomagają lepiej zrozumieć dany wykład
i umożliwiają samodzielne studiowanie i rozwiązywanie zadań przeznaczonych
do rozwiązania. Dla umożliwienia Czytelnikowi kontrolowania, czy rozwiązuje
zadania we właściwy sposób, na końcu każdego rozdziału są podane odpowie-
dzi do zadań. Znak I oznacza koniec dowodu lub koniec przykładu. W Dodatku
zamieszczono cztery tablice z zebranymi własnościami przekształceń Laplace'a
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i Fouriera oraz ich transformatami. Zakłada się, że student posiada przygotowa-
nie ogólnomatematyczne w zakresie dwóch pierwszych semestrów przedmiotu
„Matematyka”, a przede wszystkim dobrze opanował podstawy w zakresie
funkcji zmiennej zespolonej.

Celem autora jest dostarczenie studentom takiego podręcznika, z którego
mogliby korzystać zarówno wtedy, gdy zechcą opanować podstawowe pojęcia
iwłasności przekształceń całkowych, jak również i wtedy, gdy będą chcieli
poznać szerszy zakres ich zastosowań. Podręcznik ten nieznacznie wykracza
poza program wykładów i zawiera materiał, który zainteresuje studentów wyż-
szych lat, a także wszystkich zajmujących się zastosowaniami rachunku opera-
torowego. Nie obejmuje on jednak w całości zagadnień związanych z określo-
nym tematem, dlatego nie należy traktować go za w pełni wyczerpany. Znajo-
mość literatury studiowanego przedmiotu stanowi bardzo ważny rodzaj wiedzy.
Nie można poprzestać na jednym tylko podręczniku, gdyż doprowadza to do
spłycenia studiów i dlatego na końcu podręcznika podano spis zalecanej litera-
tury. Korzystając z tego podręcznika student powinien wykazywać aktywność
iw celu opanowania materiału podanego w skrypcie powinien samodzielnie
rozwiązać znaczną liczbę zadań, korzystając z zestawów ćwiczeń zamieszczo-
nych na końcu każdego rozdziału.

Wyrażam nadzieję, że opracowanie niniejsze okaże się bardzo przydatne
w praktyce dydaktycznej i będzie znaczącą pomocą w samodzielnym przyswa-
janiu obowiązującego materiału. Będę wdzięczna zainteresowanym za życzliwe
przyjęcie tej formy pomocy, jak również za nadsyłanie uwag krytycznych oraz
informacji o zauważonych błędach.

Moim miłym obowiązkiem jest podziękowanie wszystkim, którzy przyczy-
nili się do napisania tego podręcznika.

Składam serdeczne podziękowania recenzentom Panu prof. dr hab. Janowi
Kubarskiemu i Pani prof. dr hab. Ewie Łazarow za przejrzenie całego materiału,
za wiele cennych, życzliwych uwag krytycznych i merytorycznych oraz wska-
zówek, które pozwoliły mi wyeliminować wiele błędów i pomyłek a tym
samym ulepszyć ten podręcznik. Pragnę podziękować Panu prof. dr hab.
Zdzisławowi Hryniewiczowi za pracę nad redakcjątego podręcznika i wnikliwe
korekty. Serdecznie dziękuję również dr Annie Sobolewskiej i dr Tomaszowi
Kowalskiemu, których uwagi i sugestie umożliwiły precyzyjniejszą prezentację
niektórych fragmentów tekstu. Dziękuję z całego serca koleżance mgr inż.
Irenie Hajdasz, która była moim „dobrym duchem” i za wielką pomoc, jakiej mi
udzieliła przy technicznym opracowaniu tego podręcznika oraz za jej niezwykłą
cierpliwość, nieocenione rady i życzliwość.

Grażyna Malatyńska
Koszalin, wrzesień 2001 r.



Wstęp

Dział matematyki zajmujący się wyznaczaniem transformaty dla zadanego
oryginału ƒ(t) i na odwrót, znajdowaniem oryginału gdy znana jest jego trans-
formata (obraz) F(s) nazywa się rachunkiem operatorowym. Podstawę rachunku
operatorowego stanowią przekształcenia całkowe, z których najważniejsze to
przekształcenie Laplace'a i przekształcenie Fouriera.

Rachunek symboliczny, który obecnie nazywamy rachunkiem operatoro-
vvym, zapoczątkowali W swoich pracach G.W. Leibniz (1646-1716), L. Euler
(1707-1783), J.L. Lagrange (1736-1813), P.S. Laplace (1749-1827), J. Fourier
(1768-1830). Do popularyzacji rachunku operatorowego przyczynił się w dużej
mierze angielski inżynier elektryk Oliver Heaviside (1850-1925), który zapro-
ponował oryginalną metodę rozwiązywania równań różniczkowych i zastoso-
wał ją do analizy obwodów elektrycznych. Jednakże O. Heaviside nie uzasadnił
dostatecznie stosowanych metod i w związku z tym w niektórych przypadkach
otrzymywał fałszywe rezultaty. Metoda ta, zwana dzisiaj metodą operatorów
Heaviside'a polega na zastąpieniu symbolu różniczkowania a'/dt operatorem s,
(s = d/dt), a symbol całkowania ( tzn. operacji odwrotnej do różniczkowania)
operatorem 1/s, co umożliwiło algebraizację równań różniczkowych i całko-
wych.

Ścisłe podstawy matematyczne metoda ta uzyskała wówczas, gdy w latach
dwudziestych powiązano ja z przekształceniem Laplace'a. Dzięki pracom
T.J. Bromwicha, J .R. Carsona, G. Doetscha, Van der Pola i innych, W oparciu
o proste i odwrotne przekształcenie Laplace'a oraz przekształcenie Laplace'a -
Carsona stworzono poprawne podstawy matematyczne rachunku operatorowe-
go. W miejsce operatora różniczkowania s pojawiła się zmienna zespolona
s =7t+iœ (Ä, co e R), zaś operacje różniczkowania i całkowania w dziedzinie
zmiennej czasu t zostały zastąpione prostymi operacjami algebraicznymi (mno-
żenia i dzielenia) w płaszczyźnie zmiennej zespolonej s. Stwierdzono przy tym,
że przekształcenie Laplace'a przewyższa metodę operatorów Heaviside'a pod
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względem ścisłości, elegancji matematycznej, efektywności, jak również
W zakresie zastosowań. Przekształcenie Laplace'a jest ściśle związane z prze-
kształceniem Fouriera, a także z wieloma innymi przekształceniami całkowymi.

Nowe ujęcie rachunku operatorowego zawdzięczamy polskiemu matematy-
koWi z Uniwersytetu Wrocławskiego J.G. Mikusińskiemu (1913-1987), który
Wprowadził nowy typ operatorów zwanych obecnie operatorami Mikusińskiego.
Metoda operatorów Mikusińskiego oparta na zupełnie innej podstawie niż prze-
kształcenie Laplace'a okazała się jednak W praktyce równoważna metodzie
przekształcenia Laplace'a.

Należy zauważyć, że W ostatnim dziesięcioleciu rozwinęły się nowoczesne
narzędzia jakimi są komputery i programy komputerowe, takie jak np.
MATHEMATICA [22]. Dzięki temu możliwe stało się zastosowanie prze-
kształceń całkowych do uzyskiwania efektywnych rozwiązań wielu Współcze-
snych problemów W mechanice i matematyce stosowanej, co można zauważyć
między innymi W cyklu publikacji [6, 7].

Wprowadzenie pojęcia dystrybucji, będącego uogólnieniem klasycznego
pojęcia funkcji oraz rozwinięcie teorii dystrybucji przez francuskiego matema-
tyka L. Schwartza i rosyjskiego matematyka L. Sobolewa, umożliwiło rozsze-
rzenie zastosowań przekształceń całkovvych i rachunku operatorowego również
na wielkości niefunkcyjne, tzn. na dystrybucje.

Funkcje uogólnione pojawiły się W pracach P. Diraca i innych fizyków
W charakterze symbolicznego sposobu opisu określonych zjawisk fizycznych.
W celu wykorzystania tych pojęć zaszła konieczność stworzenia teorii funkcji
uogólnionych, tj. teorii dystrybucji. Teoria dystrybucji jest bardzo pożytecznym
aparatem rnatematycznym, przy pomocy której udało się rozwiązać Wiele zadań
nie dających się rozwiązać starymi metodami.



1.
Podstawowe pojęcia i twierdzenia

1.1. Określenie oryginału

Niech (a, b) oznacza otwarty przedział ograniczony oraz niech funkcja
f(t) = u(t) + iv(t) zmiennej rzeczywistej t będzie ciągła w przedziale (a, b)
z Wyjątkiem punktu tge (a, b).

Definicja 1.1.1. Punkt to nazywamy punktem nieciągłości pierwszego
rodzaju funkcji ƒ(t), jeżeli istnieją obie skończone granice jednostronne
,lim f(t) = f (tg ), tlim f(t) = f (rg ), przy czym nie Wszystkie trzy liczby f (rg ),

f (rg f (to) są równe.
Punkt to nazywamy punktem nieciągłości drugiego rodzaju funkcji ƒ(t), jeżeli

przynajmniej jedna z granicjednostronnych W tym punkcie jest niewłaściwa lub
nie istnieje.

Definicja1.1.2.Warunki Dirichleta
Mówimy, że funkcja ƒ(t) spełnia na przedziale (a, b) pierwszy warunek
 ,jeżeli jest ona ograniczona na (a, b) i gdy można podzielić ten prze-
dział na skończoną liczbę takich podprzedziałów, wewnątrz których funkcja f(t)
jest monotoniczna.

Mówimy, że funkcja ƒ(t) spełnia na przedziale (a, b) drugi warunek Dirich-
Let_a, jeżeli jest ona ciągła na (a, b) z Wyjątkiem co najwyżej skończonej liczby
punktów nieciągłości pierwszego rodzaju, przy czym W każdym takim punkcie
spełniony jest Warunek

f<f..›=å(f<f.;›+f<f.;'›).
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Definicja 1.1.3. Oryginałem nazywamy funkcję f(t) zmiennej rzeczywistej t
o wartościach rzeczywistych lub zespolonych, spełniającą następujące warunki:

1° f(r) = O dlat< 0;
2° na każdym przedziale (a, b) funkcjaƒ(t) spełnia pierwszy i drugi warunek

Dirichleta;
3° moduł funkcji ƒ(t) jest ograniczony przez funkcję wykładniczą, tzn. ist-

nieją takie liczby M > 0 i Ä 2 0, że dla każdego t 2 0

ę |f(f)|sM@” (1.1.1)

Ilustrację definicji oryginału przedstawiono na rysunku 1.1.
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Rys. 1.1. Ilustracja do definicji oryginału. Wykres funkcji ƒ(t) zawarty jest między wy-
kresami funkcji Me” i -Me”. W punktach nieciągłości funkcja przyjmuje wartość rów-
ną średniej arytmetycznej granic jednostronnych

Uwaga 1.1.1. O funkcjach spełniających Warunek (1_l.1) mówimy, że są
funkcjami rzędu wykładniczego. Liczbę /1020 będącą kresem dolnym tych
wartości Â , dla których spełniony jest Warunek (1 .1 _1), nazywamy wskaźnikiem
wzrostu lub wykładnikiem wzrastania funkcji f(t), tj.

/t,=inf{×tzoz |f(r)|sM@”", fz0} (1.1.2)
Uwaga 1.1.2. Warunek (l.l.l) można zapisać W postaci równoważnej

waw lub |f(z)|@'”sM (1.1.2.)
e

i wtedy łatwo porównać zachowanie się funkcji flt) oraz funkcji el' gdy t -› ‹><›.



1.1. Określenie oryginału 1 1

Mówimy Wtedy, że przy t-›‹×› rząd zdążania do nieskończoności funkcji
|f(z)| moze być najwyzej taki jak funkcji wyiaadniczej e” [19].

Uwaga 1.1.3. W szczególności, dla Â.=0 nierówność (1.1.l) przyjmie po-
stać |f (t)| S M , a to oznacza, że ƒ(t) jest funkcją ograniczoną. Zatem wszystkie
oryginały ograniczone mają Wskaźnik Wzrostu /10 = 0.

Przykład 1.1. Zbadać, która z podanych funkcji:

0 dla t<0 0 dla t<0
0 dla t<0 1 1

a) f,(t)= tz dla tło, b) f2(t)= 5 dla t=0, c) f_,(r)= -2- dla t=0
at 2e dla t>0 e'd1a ;>()

jest oryginałem. Dla oryginałów wyznaczyć Wskaźnik Wzrostu Â0.

R o z W i ąz a n i e . Zauważmy najpierw, że każda z wymienionych funkcji
jest określona W całym zbiorze liczb rzeczywistych i każda z nich spełnia wa-
runki 1° i 2° definicji 1.1.3. Zatem, aby były one oryginałami wystarczy uzasad-
nić, że są to funkcje rzędu Wykładniczego, tzn., że spełniają Warunek (1.l.1).

a) Funkcja f, (t) jest rzędu wykładniczego o Wykładniku JL większym od zera,
ponieważ spełnia ona Warunek (1.1.1), np. dla JL = 2 oraz M = 1. Łatwo to
stwierdzić, jeśli rozwiniemy funkcję ez' W szereg Maclaurina. Mamy Wtedy

2 3

ez' =1+%z+-zi'-rz +%r3 +...>2r2 >r2 ; tj. 12 <e2' dla każdego x20.

Wykażemy teraz, że wskaźnikiem Wzrostu funkcji f, (t) = tz, t 2 0 jest licz-
ba Â0 = 0. W tym celu zgodnie z uwagami 1.1.2 i 1.1.3 pokażemy, że funkcja

I _gw f() 2 .._ | _ . . . . .- TM - t e jest ograniczona, tj. osiąga W przedziale (0, +°°) swe kresy

gómy i dolny. Sprawdzimy najpierw, czy istnieje granica W nieskończoności
I

funkcji g(t). Przechodzimy Więc W wyrażeniu Ę do granicy przy t --›‹×›
e

OO

iwobec nieoznaczoności typu j-j stosujemy dwukrotnie twierdzenie
OO

de L'Hospitala i otrzymujemy

.f(r)_. r2_. 2z_. 2 _
lLfTł,,'T"łL'Tl,T;l'¬'Tłfi;l1¬I1“.W"° dla 'ł>° (1)
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Następnie obliczamy pochodną funkcji g(t)=t2e'Â“ i badamy jej znak.

Mamy g'(t)=(t2e`”) =te"h (2-Ât) i z warunku koniecznego istnienia eks-

tremum znajdujemy to =-Š. Korzystając z warunku Wystarczającego istnienia

ekstremów, ponieważ W otoczeniu tego punktu pochodna zmienia znak z ,,+” na

,,-”, wnioskujemy, że W punkcie to =Š jest maksimum lokalne i globalne

rowne Analizując powyższe wyniki stwierdzamy, że Wskaźnikiem Wzro-
e

stu funkcji f1(t) jest, zgodnie ze Wzorem (1.1.2), liczba Âo =0 , jako kres dolny
liczb Â spełniających nierówność (l.l.l).

b) Funkcja fo (t) jest funkcją typu wykładniczego. Wskaźnikiem Wzrostu dla
tej funkcji jest liczba Â0 = a. Zgodnie z uwagą 1.1.2 Warunek (l.l.1) zastępuje-
my badaniem nierówności (1 .1 .3), tj. nierówności postaci

if2(t)l em ( -Å):T=:'ÂT=6 a

która jak łatwo zauważyć jest prawdziwa dla t20 wtedy i tylko Wtedy, gdy
a - Ä Ś 0, tj. Â 2 a oraz M 21 _ A Więc, zgodnie z uwagą 1.1.1, przyjmujemy
Âo =a jako kres dolny wskaźników Â, dla których zachodzi nierówność
(l.1.1).

W przypadku gdy stała Wykładnicza a E C, tzn. jest liczbą zespoloną postaci
a = a+ßi, gdzie ot, ße R, to

f (I) e(a+ßi)t i oz- r (a- )rÍ/T-=T¿f-=|eß'l-jel Â) =e Ä SM dla Ot-ÂSO

(ponieważ moduł jeß" =1). Zatem Wskaźnik Wzrostu lo = Re(a)= oc _

c) Funkcja f_,(t) nie jest typu wykładniczego, bo nie ma takiej liczby Â, przy
której spełniona byłaby nierówność (1.1.l) dla jakiejkolwiek Wartości M. Zgod-
nie z uwagą 1.1.2 mamy, dla każdej Wartości /I

2 2iim|f,(f)|e"” = iim e' -6"” = iim e' -Ä' =+‹›‹›.
I-)°° I-)°° I'-)°°

Odpowiedź: Funkcje f, i fg są oryginałami natomiast funkcja f3 nie jest orygina-
łem_

I
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Przykład 1.2. Najprostszym oryginałem jest funkcja jednostkowa 1(t) określo-
na WZOYCII1

def I
1(t)=š(1+sgnt), teR (1.1.4)

zwana też funkcją skoku jednostkowego, lub zmodyfikowaną funkcją
Heaviside'a (rys. 1.2a), gdzie funkcja sgnt (Wymawiaj: signum t) (rys. 1.2c)

'-1 dla :<0
sgnt=‹0 dla t=0 (1.l.5)

ol dla t>0

Å
a) 1(r) b) I(r) c) sgnt

l
1 1 --í

.L2 D
o 0 t

0 t 0 r
-i

Rys. 1.2. Wykresy funkcji: a) i b) skoku jednostkowego 1(t), c) sgnt

Skok W punkcie nieciągłości t = 0 funkcji sgnt jest dodatni i równy 2.
Z określeń (1 .1.4) i (1.1.5) wynika, że funkcję 1(t) można zapisać Wzorem:

'--[Q>-*O

dla t<0
l(t)= - dla r=0 (1.1.6)

dla t>0

Funkcję Heaviside'a albo skok jednostkowy (rys. 1.2b) definiuje się najczę-
ściej następująco:

{0 dla z < 0
1 = 1.1.6'
(I) 1 dla t>0 ( )

Łatwo sprawdzić, że funkcja skoku jednostkowego (1.1.6) ma Wszystkie
Własności definicji oryginału i jako funkcja ograniczona ma wskaźnik wzrostu
Äo =0 i stałą M =1 (patrz uwaga 1.1.3).

Funkcja 1(t) ma Ważne znaczenie W rachunku operatorowym, gdyż przy roz-
patrywaniu różnych zagadnień bardzo wygodne jest posługiwanie się pojęciem
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skoku jednostkowego i jego przesunięć W argumencie. Funkcja ta jest bardzo
przydatna W przedstawianiu prostych nieciągłości. Każdą funkcję zawierającą
skok można rozłożyć na funkcję ciągłą i odpowiednio przesuniętą funkcję jed-
nostkową (patrz podrozdział 2.6).

I

Przykład 1.3.
a) Funkcje ‹p1(t) = e"2' , ‹p2(t) = t3, (p3(t) = cost, ç04(t) = sin2t dla te R nie są
oryginałami, gdyż nie spełniają warunku 1° def. 1.1.3, pomimo, że spełniają
pozostałe warunki tej definicji.

_ 1 1 _ _ _b) Funkcje f(t) =- , g(t) =7 , h(t) = lnt nie są oryginałami, gdyż każdaJ? «/Ê
z nich ma punkt osobliwy t = 0 W którym jest nieograniczona, tj.

lim -1- = +‹›° , lim L = +°° , lim lnt = -‹×› _ Z tego powodu nie spełniają one
i-›0" J; r-›0" i-›0*

warunku 3° definicji 1.1.3, a ponadto funkcje f i h nie spełniają również warun-
ku 1° tej definicji, bo nie są określone dla t < 0.

1

Wprowadzenie funkcji jednostkowej I(t) (1.1.6) rozszerza klasę orygina-
łów. Przypuśćmy, że q)(t) jest dowolną funkcją określoną W przedziale
(-‹><›,+‹×›) , która spełnia Warunki 2° i 3° def. 1.1.3, ale nie spełnia warunku 1° tej
definicji. W tym przypadku, pomnożenie funkcji ‹p(t) przez funkcję jednostko-
Wą (1_1.6) daje W wyniku funkcję będącą oryginałem. Reasumując, funkcja f(t)
określona wzorem

0 dla r< 0
f(t)=1(t)-ço(t)= -Ś-‹p(O+) dla r=0 (1.1.7)

‹p(t) dla t> 0

gdzie ç0(0+) = lim ‹p(t) jest oryginałem (rys. 1.3).
r-›0*

al wm bl f‹f

P D
0 1 0 I

Rys. 1.3. Ilustracja graficzna: a) funkcji (p(t), b) oryginału f(t)=I (t) (p(t). Pomnożenie
funkcji ç0(t) przez 1(t) powoduje „Wygaszenie” tej funkcji dla t < 0
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U W a g a. Używając funkcji 1(t), zgodnie ze wzorem (l.1_7), oryginały
z przykładu l.1a i b zapiszemy W postaci: f, (t)=1(t)- t2 i f2 (t)= I(t)- e“' _

Uwaga 1.1.4. W przypadku występowania punktów nieciągłości oryginału
f(t) dla t > 0 można nie podawać wartości f(to) W punkcie nieciągłości to, gdyż
daje się ona łatwo wyznaczyć jako średnia arytmetyczna granic jednostronnych,
tzn. zgodnie z warunkami Dirichleta (def. 1.1.2)

f<f.›=%(f‹f.;›+f<i¿'>) 0.1.8)
Zgodnie z powyższym, oryginał (1.1.7) zapisujemy często uproszczonym

wzorem

O dla :<0
I(t)(p(t)= (pu) dla t>0 (1.1.9)

Przykład 1.4. W szczególności, zgodnie z Wzorem (1.1.7), wszystkie funkcje
(pi (1), i = 1,...,4 z przykładu 1_3a pomnożone przez funkcję jednostkową 1(t),
tzn. funkcje

f.(f)=1<f›-e-2'. f.(f)=1<f›-fi f.(f)=1<f›-wsi. f..(f)=1<f›-sin 21
są oryginałami.

I

Przykład 1.5. Sporządzić wykres oryginału

"=¬r×.›-o

dla :<0
f(r)=1(t)-e'= - dla i=O (1.1.10)

dla _ t> 0

R o z W i ą z a n i e. Zauważamy, że oryginał ten jest nieciągły W zerze_ Zgod-

nie z (1.1_8) W punkcie nieciągłości wartosc funkcji f (0) =-2-_ Wskaźnikiem

Wzrostu tej funkcji jest /lo = 1 (por. przykład l_lb), a liczbą M = 1. Zgodnie
z uwagą 1.1.4 i ze wzorem (1 _ 1 _9) oryginał ten zapiszemy

f(t)_ 0 dla t<0 (11109
_ e' dla z>0 H

a jego Wykres przedstawiono na rysunku 1.4.
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3) fm bł f<0* °> f<f›
i f(i)=1(z)e' I 1

_L
2

P › ›
O t 0 t O t

Rys. 1.4. a) wykres oryginału f(t) = I(t)~e', b) i c) wykresy umowne często stosowane
W elektronice

Uwaga 1.1.5. Ponieważ zapis oryginału Wzorem 1(t) - ‹p(t) W praktycznych
rachunkach jest dość uciążliwy, dlatego W dalszym ciągu oryginały 1(t)-‹p(t)
będziemy zapisywać krótko ç0(t) pomijając czynnik 1(t) (gdy to nie będzie
wymagać specjalnego podkreślenia), to znaczy zamiast na przykład

1(z)sinar, 1(f)œsar, 1(z)e-1*, 1(z)-14
będziemy pisać

sinat, cosat, e3', t4 (a>0)

przyjmując milcząco, że wszystkie rozpatrywane funkcje są równe zeru dla
t<0. Czasem jednak wyraźny zapis funkcji f (t) = 1(t)‹p(t) może okazać się
potrzebny.

Lemat 1.1.1.Jeśli funkcje f,(t), f2(t) sąoryginałami, to
a) dowolna kombinacja liniowa

A,f,(t) + A2f2(t) , gdzie A,, A2 - dowolne stałe,
b) iloczyn f,(t)-f2(t)
są również oryginałami.

Lemat 1.1.2. Funkcja zespolona f (t) = u(t) + iv(t) zmiennej rzeczywistej t jest
oryginałem wtedy i tylko wtedy, gdy jej część rzeczywista u(t)=ReĹf(t)j
i część urojona v(t) = Im[f(t)j są oryginałami.

Lemat 1.1.3. Jeżeli funkcja f(t) jest oryginałem, to oryginałami są również
funkcje postaci:

H) fi(f)=|f(f)|;
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b) fo =f(at),dlaa>0;
c) f_, =t"-f(t),dlan>0;
d) f4 =f(t-ro),gdzietoeR;
e) f5 = e“' f (t) , gdzie a - liczba rzeczywista lub zespolona;<Ę\<,'\<:\f:,\ Ł/Q/Q/Q

f) fo (t) =jf('t)d^t, gdzie f(t) jest ciągła dla t>O ,

przy czym f¿.(t(j = 0 dla t < 0 i fk: (0, +‹×›) -› C, k =1,._.,6.

Przeprowadzimy dowód dla przypadku Własności f). Wykażemy, że funkcja

fo (t) = _lf('r)dT spełnia Warunek 3° definicji 1.1.3, tzn., że jest to funkcja rzę-

du wykłiidniczego.

Z założenia f (t) jest oryginałem ciągłym dla t > 0, więc możemy zastosować
twierdzenie o wartości średniej dla całek oznaczonych na mocy którego istnieje
takie ce (0,t) , że

Q'._¬-¬
2: 1*!\_/ .zz ej|f(.)|.z»„=|f(c)|...

Ponieważ z warunku 3° definicji 1.1.3 istnieją liczby Â. 2 0 i M > 0, dla których
|f (c) | < Me” oraz t < e', więc uwzględniając to W powyższej nierówności
otrzymamy

f('r)dt śMe(“')', r>0,

a to oznacza, że funkcja fo (t) = j f(1')dI spełnia War. 3°, tj. nierówność (1.1_1)
o

ze Wskaźnikiem /"to = Â +1 _ Pozostałe Warunki 1° i 2° definicji 1.1.3 są również
I

spełnione. Zatem funkcja fo (t) = j f (t')dt' jest oryginałem.
O

I
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1.2. Definicja przekształcenia Laplace'a

Niech s = /1 + ia) oznacza zmienną zespoloną

Definicja 1.2.1. Przekształceniem Laplace 'a nazywamy takie przekształcenie,
które funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej t przyporządkowuje funkcję zespoloną
F(s) zmiennej zespolonej s Według wzoru

+°°

F(s) = jfo) e-'"41 (1.21)
0

°° T

gdzie je"`"ƒ(t)dt = jim je""f(t)dt.
0 o

Całkę występującą po prawej stronie wzoru (1.2.l) nazywamy całką Lapla-
ce 'a funkcji f(t), a zmienna s odgrywa przy całkowaniu rolę parametru.

Przekształcenie całkowe określone Wzorem (1 .2_1) oznaczamy symbolem L
inazywamy również L-przekształceniem, a funkcję F(s) nazywamy obrazem
lub transformatą Laplace 'a funkcji f(t) lub L-transformatą i zapisujemy symbo-
licznie W postaci

1‹¬(s)= L[f(z)] (1.22)
Transformatę F(s) dla danej funkcji f(t) określa się dla takich wartości para-

metru s, dla których całka Laplace'a (1 .2.1) jest zbieżna i gdy co najmniej jedna
taka liczba s istnieje, to Wtedy o funkcji f(t) mówimy, że jest L-trans-
formowalna (krótko - transƒormowalna). Jeśli dla każdej wartości parametru s
całka Laplace'a jest rozbieżna, to funkcja f(t) nie posiada L-transformaty lub
mówimy, żef(t) nie jest transformowalna.

Funkcję e""' występującą pod znakiem całki we wzorze (1.2.1) nazywamy
czynnikiem uzbieżniającym (lub jądrem całki Laplace'a).

Uwaga 1.2.1. Zbieżność całki Laplace'a (1.2.1) Wymaga założenia, że f(t)
jest funkcją całkowalną W każdym przedziale (0, T), gdzie T > O [13, 17].

_ _ 1 1Przykład 1.6. Zgodnie z uwagą (1.2_l) funkcje tgt, ctgt, f-, - dla n 2 1,
sint z"

itp., nie są L-transformowalne (tj. nie mają transformat), ponieważ na przykład
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funkcje tgt, ctgt nie są całkowalne, m_in_ W przedziale <0,%> , a funkcja in ,
I

n 2 1 nie jest całkowalna W przedziale (0, T), T> 0, tzn. dla tych funkcji całka
Laplace'a (1 .2_ 1) jest rozbieżna.

A zatem, istnienie L-transformaty dla funkcji f(t) sprowadza się do zagad-
nienia zbieżności odpowiedniej całki Laplace'a (1.2.1).

I

Twierdzenie 1.2.1. Jeżeli całka Laplace 'a funkcji f(t) jest bezwzględnie zbieżna
w punkcie so = /Io + icoo, to jest ona bezwzględnie zbieżna we wszystkich
punktach s = /I + i co dla których Re s = Ä 2 Âo _
Dowód.

Dla s=Ä+ia) i Å=Res>Reso=Âo orazzfaktu, że |e`i”°'|=1, dla każde-

got20mamy

|‹f¬"f(f)l=l e-”*"°”'f(f)l= e-”| f(f) | se-”¬"| f(f)| <1)
Ponieważ z założenia dla so = Âo + icoo istnieje całka

j| f(.)1 .zi = f(.) | ai,
Więc uwzględniając nierówność (1) dla Ä 2 /lo mamy następujące oszacowanie

j| 6--"f(.) 1 .zi Ś f(.) | d..
0 0

A to oznacza, na mocy kryterium porównawczego, bezwzględną zbieżność
całki (1 .2.1) dla wszystkich s dla których Â 2 Âo.

I

Ze zbieżności bezwzględnej Wynika zbieżność zwykła, ale nie na odwrót.

Definicja 1.2.2. Funkcję f(t) nazywamy funkcją bezwzględnie L-transformo-
walną, jeżeli istnieje punkt s, W którym całka Laplace'a F(s) dana wzorem
(1.2.1) jest bezwzględnie zbieżna; oznaczmy przez D zbiór Wszystkich takich
punktów.

Z twierdzenia 1.2.1 Wynika, że zbiór D jest sumą mnogościową domkniętych
półprzestrzeni, a więc jest domkniętą lub otwartą półpłaszczyzną albo całą
płaszczyzną zespoloną.
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Twierdzenie 1.2.2. Funkcje - oryginały określone definicją 1.1.3 są bez-
względnie L-transformowalne, tzn. całka Laplace'a (1.2.1) jest bezwzględnie
zbieżna na półpłaszczyźnie zmiennej zespolonej s określonej nierównością
Re s = Â > Ão, gdzie Âo jest wskaźnikiem wzrostufunkcjif (rys. 1.5).

Å .':1:2'›Ĺ :1:1Š1Ż-E15 ł1:¦ł1:'E`;I:1;-:1'= f"Š¦Š-:'i"':51Š=Š" “"':`:-El1íl:~ř1š~Š='1i'Š':1:'i2.=Ĺ1:›:I.I"ÜĹ:¬Š'E¬:'Š :E-Ĺ-Ĺ Š'Í'Í1:IE1:'Ê1ÊIŠ2iIĹWEI

io Ł
1

žf 1-;Ę āř i:z2~=Ê.Í1-íšš

2 -

i -
W

-1 -

"š'fF1==ř~š1“Ifš-.=='.'.'.'I .=z=1`i.:'1'-=--'1";“":1*ž- ':=z1z' -=;1'=:'= :=;‹:':=; _-: - V; :.'f"z1'=:= =-=' V

Rys. 1.5. Ilustracja graficzna obszaru bezwzględnej zbieżności całki (1.2.1),
gdzie Âo - Wskaźnik wzrostu funkcji f

D o W ó d. Jeśli f(t) jest oryginałem o Wskaźniku wzrostu Âo, to przy pewnej
stałej M > 0, dla każdego t 2 O spełniona jest nierówność (1_1.1), tj.
| ƒ(t)|śMeÂ°' _ Weźmy liczbę zespoloną s =Å +ia›, taką, że Re s = Â > Åo.
Uwzględniając powyższą nierówność szacujemy moduł funkcji podcałkowej We
wzorze (1 .2_1)

jf(t)e"" =j f(t)e`Ã1l-j e"iw'l=| ƒ(t)|e`Â' śMeÄ°' -e`Ä' =Me_(Ă_Å“)t.

Oznacza to, że całka stojąca po prawej stronie wzoru (1.2.1) ma majorantę nie-
zależną od s, zbieżnąw półpłaszczyźnie zespolonej TC: Re s = Â > Âo. Zatem

jlf(r).‹z¬~" dz 5 Mje-1*-“dz = M jim je-(Ä-“faz =
0 0 0

zl- iim [.fl*"W -1]=-M- dia /1>}.o.A-/to f-›‹-‹› A-to
+°°

Stąd wynika, że całka j jf (t)e¬" dt jest ograniczona dla /1 > /"to, co oznacza
o

bezwzględną zbieżność całki (1.2.1) dla każdego Â > Âo.



1.2. Definicja przekształcenia Laplace 'a 21

A więc oryginały określone W myśl definicji 1.1.3 są bezwzględnie L-trans-
formowalne [13, 19]_

I

Wniosek 1.2.1.
Z twierdzenia 1.2.2 Wynika, że warunki określające funkcję rzędu wykładnicze-
go, są warunkami Wystarczającymi transformowalności funkcji.

Ponieważ W zastosowaniach spotykamy się zazwyczaj z funkcjami, które są
oryginałami W sensie definicji 1.1.3, dlatego też W dalszym tekście przekształ-
cenie Laplace'a będziemy stosować Wyłącznie do oryginałów i tylko W niektó-
rych przypadkach będziemy czynić dodatkowe założenia o funkcjach f(t).
W praktyce, funkcje f(t), dla których istnieje całka (1.2.1), nazywamy również
oryginałami.

Definicja 1.2.3. Transformatą Laplace'a oryginału f(t) nazywamy funkcję F(s)
zmiennej zespolonej s = Â + io) daną wzorem

F(s) = L[f(z)]= j f(z)e'~“'dz (1 .2.3)
O

określoną W półpłaszczyźnie Re s = Â > Âo, gdzie Âo określone jest warunkiem
(1.1.2).

Zbiór Wszystkich funkcji f(t) nazywać będziemy przestrzenią oryginału, na-
tomiast zbiór Wszystkich funkcji F(s) -przestrzenią obrazu [5].

Definicja 1.2.4. Funkcję F(s) zmiennej zespolonej s, określoną W pewnym
obszarze D nazywamy funkcją holomorficzną W tym obszarze, jeżeli W każdym
punkcie s obszaru D funkcja F(s) ma pochodną F'(s). Funkcja F(s) jest holo-
morficzna W punkcie so, jeżeli jest holomorficzna W pewnym otoczeniu tego
punktu [12, 15, 25].

Twierdzenie 1.2.3. Jeżeli funkcja f(t) jest oryginałem o wskaźniku wzrostu Â.o,
to [1, 13, 17].'
I” całka po prawej stronie wzoru (1 _2. 3) jest jednostajnie zbieżna w półpłasz-

czyźnie określonej nierównością Re s = Â > (rys. 1.5);
2” funkcja zespolona F(s) zmiennej zespolonej s określona wzorem (1.2. 3) jest

funkcją holomorficzną w półpłaszczyźnie Re s = Â. > Âo (rys. 1.5);

3” Rlim F(s) = 0 (1.2.4)
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Wniosek 1.2.2.
Przekształcenie Laplace'a określone Wzorem (1 .2_3) jest różnowartościowe, tzn.
każdemu oryginałowi f (t) jest przyporządkowana dokładnie jedna L-
transformata F (s) = LĹf(t)j Według wzoru (1 .2.3).

Wniosek 1.2.3.
Z zależności (1.2.4) wynika, że transformata F(s) jako obraz oryginału f(t) nie
może być postaci F(s) = const lub F(s) = s ani Wielomianem, a jeżeli F(s) jest
funkcją Wymierną zmiennej s, to stopień licznika musi być niższy od stopnia
mianownika_

Przykład 1.7. Przedstawić graficznie funkcję

f(f)={A ‹i1a|z-3|<2
o dia |z-3|>2

i korzystając z definicji wyznaczyć jej transformatę Laplace'a.

Rozwiązanie .Zwłasnościmodułu |t-3|<2<=›1<t<5 if(t)jestfunk-
cją o wykresie podanym na rys. 1.6.

f(f)
A -----¬.

1 E E24 1 1
¿~ Ł -›
1 5 r

Rys. 1.6

Jak widać z wykresu, funkcja f(t) jest nieciąglym oryginałem dla ti = 1 i to = 5.
W punktach nieciągłości funkcjafprzyjmuje wartości określo`ne wzorem (1_1.8)

f(1)=-Š-lf(1-)+f(1*)l=Š-A. f(5)=-Š-lf(S')+f(S*)l=åA.
oraz zgodnie z uwagą 1.1.3 Wskaźnik jej Wzrostu Âo = 0.

Na podstawie definicji transformaty ze wzoru (1.2.3) dla Res > 0 mamy

F(s)= L[f(t)j= °j:f(t)e""dt = Í/1e_`"dt = - źe”, ,-5 = Ê- (e78 - e_5"
0 i S 1 S[:
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Przykład 1.8. Korzystając z definicji obliczyć transformaty Laplace'a funkcji
o Wykresach podanych na rys. 1.7

a) f(1) b) f(1)
2

5 1 _________ _ _
1 1' 1

ā 2 ş
Ó Q cp › Ó ›0 i ;2 ¿3 I ,0 2 4 z

_1 _T
š E -1_2 oio

Rys. 1.7

R o z W i ą z a n i e . a) Funkcję f(t) o wykresie podanym na rys. 1.7a określa-
my wzorem

2 dm 0<t<1
1 dla r=0, r=l

f(z)= -1 dia z=2, z=3
- 2 dla 2<t<3
0 dla t<0, 1<t<2, t>3

Funkcja ta jest nieciąglym oryginałem (spełnia warunki Dirichleta) i zgodnie
z uwagą 1.1.3 Wskaźnik Wzrostu Âo = 0. Na podstawie definicji transformaty
Laplace'a ze wzoru (1.2.3) dla Re s > 0 mamy

O8 Q›- _IQ

+

l\)"Z_'.L›)

F(s)= L[f(t)]= J-f(t)e"”dt = j2e¬"dt + j0 - e""dt (- 2)e"`"dt =

=1 l=32 _ ' 2 _ 2 _ _ _=__est +_e st =_1_es_e 2s+e 3.1.

S i=0 5 i=2 S

b) Funkcję g(t) o wykresie podanym na rys. 1_7b określamy Wzorem

0 dla t< 0 v t > 4

g(t): Ŝz-i dia o<z<4 _



24 Podstawowe pojęcia i twierdzenia

Funkcja ta jest nieciągłym oryginałem o wskaźniku Wzrostu Åo = 0 (patrz

uwaga 1.1.3) i W punktach nieciągłości (uwaga 1.1.8) g(0)=-Š, g(4) =

Na podstawie definicji transformaty Laplace'a ze wzoru (1 .2.3) mamy

‹;(..)=L[g(.)]= jg(.)@--".z.= (Š.-1)..--".z..
O8 Gm;-Ă

Całkujemy przez części względem zmiennej t (zmienną s traktujemy jako
parametr) i dla Re s > 0 otrzymujemy

G( )_ 2)e_st 1 _sj t=4_1-"2S-(l+2S)@-4s
S- -šÍ- -_sf-ŻĂSTĆ to- s2 .

1.3. Przykłady transformat funkcji podstawowych

1.3.1. Transformata funkcji jednostkowej f (t) = I(t) , te R

Funkcję skoku jednostkowego 1(t) omawialiśmy W przykładzie 1.2 (wzór
(1.1.6), rys.1.2). W punkcie t = O funkcja jest nieciągła. Wskaźnikiem Wzrostu
tej funkcji jest /lo = 0. Zgodnie z twierdzeniem 1.2.3 istnieje transformata F(s),
która jest funkcją holomorficzną na półpłaszczyźnie określonej nierównością
Res = /1 > Âo = 0 i transformatę tę wyznaczamy Według wzoru (1.2.3). Mamy
więc

+°° T 1 I=T

F(s) = Ll1(t)l= j1(t)' e¬"dt = limo je""dt = lim Ii- Šemj =
Ie_›0 e-›0* _0 8 -ET-›+‹×› T -›+‹×›

= lingo [- Š (e"T" - e`” = Š,
8-›
T-›+‹×›

bo lim e"TS =0 oraz lim e"'8 =1 _ Zatem
T-›+‹×› 8-›0“`

L[1(f)]=š dla Res=zi>o (i.3.i)
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__ UI1.3.2. Transformata funkcji wykładniczej f(t) - e I(t), ae R

(Patrz przykład 1.5, Wzór (l.1_l0) dla a =1 , rys. 1.4).

Funkcja 1(t)'e“' W punkcie t=0 jest nieciągła, f(0+)= lim e“' =1, zatem
t-›0"

_ 1 1 _ _ ._ _zgodnie z (1.1.8) f(0)=šf(0+)=-ž. Wykładnik Wzrostu tej funkcji wynosi

Ão= max(0, a) (por. przykład 1.1 b). Zatem na podstawie twierdzenia 1.2.3
transformata F(s) tej funkcji jest funkcją holomorficzną na półpłaszczyźnie
Res = /I > a i wyznaczamyją ze wzoru (1 .2.3). Mamy więc

+‹×› +‹›<› T
Lle“'l= je” -e--"dzz je-l-1-"lfdzz iim je-(S-“lfdzz

8-›0*
0 0 T_)+°° Ê

r=T
= lim [- --1e`(“"“)' j =-il lim le`("`“lr -e_(`i_u)8l= íl

S Cl I E8-›0* - = s - a 8-›0* s - a
T-›+‹›‹› T-›+‹×›

(ponieważ lim e`(""`“)f =1 oraz dla s = /1 + iw i Res = /1 > a mamy
8-›0*

le-(8-a)Tj = je-(/1-„)T _e-iwrl ze-(A-‹z)Tle-iwrl = e-(/1-a)T _?__;;ř›0 )_

Zatem Lle“'j=; dla Res=Å>a (1_3.2)
s-a

Analogicznie Wyznaczymy transformatę funkcji f(t)=e`“'1(t), ae R.
Funkcja ta jest oryginałem nieciągłym dla t=0, o Wykładniku Wzrostu
/“to = -a _ Zatem

Ĺ[6_arj=å dla RCS=Ä>-Cl

Uwaga 1.3.1. Jeśli a jest liczbą zespoloną W postaci algebraicznej a =a + ßi ,
ot, ß e R ,to Wzory (1.3.2) i (1_3.3) są słuszne W obszarze Res = /1 > Rea = oc
(por. przykład l_lb), co łatwo wykazać, jeśli zauważymy, że dla liczb zespolo-
nychs=Ä+ia›, a=a+iß:
różnica s - a = (Â- ot) + i(w - ß) , a moduł je"l'”`ß)l =1,

Więc je`(“"“)Tj=e`('ł`a)T gw dla Wszystkich Wartości s, dla których

Re(s-a)=/1-a>0,tj.dlaRes=/1>Rea=oc.
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1.3.3. Transformata funkcji sinus f(t) = sint I(t)

Funkcja I(t)-sint (rys. 1.8a) jest ciągłym oryginałem i jako funkcja ograni-
czona ma Wskaźnik Äo =0 (por. uwaga 1.1.3). Na podstawie twierdzenia 1.2.3
transformata F(s) funkcji f(t) = sint jest funkcją holomorficzną W półpłaszczyź-
nie Res = Â > 0 i wyznaczamy ją ze wzoru (1.2.3) całkując dwukrotnie przez
częsci

+‹›‹› T
L[sin t]= je`^" sint - dt= lim je"" sint - dt=

0 oT-›+°°

2 T
_ s 1 . _ 1 __= lim _2- --sint-e `" -_zcost-e "' =

T"H'°°S +1 S S 0

2_ s 1 _ _ 1 __ 1= lim zi---sinT-e “T --ícosT-e *T +_2 _
T">+°°s +1 s s s

Ponieważ lim sinT-e`°`T =0 oraz lim cosT-e""T =0, to ostatecznie otrzy-
T-›‹×› T-›‹×›

mamy

L[sint]=2; dla Res=/1>O (1_3.4)
s +1

a) b)

i 1 ,
›ni11i¬ › _I 311: ›

-rc O rc 2rc 3 t -rc 0 5 %1t21t t

-1 -1

Rys. 1.8. Wykres oryginału: a) ƒ(t)=1 (t) sint, b) f(t)=I(t) cost

. _ 1 _ _
Zgodnie z twierdzeniem 1.2.3 funkcja zespolona F(s)=ñ zmiennej

s
zespolonej s, która ma dwa bieguny sj = -i i sz = i na osi urojonej jest funkcją
holomorficzną na półpłaszczyźnie zespolonej określonej nierównością
Re s = /1 > Âo = 0 oraz spełnia warunek (1.2_4), tj.

_ _ 1
Relś-rP+°=› F(s)- Rel.siÊl›+¬×'Ê_ O I
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1.3.4. Transformata funkcji cosinus f(t) = 1(t)cos t

Funkcja I(t)-cost (rys. 1_8b) jest nieciągłym oryginałem dla t = 0 i ponieważ

f(0+) = lim cost = 1 , to ƒ(0) = Š f(0+) =å orazjako funkcja ograniczona ma
1-›0"

Wskaźnik Wzrostu Âo =0. Na podstawie twierdzenia 1.2.3 transformata F(s)
funkcji f(t) = cost jest funkcją holomorficzną W półpłaszczyźnie Res = /1 > 0
i zgodnie ze wzorem (1.2.3) mamy

°° T

L[cost]=je"" costdt= lim je” cost dt.
0 88-›0+

T-›°‹›

Całkując dwukrotnie przez części i przechodząc do granicy przy 8 -› 0+
i T -› °°, analogicznie jak W przypadku wyznaczania transformaty funkcji sinus,
otrzymamy

L[costj=% dla Res=Â>0 (1.3.5)
s +1

Zaprezentujemy drugi sposób dowodu wzoru (1.3.5), W którym korzystamy
z faktu, że funkcję cost możemy wyrazić jako sumę dwóch funkcji wykładni-
czych zespolonych (Wzór Eulera)

1cost =-(e" +e ”) _
2

Wtedy z definicji L-transformaty oraz z własności liniowości całki otrzymamy
OO O0 OO OO

j-e"`" cost dt = lj-e"" (en + e`" )dt =l|:je`(s"l' dt + je`(s+i)' dtj.
0 2 0 2 0 0

Następnie korzystamy z wyników uzyskanych W podrozdziale 1.3.2 (tj. ze Wzo-
rów (1 .3.2) i (l_3.3)) i po algebraicznych przekształceniach mamy

L[ t]_l I + 1 _ S

COS _2 s-i s+i _s2+l'

Całka jest zbieżna, gdy jednocześnie Re s > Re(i) = 0 oraz Re s > Re(-i) = 0,
tzn., gdy Re s > 0.
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1.3.5. Transformata funkcji liniowej f (t) = t- I(t)

f(1)
i

i i D
O 1 2 I

Rys. 1.9. Wykres oryginału f(t) = t I (t)

Z definicji L-transformaty na podstawie wzoru (1.2.3), całkując przez części
otrzymamy

T i=T
Llrl= - -“dz = iim ji - e¬"df = = um [-ie*-“ -le--"j =

T-›‹×= O T-›+‹›‹› 5 52 I O
~› N

: lim _Ze-.sT___1_e-.tT+_1T zi,

T-*+°° S s2 s" sz

bo lim e`°`T =0 i stosując regułę de L'Hospitala limT-e`”T = lim
T-›‹›° T-›°‹= T-›°‹› e'

Zatem

L[z]=l2 dla Res=,t>o (1.3.6)
S

Zauważmy, że transformata F(s) = L2 ma jeden biegun podwójny dla s = 0
s

i jest ona funkcją holomorficzną W obszarze D ={(Ä,a)):/1 > 0,coe R} , oraz

spełnia warunek (1 _2.4), tj. Rlim F(s) = lim -l-,_- = 0 _
CS-)°° S->°° S

1.3.6. Transformata funkcji potęgowej f (t) = t" -I(t) , n > 1

Funkcja ta jest oryginałem ciągłym W przedziale (-‹×›,+‹>°) i Wskaźnik wzro-
stu tej funkcji Åo = 0. Dla Res = Â > 0 Wyprowadzimy Wzór rekurencyjny.
Z definicji na podstawie wzoru (1.2.3) mamy

-ł-oo

L [tn]= Je-st _tndt :__e-st +_J' -sttn-ldt o

O S S
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_ , t" _Poniewaz przy t -› ‹×› mamy T -› 0 , Więc
e

II n' fl-
Ĺ [Í j: Ĺ [Í I

Stąd, dla n = 2 oraz korzystając ze wzoru (1 _3_6) otrzymamy,

2L[i2]=~L[z]=Ê~¿2=Å, (i.3.7)
S S s s

a następnie dla n = 3 i wzoru (1.3.7) dostajemy

Llfilzłzlfilzízí, (1.38)
s s s

i tak dalej.
Metodą indukcji matematycznej dowodzimy, że dla każdego n naturalnego

dia Re.‹=zi>o (1.39)

Uwaga 1.3.2. Można wykazać, że dla dowolnych ot> -1 i Res = Ä > 0 [1]

L[z“]-M (i.3.io)_ sa+i

We wzorze ( 1.3.10) F jest funkcją gamma Eulera, określoną za pomocą całki
niewłaściwej

+°°

i¬(a)= ji*-'o-'dr dia o<x<+‹›‹› (13.11)
0

oraz dla każdego oc > 0 słuszny jest Wzór

r(a+1)=a-i¬(a) (i.3.12)
W ozozegoinośoi ze wzoru (1.3.i 1) mamy r(i)=1 iwiedy ze wzom (13.12)

dla n e N , Wynika Wzór

T`(n +1)= nl _

Przyjmując we wzorze (1.3.l 1) x =% można dowieść, że

rĹåj=„/E (13.13)
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U W a g a. Funkcja l"(x) jest jedną z ważniejszych funkcji nieelementar-
nych. Jest ona uogólnieniem nl na wszystkie wartości zmiennej x.

Przykład 1.9. Wyznaczyć L-transformatę funkcji f (t) = 2x/Í .

R o z w i ąz a n i e . Funkcja f(t) = 2x/Í jest określona dla t> 0. Obliczamy

granicę funkcji przy t -› 0+

nm f(z)=1im zt/í=0.
t-›0* r-›0"

Zgodnie ze wzorami (13.10), (1.3.12), (1.3.13) dla a =š mamy

1 1 1

L[2«fil=2-rlšjllzz-5íšl=`/;E.
S2 s2 S2

Zatem

L[2«/ílzš (13.14)
S2

1.4. Odwrotne przekształcenie Laplace'a

Dotychczas zajmowaliśmy się zagadnieniami związanymi z obliczaniem
transformat (obrazów) F(s), gdy dany jest oryginał f(t), tzn. zajmowaliśmy się
prostym przekształceniem Laplace'a, które danemu oryginałowi f(t) przypo-
rządkowuje jednoznacznie jego transformatę F(s) określoną wzorem (1.2.3).

W zastosowaniach przekształcenia Laplace'a (np. do rozwiązywania równań
różniczkowych) podstawowe znaczenie ma zagadnienie odwrotne: „dana jest
funkcja zmiennej zespolonej F(s) i należy wyznaczyć funkcję f(t), dla której F(s)
jest jej L-transformata”. Zagadnienie to jest związane z istnieniem przekształ-
cenia odwrotnego do przekształcenia Laplace'a.

Aby zapewnić odwracalność transformacji Laplace'a w pewnej klasie funkcji
zmiennej zespolonej F(s) będziemy ją zatem stosować wyłącznie do funkcji f(t)
będących oryginałami, dla których L-przekształcenie istnieje ijest różnowarto-
ściowe (patrz wniosek 1.2.2).
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Definicja 1.4.1. Przekształcenie całkowe, które transformacie F(s) przyporząd-
kowuje oryginał f(t) według wzoru (1 .4.2) nazywamy przekształceniem odwrot-
nym względem przekształcenia Laplace'a (1.2.3) i oznaczamy symbolem L”.
Funkcję f(t) nazywamy odwrotną transformatą Laplace'a względem funkcji
F(s) i zapisujemy

L” [F<s›]= f(t) (1.4.1)
jezeli L [f(r)]= F(s).

Funkcję f(t) występującą w zależności (1.4.1) nazywamy również
L4-transformatą funkcji F(s).

Zachodzą następujące pytania:
a) Czy każdej transformacie F(s) odpowiada tylko jeden oryginał f(t)?
b) Jakie warunki powinna spełniać funkcja F(s) zmiennej zespolonej

s = Â + ia) , aby była ona transformata?

Odpowiedź dają nam twierdzenia 1.4.1+1.4.3, które podamy bez dowodu
[1, 13,17, 19].

Twierdzenie 1.4.1. Jeżeli funkcja F(s) zmiennej zespolonej s = /l+iw jest
transformatą pewnego oryginału f(t) na półpłaszczyźnie Re s = /I > Â0 (Â0 jest
wskaźnikiem wzrostu oryginału j), to w każdym punkcie ciągłości funkcji f(t)
prawdziwy jest wzór:

1 /l+i=×= SI 1 _ /l+iT st
f(z) =__ j F(s) e ds =__ nm j F(s) e ds (1.42)

2m Moc 21:1 T-›+‹›‹› HT

gdzie granice całkowania /I - i‹×› oraz Â + i‹×› należy rozumiec' w ten sposób, że
całkowanie względem s odbywa się w płaszczyźnie zmiennej zespolonej wzdłuż
dowolnej pionowej prostej l o równaniu Res = Ä > Â0 równoległej do osi urojo-
nej w = Ims, (patrz rys. 1.5), przy czym pierwszą całkę we wzorze (1.4.2) ro-
zumiemy w sensie wartości głównej, tj. zgodnie z określeniem po prawej stronie
wzoru (1.4.2).

Uwaga 1.4.1. Wzór (l.4.2), zwany również wzorem Riemanna-Mellina, uzy-
skujemy z wzoru całkowego Fouriera i przekształcenia Fouriera omawianych
w rozdziale 7 oraz ze związków między przekształceniem Fouriera i przekształ-
ceniem Laplace'a [13, 25].

Na podstawie definicji 1.4.1 i twierdzenia 1.4.1 transformatę odwrotną
Laplace'a możemy zapisać w postaci
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+i°='/1
f(t) = L`1[F(s)]= jF(s)e'"ds dla t > O

/1-rm

f(z)=0 ‹11az<o (1.43)

f(0)=%f(o*) dla z=o.

Wzór (l .4.3) pozostaje prawdziwy również w punktach nieciągłości to funk-
cji f(t), w których dla oryginału f(t) przyjmujemy wartość określoną wzorem
(1.1.8).

Jednoznaczność transformacji Laplace'a jest konsekwencją twierdzenia
1.4.1. Innymi słowy mamy:

Wniosek 1.4.1.
Jeżeli dwa oryginały f|(t) i f2(t) spełniają założenia tw. 1.4.1 oraz jeśli ich od-
powiednie transformaty Laplace'a F1 (s) i F2(s) są równe, to oryginały f,(t) i ƒ2(t)
mogą być różne co najwyżej w swoich punktach nieciągłości; poza tymi punk-
tami są identyczne.

Mamy zatem:

Twierdzenie 1.4.2. Oryginał f(t) jest jednoznacznie określony przez swoją
transformatę F(s) we wszystkich punktach poza punktami nieciągłości funkcji
f(t)-

Wniosek 1.4.2.
W klasie funkcji L-transformowalnych i ciągłych dla t> O przekształcenia cał-
kowe Laplace'a określone wzorami (1.2.3) i (1.4.3) są wzajemnie jednoznaczne,
tzn. wzory te są względem siebie odwrotne. Zależności te zapisujemy:

c' (L [f(1)])= f(z) dla kazdego z> 0 (1.44)
OÍŻIZ

L (L-' [F(s)])= F(s) dla kazdego S, Res = A > A0 (1.45)
U w a g a . Własności (l.4.4) i (l .4.5) umożliwiają W praktyce posługiwanie

się tablicami transformat Laplace'a (patrz Dodatek) zarówno przy obliczaniu
transformat jak i przy wyznaczaniu oryginału, gdy znany jest obraz.

Warunki wystarczające na to, aby funkcja zmiennej zespolonej F(s) była
transformatą pewnego oryginału podaje następujące twierdzenie.
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Twierdzenie 1.4.3. Jeżelifunkcja F(s) spełnia warunki.'
1” F(s) jestfunkcją holomorficzną w półpłaszczyźnie

rc={se C:Re(s)>}t>/I0};
2” lim F(s)=O,'

Res:/1-›°‹›
Ä+i‹›='

3” Całka jF(s)ds jest bezwzględnie zbieżna,
Ä-iw

to funkcja F(s) jest L-transformatą oryginałuf(t) danego wzorem (1.4.3)

Przykład 1.10. W podrozdziale 1.3 wyznaczyliśmy transformaty funkcji-ory-
ginałów I(t), e“', e “', sint, cost, t, tz, t" _ Powołując się na wniosek 1.4.2
i zależność (1 .4.4), określającą jednoznaczność przekształcenia odwrotnego L”
względem przekształcenia L, na podstawie wzorów (1.3.1) - (1.3.9) otrzymamy
wzory na transformaty odwrotne dla danych funkcji F(s). Mamy więc

L-l

L-l

L-l

L-l

L-I

L-l

L-l

;j=e"' -I(t)
s-a

-1-j = e-"' -1(z)
S+Cl

T1-j=1(t)-sint
s +1

T`i_]=1(t)'cost
s +1

l„j=1(z)-rS-

2s_3j=1(z)-12

nl_ =I(t)-1”sn+l:I

_/;"' = 1(z) (1.46)

(1.47)

(1.4.8)

(1.49)

(1.4.10)

(1.4.11)

(1412)

(14.13)
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U w a g a _ Widzimy więc, że na gruncie obu przekształceń Laplace'a (pro-
stego i odwrotnego), można wszystkie relacje między funkcjami f(t) i ich trans-
formatami F(s) rozpatrywać ,,w obie strony”, tj. np.

_ L 1 Ĺ 1srnt WM --, e`“' __-í Å
L-' s2+1 L-1 s+a

I

Uwaga 1.4.2. Przy stosowaniu przekształceń Laplace'a L[f(t)]=F(s)
i L`1[F(s)]= f (t) nie będziemy za każdym razem zapisywać, że f (t) = O dla
t< 0 , (por. uwaga 1.1.5 ). Ponadto dokonując transformacji odwrotnej funkcję

jednostkową I(t) będziemy zastępować jedynką, gdyż 1(t)=1 dla t > O. Po-
dobnie nie będziemy pisać

s+a s2+1
L"|:i1:|= 1(t)-e_“' , 1%;j= I(t) - sin t

ale krótko:

_ 1 _ _ 1 .L'í=e“', Lní =s1nt.
s+a s +1

Ponieważ w dalszych ustępach chcemy zwrócić szczególną uwagę na tech-
nikę posługiwania się rachunkiem operatorovvym, więc niejednokrotnie pomijać
będziemy założenia o funkcji f. Generalnie zakładamy, że funkcje f(t) i jej po-
chodne są w każdym skończonym przedziale ciągłe i rzędu wykładniczego.
Przy tych założeniach i wcześniej podanych twierdzeniach mamy zapewnioną
jednoznaczność odwrotnego przekształcenia Laplace'a. Pominiemy również
wskazywanie za każdym razem półpłaszczyzny na płaszczyźnie zespolonej s
(s = Â+ia›) na której są słuszne odpowiednie wzory, przyjmując tak jak dla
wcześniej sformułowanych twierdzeń, że taka półpłaszczyzna istnieje i jest
określona nierównością Â. > /10, gdzie Â0 - wskaźnik wzrostu funkcji f.

Uwaga 1.4.3. Wzór Riemanna-Melina (1 .4.2) określa wyrażenie analityczne
dla L"-przekształcenia. Jednakże bezpośrednie stosowanie wzoru (1.4.2) do
wyznaczania transformat odwrotnych jest zwykle dość trudne i wymaga dobre-
go opanowania całkowania funkcji zmiennej zespolonej, szacowania całek, itp.
[12]. Z tego względu, szczególnie w zastosowaniach unika się bezpośredniego
stosowania definicji 1.4.1 i zazwyczaj wyznacza się oryginał f(t) na podstawie
jej transformaty F(s) w inny sposób. Metody wyznaczania transformat odwrot-
nych omówimy w rozdziale 4.
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1.

2.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zbadać, czy podane funkcje są oryginałami:

4) f(f)=‹f2'-1(f). b) f( =‹f“-1(f).
c) f(r)=t3-I(t), d) f =sin2t-I(t),

e› f(z›=1<z›~z›". „e~. e f(z)=%~1‹f›.
“I\`\

\_/\_/

g) f(f)=(a-@"'")-1(f);‹z.1›>0. h) f(f)=1(f)~E[Šj.

Źlvl1› f<f›=Ż1[z-Š). 1) f‹z›= Ĺ <-1›"1‹f-'1).
k) f(z)= e' eesz-1(z), 1) f(z)=1(z)-1n(1+ z).

(E(t) oznacza funkcję entier, tj. część całkowitą liczby t).
Wyznaczyć (o ile istnieją) odpowiednie liczby M większe od zera i /I
spełniające nierówność (1.l.1) definicji 1.1.3. Wyznaczyć wskaźnik wzrostu
Âfl. Naszkicować wykresy tych funkcji.

Na podstawie definicji wyznaczyć L-transformatę funkcji (zakładamy, że
f(t)z1(t)-f(t),re R):

8) f:t)={Šz dla o5r<2 , b) fwzez.,
O dla t<O,t>2

c) f(r)=r2, d) ƒ(t)=cos2t,

e) f(t]I=cosh4t, f) fl:t]l=sinh-Š,

g) f(r]›=sinhwz,w>0 h) f(z)=srn3z,
1) f'Zf1'=@"t'. 1) f'ZfZ'='@".
k) fm 2 dla |z-3|<1 D f,t.› 1-1 dla 03:51

: l : _“ 0 dla |z-3|>1' “ 0 dra z<o,z>1
Wskazówka. W przykładach d, e, f, g, h można skorzystać ze wzorów
(2.1.6), (2.1.7), (2.1.12).
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Na podstawie definicji obliczyć transformaty Laplace'a funkcji o podanych
Wykresach - podać wzór opisujący daną funkcję flt)

al 3A
2A
A

f(I)

.._____

2 f(t)

í

m

~›1
1311. “Ń V

o
"N "'.1›

I' fią

_A O e__¿ _2 --------- - -4

°) *fm d) f(t)2A------ei» 1 ......
A ---9

" O T 27 r' _ O 1 '›

Åff) 1

__-.- __g.._

e) ( Ü f()
4 ---------------- U ---------------
2 ---- Ê. # V_.__ 1 ' › 0 ET r

O a 3a t Ę_U -----------------0---Å

1.gl I f(t) ) f(t)
1 ______ __

0” iza' _0i2-_-t›
_1 .........................

Ai) j) 2 ..łÍ_(_Q-__._ ¿f(1) e
1 1

0 “ b I -1 '''''''''''''
_2,........... -.'

k) f(t) 1) Å f(t)=Esin -Êrlit Í 1,7 .-_ är-
1 E 77

5a 7a8a
" 04 sa z' 0 -Ś T1'

_] --------------------------- --Ę E -Ej''''''''''''''''''''''''"
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4. Wykazać, że funkcja f (t)= e'2 nie posiada transformaty Laplace'a.

GO

5. Wiedząc, że je"2dt = -3/-:Š , vvyznaczyć transformatę f (t)=0 2 ~fi
(Wskazówka. Dokonać zmiany zmiennych u = «/i we wzorze (1.2.1)).

6. Która z funkcji:

a) F(.)=Š. 1,) r=(.)=¿_5 e) F(.)=?%
<1) F(s)=f_-S5 e) F(s)=-;ä 1) 1=(s)=s2+s+1

nie może być L-transformatą oryginału? Sprawdzić założenia twierdzenia
1.4.3 dla funkcji z przykładów b), c), d).

Odpowiedzi:

1. f) nie, pozostałe tak

3 1 2 _ 1 _ . 1 2 s2. 2.5' _;Te 2-3 J, :-51 ST, Ê

- ' s +4
s 2 co 3 . 1

ii, Wi-9 li? h _i:¬ W:)6) S2-16 D 452-1 gl S2-of )s2+9 1) 8+4
- 1 2 -21' -4s -1 1 -.Y):-. k) - *- 1) --+- +1.J (s+1)2 sie 6 ) S2 S26 4

T. -1. -:. 2
3. 21) *Ê-[3-4e zi +e`Ts], b) Ŝ(@"" -2e'2`i +@_3s)=Ŝ[e 2 -6 2 } ,

e) Ź(1+e"“ - 2e“"*), d) e) Ŝe-“S (1 + @'2"^'
S S S

f) %._1__s+lT_-łíieflr , g) ř(1+e`2“"`)-åzšl-e`2“°'),



38 Podstawowe pojęcia i twierdzenia

(1 _ e-s )2 I a 1 _ e-as e-bs _ e-as

h _*ia ›
) s2 1) sz Ĺ a + b a j

j) ¿2(1-e"2“-*)+ł(1-4e"“t + e-2*'-*'
as S

_ -sT1.)¿(r_.-)(._.~ß«~‹)(1-.-'«-»). 1)
6. Nie są transformatami funkcje z przykładów d) i f).
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Własności przekształcenia Laplace'a

Bardzo rzadko oblicza się transformaty Laplace'a z definicji poprzez całko-
wanie. Znacznie częściej korzysta się z niewielkiej liczby par transformat
i twierdzeń określających własności przekształcenia Laplace'a.

Omówimy teraz najważniejsze własności przekształcenia Laplace'a, które
umożliwiają i ułatwiają znajdowanie transformat pewnych oryginałów na pod-
stawie znanych już transformat (obrazów) i na odwrót - na podstawie danej
transformaty (obrazu) pozwalają wyznaczyć jej oryginał.

Poniżej podajemy twierdzenia opisujące podstawowe własności przekształ-
cenia Laplace'a. Własności te decydują o jego znaczeniu i szerokim zastosowa-
niu i w pewnym sensie stanowią podstawę rachunku operatorowego. Na uwagę
zasługują: twierdzenia o liniowości, a przede wszystkim twierdzenia o trans-
formacie pochodnej i transformacie całki, dzięki którym operacje różniczkowa-
nia i całkowania funkcji f(t) po zastosowaniu L-przekształcenia zostają zastą-
pione mnożeniem lub dzieleniem przez s, to znaczy, zostają one zastąpione
operacjami algebraicznymi.

2.1. Liniowość

Podstawową cechą metody przekształceń całkowych stanowiącą o jej pro-
stocie i efektywności jest własność liniowości, z drugiej jednak strony ograni-
cza ona zakres zastosowań metody, w zasadzie, do zagadnień liniowych.

Twierdzenie 2.1.1. Przekształcenia Laplace 'a L iL`l są liniowe, tzn. jeżelif1(t)
i f2(t) są oryginałami, zaś A1, A2 dowolnymi liczbami zespolonymi, to

L 14. f. <1) + Azfz <f)1= 4.4 lf. ‹r)]+ A24 Ĺf2<f)] <2.1.1)
07612

4"' 14.1". <8) + A.F.<s)]= 44" lF. <.‹)]+ 4.L"1F.<s)] (2.12)
gdzie 1‹¬,(s) = L Ĺf, (z)]. F, (S) = L [f, (z)].
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Równości (2.l.l) i (2.1.2) wynikają bezpośrednio z własności liniowości
całek występujących odpowiednio we wzorach (1.2.1) lub (1.2.3), (1.4.2) lub
(1 .4.3) definiujących przekształceniaL iL".

Uwaga 2.1.1. Jeśli wskaźniki wzrostu funkcji f,(t) i f2(t) są odpowiednio
równe Â0 i go, to transformata wyrażenia A, f,(t) +A2f2 (t) istnieje w pół-
płaszczyźnie Re(s) > max {/10 , go

Uwaga 2.1.2. Własność (2.l.l) może być uogólniona na kombinację liniową
n funkcji f1(t), ...,f„(t) L-transformowalnych, tj.

L [Ź 4.f,. (oj = Ź 4.4 lf. 0)] (2.13)
k=l k=l

zaś własność (2.1.2) może być uogólniona na kombinację liniową n funkcji
F1(s), F„(s) L"-transformowalnych, tj.

L-' [2 A, F, (oj = Z 4,5' [F, (.‹)] (2.14)
k=l k=l

gdzie Ak, k = 1, n dowolne stałe (rzeczywiste lub zespolone).

Przykład 2.1. Wyznaczyć transformatę F(s) = LĹf(t)] oryginału

f(z)=2+e-3'-ósrnz (1)
Rozwiązanie.

1. Do obu stron wzoru (1) stosujemy _ _3, . _
L-przekształcenie L [f(t)]_ L l2 + e _ 6 Sm tl-

2. Korzystamy z liniowości _ _3, . _
L -przekształcenia; wzór (2.1.3) _ 2 i L [1(t)]+ L le l_ 6 l L [Sm I]-

3. Korzystamyzewzorów(1.3.1), =2_l+ 1 _6_ 1
(1-3-3)„(1-3-4) s s+3 s2+1i

Po dokonaniu algebraicznych przekształceń szukana transformata wyraża się
wzorem

3 _-

F(s)= _
s(s+3)(s +1)

I
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Przykład 2.2. Wyznaczyć oryginał f (t)=L" [F(s)] dla transformaty
s 6

F(S)- .

Rozwiązanie.

1. Funkcję F(s) przedstawiamy S _ 6 3 2
w postaci sumy ułamków F(s) =-í= - -Z
prostych s(s _ 2) S S _ 2

2. Do obu stron stosujemy prze- Ĺ/_1[F(s)]_ L-, s - 6 _ L_, 3 _ 2 _
kształcenie odwrotne L” ;(5 __ 2) 5 S _ 2

3. Korzystamy z liniowości I 1
przekształcenia L"; wzór = 3 - L” |:-] - 2- L" =
(2.12) S S ' 2

4. Stosujemy wzory(1.4.6), __ _ _ 2,_04.7) -3 I(t) 2e I(t).

Zatem

f(z)=3-1(z)-ze” -1(z).
Ponieważ funkcja f(t) jest oryginałem, więc czynnik I (t) można opuścić (patrz
uwaga 1.4.2). Stąd następująca odpowiedź:

f(z)=3-2e2'‹11a z>o,

pamiętając, że f(t) = O dla t < O oraz f(0) = åf(0+) =

I

Przykład 2.3. Pokażemy teraz jak można prościej (nie korzystając z definicji
L-przekształcenia) wyznaczyć transformaty F(s)=LĹf(t)] funkcji trygono-
metrycznych i hiperbolicznych:

a) f(t)=sinat; b)f(t)=cosat; c)f(t)=sinht; d)f(t)=cosht

R o z w i ą z a n i e . Przypominamy znane wzory Eulera

em' = cos at + isin at , e`l“' = cos at - i sin at (2.1.5)
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gdzie a oznacza dowolną liczbę rzeczywistą lub zespoloną, z których otrzymu-
jemy określenia funkcji cosati sinat za pomocą funkcji wykładniczych

cosat = lleia' +e`i“'), sin at = ilela' -e""“') (2.1.6)
2 21

Przypominamy również określenia funkcji hiperbolicznych

eeehz =%(e' +e-'), sinhz = -e-') (2.17)
a)
1. Niech sinat=i_(el“' -e"i“') (1)

21
2. Do obu stron tożsamości (1) . _ 1 ,~,„ _,-„, _

stosujemy L-przekształcenie L [Sm at] _ L l2i (e e ) _

3. Korzystamyz liniowościL- _ 1 ,-„, _,-„, _
przekształcenia, wzór(2.1.l) _ le l_ L le D"

1 1 1
4. Stosujemy wzory (1.3.2), (1.3.3) =

1 zas - ta s

5. Sprowadzamy do wspólnego _ 1 S +i61 - S + id _ Cl
mianownika i otrzymujemy 2,' (5 _ ¿a)(s + ia) 52 + a2 `

Zatem mamy następujący wzór, dla Re s = JL > 0

L [sin az]= zi; (2.1.8)
S + Cl

W szczególności, jeśli funkcja f(t)=sin 3t, to ze wzoru (2.l.8) dla a = 3
mamy

_ 3 3
F(S)=ĹlSln3Í]= =;3T9.

Zauważmy, że przyjmując we wzorze (2.1.8) a = 1 otrzymamy wzór (1.3.4).

b) Analogicznie jak w przypadku funkcji sinat, korzystając z pierwszego wzoru
(2.1.6) wyznaczamy transformatę funkcji cosat

L[cosat]=Tí-í dla Res:/I>O (2.1.9)
s +a
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W szczególności, jeśli funkcja f(t)=coså, to ze wzoru (2.1.9) dla a=š

otrzymamy

F _ t _ s _ 4s _(s) Lícoszj 2 12 2 I
[J4s+

S+-
2

Zauważmy, że jeśli we wzorze (2.l.9) przyjmiemy a=1, to otrzymamy
wzór (1.3.5).

C)
1. Korzystamy ze wzoru (2.1.7)

definiującego funkcję sinht

2. Do obu stron równości (2) . _ 1 , _ _, _
stosujemy L-przekształcenie L [Smh ti- L l2 (Č e _

sinht=å(e' -e") (2)

3. Ižårlzjßtamy z liniowości; wzór _ Ŝ(L [e, ]_ L [e_,] )_

4. Stosujemy wzory (1.3.2), (1.3.3) = Ĺ 1 _ 1 =
dla a = 1 2 s -1 s +1

5. Przekształcamy i otrzymujemy =
s -1

Zatem

L[Sinhf]=2L1 dla Re.‹=z1>1 (2.1.1o)
S Ż

d) Korzystając ze wzoru (2.1.7), defrniującego funkcję cosht i postępując analo-
gicznie jak w przypadku funkcji z przykładu a) i c), otrzymamy wzór na trans-
formatę funkcji cosht . Mamy

L[ees11z]=2±1 dra Re.‹=,1>1 (2.1.11)
S Z

(patrz uwaga 2.1.1 - Re(s) > max {Âo = -1, go =1}=1).
I

Uwaga 2.1.3. Jeśli funkcje sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny dla
dowolnego argumentu at przedstawimy wzorami
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sinh at = ålea' - e`“' ), cosh at = š(e“' + e`“') (2.1.12)

gdzie a - dowolna liczba rzeczywista (lub zespolona), to otrzymamy następują-
ce wzory:

L[Sinh azlzå (2113)
S -C1

L[eesha1]=% (2.1.14)
S -'Cl

Zachęcam Czytelnika do uzasadnienia wzoru (2.l .13) i (2.1.l4) wzorując się na
przykładzie 2.3.

Przykład 2.4. W szczególności, jeśli oryginał f(t)=sinhŠ, to ze wzoru

(2.1.13), dla a = otrzymamy

1
. tL srnh- =--%=%-.

3 2 1 9s -1
S Ż Z

3

Natomiast dla oryginału f(t) = cosh 2t ze wzoru (2.1.14), dla a = 2, otrzymamy

L cosh 21 = Å-.1 1 S, 4

Wniosek 2.1.1.
Na podstawie wniosku 1.4.2 z wzajemnej jednoznaczności przekształceń L i L 'I
danej zależnością(1.4.4) oraz ze wzorów (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10), (2.1.ll),
(2.1.13) i (2.1.14) otrzymamy wzory na transformaty odwrotne funkcji wymier-

_ a s a .nych postacrz 2 2 , 2 2 , 2 2 , rtp. Mamy zatem
s +a s +a s -a

c'zsin az (2.1.15)
S +61
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L” = cos at (2.1.16)
s +a

_ 1 _L '[-2_j zsmhz (2117)
s -1

Ľ' S -Ÿ -cosht (2.1.18)
s -1

_ ćl _L“[í?j=srnhar, Res>|a| (2.1.19)

5' = eesh az Re S >| a | (2.1.2o)
S Cl2_2 '

Zauważmy, że w powyższych wzorach, zgodnie z wcześniejszą umową
(uwaga 1.4.2), pominęliśmy czynnik 1(t) , lecz należy pamiętać, że dla t > O
funkcjajest identyczna z napisaną, zaś f(t) = O dla t < 0, ajej wartość dla t = O

jest równa połowie granicy prawostronnej w punkcie t = O, tj. f (0) =-Š f (O+) _

Przykład 2.5.

a) Jeśli transformata F(s)=%š, to bezpośrednio ze wzoru (2.1.16), dla
s +

a = 4, vvyznaczamy oryginał f (t) = L" = L" = I(t) cos 4t _

b) Jeśli F(s) =2¿9, to bezpośrednio ze wzoru (2.1.'l9), dla a = 3, wyzna-
S -_

czamy oryginał f (t) = L" = L" = 1(t)si1"lt 7)l3

I

Transformaty funkcji oryginalnych postaci:

f(t) = cosmtcosnt , f(t) = sin mtsinnt, f(t) = sin mtcosnt, m > O, n > O

Wyznaczymy, jeśli najpierw przedstawimy te funkcje (będące iloczynami) jako
kombinacje liniowe funkcji trygonometrycznych odpowiednich argumentów.
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W tym celu zastosujemy odpowiednio następujące tożsamości trygonometrycz-
116

cosacos ß =å[cos(oz - ß)+ cos(ot +

sinotsinß=š[cos(o¿-ß)-cos(a+ß)] (2.1.2l)

sinotcosß =š[sin(ot - ß)+sin(ot +

Przykład 2.6. Wyznaczyć transformaty oryginałów:
a) f(t) = sin mtcosnt , m > 0, n > 0, b) f(t) = cos2tcos5t

Rozwiązanie. a)

1. Na podstawie trzeciego _ .
wzem z (2.1.21) dra S1„„„C0S„, = S'“(”' `")'+S'“("“ +”)'
ot=mt,ß=nt mamy 2

2. Stosu'em do obu ' _ '
stron Jrówilrości Ĺlsin mi C05 "Íl = Ĺ[Sm(m n) I Ê Sm (m + n) tj =
L-przekształcenie

3. Korzystamy z liniowo- I
ści L-przekształcenia, = -(L [sin(m - n) t]+ L [sin(m + n) t] )=
wzór (2.1.1) 2

4. Stosujemy wzór (2.1_8) 1 m _ n m _ n
odpowiednio dla = [ 2 2 + 2 2 )=
a=m-noraza=m+n 2 S 'l`(m`") 5 +(m`l`")

5. Sprowadzamy do _ mlsz +m2 - n2)
wspólnego mianownika _ L2 _,_ (m _n)2Hs2 + (m _,_ 'D21'

o 2 _ 2 _ 2
Zatem F(s) = L[s1n mt cos nt] = L2 _ (,:(_Sn)2 fisz _"02 _ n)2

b)
1. Na podstawie pierwszego ze I

WZOFÓW (2-1-21) dla 01 = 21, cos 21 cos 5t = - (cos 3t + cos 71)
ß = St mamy 2

2' Stosujemy do obu Stron rów- L [cos 2t cos 5t]= L ł (cos 3t + cos 7t) śności przekształcenie Laplace'a 2
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3. Korzystamy z liniowości, wzór _ l _(2.1.1) _ 2(L[cos3t]+L[cos7t])_

4. Stosujemy wzór (2.1.9) odpo- _ 1 s + s
wiedniodlaa=3ia=7 -2 s2+9 s2+49

Po algebraicznych przekształceniach ostatecznie otrzymamy:
'Š` 29F(s)=L[cos2tcos5t]= 2 S + 25 .

js +9jjs +49j

Przykład 2.7. Wyznaczyć oryginał f (t)=L`l[F(s)], dla danej transformaty
2s + 5

F( )=?--
S sz + 4

Rozwiązanie.
1. Funkcję F(s) przedsta- 2S + 5 S 5 2

wiamywpostaci sumy F(s)=?--=2--ž-+---2i (1)
ułamków prostych S + 4 S + 4 2 5 + 4

2. Do obu stron (1) stosuje- L4 F L_1j2S + ¶ L_|[ 28 5
_ _ : -í : -_-_ -|- í- :_

my przekształcemef, 1 [ (SH S2 + 4 S2 + 4 S2 _,_ 4

3. Korzystamy z liniowości S 5 2
Przekształcenia L4 - = 2L`1[ 2 j+ 2 L`l[ 2 j =
wzór(2.1.2) S +4 S +4

4. sr ' 2.1.15(2Ÿ1S_`jJ§;ÍlylaWŜĹy2( ) = 2 1(z)z0s2z + %1(z)sin zz.

Szukany oryginał wyraża się wzorem

f(t) = 2cos 2: +Ŝsin 2r dla r> 0,

natomiastflt) = O dla t < O i f(0)=%ƒ(0+ )=1 (zobacz, wzór 1.1.8).

I
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2.2. Różniczkowanie i całkowanie oryginału

Twierdzenie 2.2.1 (o transformacie pochodnej). Jeżeli fimkcja f(t) jest orygi-
nałem i ma w przedziale (O,+‹×›) ciągłą pochodną f '(t) i F (s) = L [f(t)], to
istnieje transformata tej pochodnej, przy czym

L Ĺf'<f›l= S ~ Fu) ~ f<0*› (2.2.1)
gdzie f(O+) = lirāi f(t).

I--)

D o w ó d. Stosujemy definicję 1.2.3 transformaty Laplace'a do funkcji po-
chodnej f '(t) i całkujemy przez części. Mamy więc

2 [f'(,)]=°j f'(.)@~~f'.z.= Tii.¿¿ f'(z).--".z.=
tz;-›0"

T

= jim .z-~*"f(z + jim S - je-i*"f(z)dz = -f(0* )+ S - F(s),
8-›0* t=¿ 0

Res = Â > Â0, gdzie Â0 jest wykładnikiem wzrostu funkcji f(t).
I

Wniosek 2.2.1.
W szczególności,jeśli lim f(t) = 0 , to

I-›0"

L [f'(z)]= S - L [f(z)]= S- F(s) (2.22)
tzn. różniczkowanie oryginału sprowadza się do wymnożenia transformaty (ob-
razu) przez s.

Wniosek 2.2.2.
Na podstawie wniosku l.4.2, z wzajemnej jednoznaczności przekształceń
L iL"' określonej zależnością(1.4.4) i ze wzoru (2.2.1) mamy

5' [S - F(s)- f(0+)]= f'(z) (2.23)

Uwaga 2.2.1. Wzór (2.2.1) pozostaje prawdziwy, jeżeli założymy, że funk-
cja f(t) jest ciągłym oryginałem w przedziale (0, +°°), zaś pochodna f '(t) jest
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ciągła w tym przedziale z wyjątkiem co najwyżej punktów odosobnionych
w których może nie istnieć, lecz ma skończone granice jednostronne. Całkę
Laplace'a pochodnej f '(t) rozumiemy wówczas jako sumę (albo sumę szeregu)
całek w przedziałach ciągłości tej pochodnej, a na końcach każdego z tych
przedziałów oddzielnie nadajemy funkcji podcałkowej wartości w ten sposób,
aby otrzymać funkcję ciągłą w rozpatrywanym przedziale. Mianowicie, jeżeli
oznaczymy t. < tg < < t„, punkty nieciągłości pochodnej f ' w przedziale
(O, t), to dla każdego k = l, ..., m funkcja gk (t) określona warunkami:

gk(Í)= f(t) dla Ík_1<Í< Ík

Oraz 8/<(t/<-i)=f,(f/Í-1): lim f,(Í)› ‹Š'/.-(fkłzfiif/:ł=1imf,(f)
r-›z[_| 1-›r¿T

jest ciągła w przedziale tk_1 S t S t,„. (zob. [l0]). Całkujemy przez części w każ-
dym z przedziałów (O, tj), (tj, tz), (t,„, t) i dodajemy tak otrzymane wzory, a
następnie przechodzimy do granicy przy t -› +‹×› i otrzymamy wzór (2.2.1)
(zob. [13, 19,251).

Wniosek 2.2.3.
Jeśli funkcja f(t) dla t > O jest ciągła i ma prawie wszędzie pochodną f'(t)
oraz istnieje transformata L[f'(t)], to istnieje transformata L[f(t)]=F(s)
izależność między tymi transformatami wyrażona jest wzorem (2.2.1) lub
(2.2.2).

Własność przekształcenia Laplace'a wyrażona wzorem (2.2.1) przenosi się
indukcyjnie na pochodne wyższych rzędów funkcji f(t). Wprowadzamy ozna-
czenie f (0) (t) = f (t). Stąd mamy następujące twierdzenie:

Twierdzenie 2.2.2 (o L-transformacie pochodnej rzędu n). Jeżeli funkcja f(t)
oraz jej pochodne do rzędu (n - l) włącznie są oryginałami oraz istnieje
pochodna f (")(t) ciągła na przedziale (0, +‹×›), to istnieje L-transformata tej
pochodnej i wyraża się ona wzorem

L [f<">(z)]= S" -F(s)-Źs""<f”<">(0+) (2.24)
k=l

gdzie

F(.‹)=L[f(f)], a f<'<>(0+)=r1i1g¿f<“(z), 1<=0,1,...,„-1 (2.25)
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D o w ó d . Wzór (2.2.4) wynika z twierdzenia 2.2.1 przez indukcję matema-
tyczną (patrz np. [l]). Zachęcam Czytelnika do przeprowadzenia dowodu.

I

W szczególności dla n = 2 mamy

L [f'<f›l= 82 -L [f(t)]-8 - f<0*› -f'<0¬“› (2.26)
Wzór (2.2.6) łatwo uzyskamy, jeśli skorzystamy dwukrotnie z twierdzenia
2.2.1. Mamy wtedy

L [f'<f›1= »L if'‹z›1- (Or)-‹ {:-L rf‹z›1-f(0+)}-f'(‹››=
= .‹2F‹s›- 0+)-f'(‹›+>°.” /is,

Wniosek 2.2.4.
Jeżeli oryginał f(t) i jego pochodne są ciągłe w punkcie t=0, to
f(0)= f'(0)=...= f<"-*>(o)=o iwzór(2.2.4) przyjmie postać

L [f<">(z)]= S" -L [f(z)]= S" -F(s) (2.2.7)
tzn. n-krotnemu różniczkowaniu oryginału odpowiada mnożenie transformaty
F(s) przez s”.

Przykład 2.8. Wyznaczyć transformatę funkcji f (t) =ř na podstawie twier-
t

dzenia o różniczkowaniu oryginału.

R o z w i ąz a n i e . Funkcja f(t) =% jest określona dla t> 0, a w punkcie
I

t=0 jest nieciągła i liml = +‹×› (nieciągłość drugiego rodzaju), więc nie jest
t-›0* J;

to oryginał w myśl definicji 1.1.3. Mimo to, transformatę tej i podobnych funk-
cji można wyznaczyć m. in. na podstawie twierdzenia o różniczkowaniu orygi-
nałuƒ(t), znając transformatę funkcji f(t) i zakładając, że pochodna f '(t) istnieje
dla t > O, a dla t = 0 może nie istnieć.

Zauważmy, że f (t) = ř jest pochodną funkcji g(t) = 2\/t , tzn.
I
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g(t) = (2~/Í), =%=f‹f> <1)
oraz g(0* )= lim g(z) = lim 2./I = 0 (2)
Stosując do obu stron (1) przekształcenie Laplace'a i stosując do prawej strony
z tw. 2.2.1 - wzór (2.2.1) - mamy

L Ĺf(f)l= L [8'(f)l= s~G(S)-8(0*) (3)
W przykładzie 1.9 wyznaczyliśmy transformatę funkcji g(t) = 2«/l daną wzo-
rem(1.3.14), tj.

G(s)=L l2ßl=@ <4)
S 2

Z powyższych rozważań i wyników uzyskanych w (1), (2), (3) i (4) mamy

_/;[%j=Lj(2«/Í)'j=s-L[2«/Íj=s--`/Š=ĹŜ-.

L = Ê (2.2.8)

Zatem

Uwaga 2.2.2. Pochodna f '(t) funkcji f(t) L-transformowalnej nie musi być

L-transformowalna. Na przykład, funkcja f(t)=% dla t>0 jest funkcją
Z

transformowalną (w przykładzie 2.8 wyznaczyliśmy jej transformatę - wzór

(2.2.8). Funkcja ta posiada pochodną f'(t)=l dla t > 0, ale f'(t) nie jestzl?
transformowalną, ponieważ nie jest całkowalna w otoczeniu punktu t =0.

Uwaga 2.2.3. Rozróżnienie między wartością w punkcie f ('°)(0) i graniczną
wartością f(k)(O+), k = O, l, ._ ,n przy zbliżaniu się do punktu t = 0 jest szcze-
gólnie ważne w rozwiązaniach równań różniczkowych cząstkowych.
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Przykład 2.9. W oparciu o twierdzenie 2.2.1 wyznaczyć transformatę
F(s)= LĹf(t)j funkcji f(t) =cos2t.

R o z w i ą z a n i e . Łatwo sprawdzić, że funkcja f(t) = coszt spełnia wszystkie
założenia twierdzenia 2.2.1. Funkcja ta na przedziale (0, +‹>‹›) jest ciągłym
oryginałem, dla t = O ma punkt nieciągłości i f (0") = l, oraz pochodna
f '(t) = -sin2t jest ciągła na przedziale (0, +‹><›). Zatem na podstawie twierdzenia
2.2.1 i wniosku 2.2.3 zależność między transforrnatą funkcji i transformatą po-
chodnej określa wzór (2.2.1). Proces uzyskania rozwiązania można zilustrować
następującym schematem:

Il. Obliczamy pochodną f'(t) f(t) = (C082 I) = _âsinrcost : _Sin Żt
oryginału coszt

2. Do obu stron równości stosu-
jemy L-przekształcenie Lßnflzzßmndz

-23. Stosujemy wzór (2. l .8)
dla a = 2

4. Piszemy wzór (2.2.1)
uwzględniając w nim wartość
f(0+) = 1

5. Z porównania stron równości
(1) i (2) mamy

6. Uzyskujemy równanie z nie-
wiadomą funkcją F(s)

7. Dzielimy przez s

s2+4 (1)

L lf'<f›l= s- F‹s›-f‹0*› =
=s-Fu)-1 (m

-2
-F -l=í

S (S) s2+4

-2 s2+2-F =-i+1=iS Q) s2+4 s2+4
2

F(S)=_$
s(s +4)

Zatem szukana transformata vvyraża się wzorem
s2+2

F(S)=ĹłCOS2 Íj= 

U w a g a . Zauważmy, że transformatę ww. oryginału można wyznaczyć rów-
nież innym sposobem, jeśli skorzystamy z odpowiedniej tożsamości trygono-
metrycznej. Rozwiązanie tym sposobem przebiega według następującego sche-
matu:

. 2 .l. Funkcję cos t przedstawiamy C052 I :_1_(1+C0S Zt) (4)
wzorem 2
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2. Do obu stron tożsamości (4) 2 1
stosujemy L-przekształcenie L [COS tł_ L EO + COS Ľ) :

3. Korzystamy z liniowości _ l ę _
L-przekształcenia _ 2 (L [1]+ L [C05 Ü] )_

4. smsujemywzóf(1.3.1)r(2.1.9) zł 1+ S Z
dlaa=2 2 s s2+4

2. . 2
5. Po przekształceniach otrzymujemy = S 2+ ,

sis +4l
cojest zgodne z wynikiem (3).

I

3
Przykład 2.10. Wyznaczyć transformatę G(s) funkcji g(t) = Ź-7 (e`2'I.

Rozwiązanie.
Zaprezentujemy dwa sposoby uzyskania transformaty G(s) = L[g(t)].
P i e r w s z y s p o s ó b . Bezpośrednio wyznaczamy trzecią pochodną funk-
cji e`2' , a następnie obliczamy jej transformatę. Mamy zatem:

l. Obliczamy kolejne pochodne d3 _ _2
funkcji e`2' g(t)=dtT(e zi): -86 r

2. Stosujemy do obu stron L = L _S -21 Z
L-przekształcenie [g(t)] i 6 J

3. ZjednorodnościL,anastępnie _ 8 Lj _2,]_ -8
zewzoru(1.3.3) __ I e _s+2`

3d _2, - 8z L -_ =_ 1
aœm jdfi (Č s + 2 ( )

D r u g i s p o s ó b _ Zaprezentujemy teraz metodę uzyskania transformaty
funkcji g(t) w oparciu o twierdzenie 2.2.2 i wzory (2.2.4) i (2.2.5). W tym celu
oznaczamy: f (t) = e`2' i wtedy' g(t) = f (3)(t) , a więc szukana transformata

G(s)= L [g<f›]= L [f“>‹f›l-
Wzór (2.2.4) dla n = 3 przyjmuje postać

L [f<”(f›l= sl ~L [f(t)]-s2f<0*›-sf'<0*› -f”<0*> <2)



54 Własności przekształcenia Laplace 'a

Obliczamy teraz kolejne pochodne funkcji f (t) = e`2' :

f'(t) = -28'”. f”<f› = 48-2' . f<”<f› = -8@-2'.
a następnie vvyznaczamy granice jednostronne tych pochodnych w zerze

f(0¬`)= 1, f'(0")= -2, f”(0¬`)= 4 <3)
Uwzględniając wyniki (3) w równaniu (2) oraz z faktu, że F(s) =L je`2'j=

iz , po algebraicznych przekształceniach otrzymamy ostatecznie

3
G(s)=L-s2+2s-4=-Å,

s+2 s+2

co jest zgodne z wynikiem (1).
I

Przykład 2.11. Wyznaczyć transformatę W(s) = L [w(t)] wyrażenia

w(1) = x"(z) + 2)/(1) + 5x'(1) - 412 (1)
z warunkami początkowymi

x(O+)=-1, x'(O+)=2, x"(0+)=0 (2)

R o z w i ą z a n i e . Zakładamy, że transformatą oryginału x(t) jest funkcja
X (s) = L [x(t)]. Następnie do obu stron (l) stosujemy przekształcenie Laplace'a
i korzystając z liniowości L-przekształcenia otrzymamy

L [w(z)]= L [f'(t) + 2x'(z) + 5x'(z) - 412 j= (3)
= L [.."(.)1+ 2.2 [..'(.)1+5.L [..'<.)]_4.L [.2]'

Następnie na podstawie twierdzenia 2.2.2 oraz wzorów (2.2.1), (2.2.4) i (2.2.5),
uwzględniając warunki początkowe (2), otrzymujemy kolejno

L [x'(r)]= .‹X(s) -x(0*) = sX(.‹) -1 , 1

L[x'(1)]=s2X(.‹)-sx(0*)-x'(0*)=.r2X(.‹)+.‹-2 ,

L [x”(z)]= .‹-*X(s)-.‹2x(0+) -.‹x'(0+)-x”(0+) = .‹~*X(.‹) +82 -28.
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Wstawiając powyższe zależności do (3) i korzystając z faktu, że L [t2j= -2; ,
s

otrzymamy

L [w(z)]=s-*X(.‹)+s2 -2s+2s2X(s)+28-4+5SX(s)-5-Š.
S

Po uporządkowaniu, szukana transformata danego vvyrażenia w(t) z podanymi
warunkami początkowymi (2) ma postać

8
W(s)=(s3 +2s2 +5s)X(s)+s2 -9-S-3.

I

Z powyższego przykładu wynika następujący wniosek:

Wniosek 2.2.5.
Różniczkowaniu w dziedzinie oryginałów odpowiadają określone działania
algebraiczne w dziedzinie transformat. Zatem dzięki twierdzeniom 2.2.1 i 2.2.2
rozwiązywanie równań różniczkowych (układów równań różniczkowych) li-
niowych o stałych współczynnikach można sprowadzić do rozwiązywania od-
powiednich równań (układów równań) algebraicznych względem transformaty.
Twierdzenia 2.2.1 i 2.2.2 pozwalają nie tylko na algebraizację danego równania
różniczkowego, lecz umożliwiają uzyskanie od razu rozwiązania spełniającego
zadane warunki początkowe.

Twierdzenie 2.2.3 (o transformacie całki). Jeżelif(t) jest oryginałem o wskaźni-
I

ku wzrostu /10 i L[f(t)]= F(s), to istnieje transformata całki j ƒ(17)d'L' i zależ-
O

ność między nimi danajest wzorem

L fmdrj= ĹL [f(z)]=Ê dla Res = /1 > ,to (2.29)
O S S

I

D o w ó d _ Przyjmujemy oznaczenie g(t) = jf (1')dt' , gdzie g(t) jest orygi-
0

nałem (patrz lemat 1.1.3). Mamy zatem

8'(r) = f(t) i 8(0¬`)=0-
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Uwzględniając twierdzenie 2.2.1 o różniczkowaniu oryginału, zgodnie ze wzo-
rem (2.2.1), otrzymujemy

L[f(r)l= L[g'(r)l= S - L[8(r)l- 8(0") = 8 - L[g(r)l= s - Ljlfmdfj
0

gdzie g(o*) = lim g(t) = 1imf(»z)d'z = 0.0* 0*1-) I-) O

A stąd vvynika wzór (2.2.9).
I

Wniosek 2.2.6.
Ze wzoru (2.2.9) i na podstawie wniosku 1.4.2 mamy

I

§j(Ł) = L"'j-:_-F(s)] = j f(r).1r (22.10)
0

Wniosek 2.2.7.
Całkowaniu oryginału od 0 do zmiennego t odpowiada dzielenie transformaty
(obrazu) przez s, lub inaczej, całkowaniu w dziedzinie oryginałów odpowiada
dzielenie w dziedzinie transformat.

Podsumowując, twierdzenia wyrażone wzorami (2.2.1), (2.2.4), (2.2.9)
umożliwiają algebraizację kombinacji liniowych zawierających funkcję f(t), jej

pochodne f (")(t) lub całki postaci j f(t)dt.
0

Przykład 2.12. W oparciu o twierdzenie 2.2.3 (o transformacji całki) wyzna-
czyć transformaty funkcji a) f(t) = I(t) -t oraz b) f(t) = I(t) - t2.

Rozwiązanie.
a)
1. Funkcję f(t) = t przedstawiamy w postaci '

całki oznaczonej.

2. Do obu stron równości (1) stosujemy '
przekształceniel. Ĺ' [Í1: L _i1(7)d7 =

O

3. Stosujemy tw. 2.2.3 - wzór (2.2.9) - _L _ 1 1 _ 1
oraz wzór(1.3.1) "_, L[1(')]'§`§'s_2

z=j1(f)d'z,z>0 (1)
0
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Zatem L [tj = L2 (2)
s

(Por. wzór (l.3.6), uzyskany w podrozdziale 1.3.5).

b) Analogiczniejak w przykładzie a) wyznaczamy transformatę funkcji b).

l. Funkcję f(t) = 12 przedstawiamy tz = Żjrdr t> O (3)
w postaci całki oznaczonej O '

2. Do obu stron równości (3) stosujemy L [t2j_ L zjfdr _
przekształcenie L _ O _

3. Stosujemy tw. 2.2.3 - wzór (2.2.9) = 2 - ł - L [tj=
s

. 2 1 24. Korzystamy z wyniku (2) = _ - _2 = _3
s s s

Zatem L [tz j=

(por. wzór (1.3.7) uzyskany w podrozdziale 1.3.6).
I

Przykład 2.13. Korzystając z twierdzenia o transformacie całki wyznaczyć
. . . 1oryginał g(t) , znając jego transformatę G(s) = -(Ü .

s s + a

R o z w i ą z a n i e _ Poszukujemy oryginału g(t) = L" [G(s)j.

1. Transformatę G(s) zapisujemy G(s) = _ 1 _ =
w postaci iloczynu s(¿¬2 +02) S S2 +02

2. Zastosowaliśmy wzór (2.l.8) _ 1 1 L [Sin at]
_ 1 “ _`"`do wyrażenia -2:; : a S

s +a
3. Stosujemy tw. 2.2.3 do oryginału I

f(t) = sinat - ,,dzieleniu transfor- G(s) = L j Sin a›¿-dj; (1)
maty przez s odpowiada całkowanie a O
oryginału”
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4. Do obu stron (1) stosujemy prze- 1 1
kształcenie odwrotne L"l i wniosek L" [G(s)] = -' jsin ardf =
2.2.6 _ wzór (2.2. 10) “ 0

5. Całkujemy w granicach od 2'= O 1 l [ rr,
. _ = -- - - - cosa _ =do t= ti otrzymujemy a a -0

= al2(i - œsaz)-1(z)

Zatem dla t 2 O g(t) = ¿2(1- cos at).
a

I

2.3. Różniczkowanie i całkowanie transformaty

Podamy teraz własności w pewnym sensie analogiczne do poprzednich (wy-
nikające z tvvierdzeń o różniczkowaniu i całkowaniu oryginału) lecz polegające
na tym, że mnożeniu funkcji f(t) przez t odpowiada różniczkowanie transfor-
maty, a dzieleniu funkcji f(t) przez t odpowiada całkowanie transformaty.

Można udowodnić, że jeżeli funkcja f(t) jest oryginałem, to również funkcje
g(t) = (- t)" f(t) są oryginałami, gdzie n = l, 2, 3,... (patrz lemat l.l.3c).

Twierdzenie 2.3.1 (o różniczkowaniu transformaty). Jeżeli funkcja f(t) jest
oryginałem i LĹf(t)j= F(s), to

Ll-1-f‹f›l= -;¿s[F<.‹>l (2.3.1)
D o w ó d . Zauważamy, że funkcja F(s) jest funkcją holomorficzną na pół-
płaszczyźnie określonej nierównością Res = Â > /10 (patrz twierdzenie 1.2.3),
gdzie Ä0 jest wskaźnikiem wzrostu funkcji f(t), a więc funkcja F(s) posiada
w tym obszarze pochodną dowolnego rzędu. Z definicji L-przekształcenia (wzór

1.2.3) wiemy, że F(s)= jf (t)e""dt. Różniczkując obustronnie to równanie
o

względem zmiennej s, otrzymamy

d d +°° +°° d _ +°° _,,-¿lF<s)l=¿[ jf<f›e'^"dfj= j f<f›¿;(@ 1ff=j@* f<f›<-f›df=L[-f-f<f>].
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Wzór (2.3.1) daje się uogólnić na pochodną n-tego rzędu funkcji F(s).

Twierdzenie 2.3.2. Jeżeli funkcja f(t) jest oryginałem i L Ĺf(t)j= F(s), to dla
każdego n G N

L if" ~f<f›l= ‹-1)" Š%l) (2.3.2)
U w a g a . Pochodną rzędu n funkcji F(s) można obliczyć różniczkując
n-krotnie pod znakiem całki (1.2.3), podobnie jak czyniliśmy w przypadku
pierwszej pochodnej (por. dowód tw. 2.3.1). Przypominamy również, że funkcja
F(s), która jest holomorficzna w półpłaszczyźnie Res > Â0, ma w tej płaszczyź-
nie wszystkie pochodne [12].

Wniosek 2.3.1.
Wzór (2.3.1) orzeka, że transformata oryginału f(t) pomnożonego przez (-t)
równa się pochodnej transformaty F(s) funkcji f(t). Natomiast wzór (2.3.2)
oznacza, że n-krotne różniczkowanie obrazu sprowadza się, po przejściu do
przestrzeni oryginału, do pomnożenia oryginału f(t) przez czynnik (-l)"t", (L3-LI

Wniosek 2.3.2.
Ze wzorów (2.3.1) i (2.3.2) oraz wobec jednoznaczności przekształcenia L”
określonego formułą (1 .4.4) mamy następujące wzory

L-1[- 1~¬'(s)]= z - f(z) (2.33)
i odpowiednio

t" .f(t) =(-1)"L"jĹ1?j, n 2 2 (_2.3.4)

Przykład 2.14. Ponieważ L[1(t)]= l = F(s) , to na podstawie twierdzenia 2.3.1
s

o różniczkowaniu obrazu ze wzoru (2.3.1) otrzymamy

Llf-1‹f›l=-¿f;(L[1‹f›l)= -ž(řj=;1,--
Analogicznie na podstawie tw. 2.3.2 0 różniczkowaniu obrazu ze wzoru (2.3.2)
dla n = 2 otrzymamy
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2 2

L[t2j= Ljtz -I(t)j= :?(L[l(t)] )= itd.

W rezultacie przez n-krotne różniczkowanie transformatyL[1(t)] otrzymamy
H

L1f"l=Llf"-1<f›l=<-1)"-;%[lj=‹-1)" -<-1›"%i.-
S S S

Zatem L[t"j=% , n =O,1,2,... _
s

Zauważmy, że takie same wyniki uzyskaliśmy w przykładzie 2.12 stosując
twierdzenie 2.2.3 o transformacie całki oryginału oraz w paragrafach 1.3.5
i 1.3.6 korzystając z definicji 1.2.3 L-transformaty.

I

Przykład 2.15. Wyznaczyć transformaty funkcji:
I

a) f,(t)=tcost, b) f2(t)=t2e", c) g(t)=jTCOS”Ľd”L'.
o

R o z w i ąz a n i e . a) Na podstawie twierdzenia 2.3.1, które mówi ,,że mno-
żeniu funkcji oryginalnej przez t odpowiada różniczkowanie jej transformaty”
oraz zfaktu, że transformata Laplace'a funkcji cost jest funkcją zespoloną

zi, ze wzoru (2.3.1) otrzymujemy
s +1

2

F,(s)=L[tcostj=-%(L[costj)=-jsjszílj: (S2 _11)2 (1)
S +

b) Na podstawie twierdzenia 2.3.2, ze wzoru (2.3.2) dla n = 2 transformatę
funkcji t2e" wyznaczamy przez dwukrotne zróżniczkowanie względem zmien-

nej s transformaty F(s) =L[e" j= ;I funkcji e" . Mamy zatem
S +

_„Ĺ _,_d2 1 _d -i
Lłtze ]_ds2(L[e ])_d.‹2i.‹+ij`d.‹i(s+1)2j'

Ostatecznie szukana transformata ma postać

F.‹s› = Llf2‹f"'l=ís-+31): <2)
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c) Na mocy twierdzenia 2.2.3 o transformacie całki oryginału, ze wzoru (2.2.9)
zastosowanego do funkcji f(t) = t cost, a następnie wykorzystując wynik (1)
z przykładu a) otrzymamy

' 1 2 -1
G(s)=Ĺ-z[g(Í)]=Ĺ|:ö[TCOSTdT:|=;'Ĺ[ÍCOSÍ]= 

I

Ten sam rezultat (3) uzyskamy, jeśli najpierw obliczymy całkę jtcostdt,
o

a dopiero potem wyznaczymy transformatę z otrzymanego wyniku. Zachęcam
Czytelnika do wykonania odpowiednich rachunków.

U w a g a. Przykłady 2.14 i 2.15 wskazują przydatność wzorów (2.3.1) oraz
(2.3.2) do wyznaczania L-transformat. Poza tym zauważmy, że wszystkie trans-
formaty F,(s), F2 (s) i G(s) uzyskane w tych przykładach są funkcjami wy-
miernymi właściwymi.

I

Przykład 2.16. Wyznaczyć oryginały dla transformat danych wzorami:
2 1 2 4

3) Fi(S)=(;%)2› 19) F2(S)=ā. C)Êz(S)=U%1)2

R o z w i ąz a n i e _ a) i b) Korzystając z vvyników (1), (2) przykładu 2.15 oraz
z jednoznaczności przekształcenia odwrotnego L" (wzór (l.4.4)), znajdujemy
oryginałyƒ|(t) if»¿(t) danych transformat wymiemych. Mamy zatem

2 _

f1(f)= L"lF1(S)l= L” = 1(f)f<=0St.

f2(Í): LĄ lF2(5)ł= L_lj :| = 1(f)f2@_r‹

4 d _ 2 .
c) Zauważmy, że S =- 2 1 í=L[sin 2tj. Zatem z tw.2 2 2 2(S +4) ds s +4 s +4

2.3.1 o różniczkowaniu transformaty zastosowanym do funkcji f(t) = sin2t, oraz
z wniosku 2.3.2, na podstawie wzoru (2.3.3) mamy

f.1(f)= Ű] L"= t - sin 2t.
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Przykład 2.17. Wyznaczyć oryginał f(t), znając jego transformatę

F(s) = ln`H_Ti (a, b - dowolne stałe).
s

R 0 z w i ą z a n i e . Jeśli ograniczymy w sposób jednoznaczny zakres argu-

mentów liczb s+i to funkcja lnfl jest funkcją ciągłą i różniczkowalną
s+b s+b

(zob. [12]) na obszarze jednospójnym C\{se C : Res S -a A Res S -b}. Jest

to logarytm główny funkcji wieloznacznej Ln określonej na całej
S+

płaszczyźnie zespolonej z vvyjątkiem s = - a i s = - b. Do wyznaczenia funkcji
f(t) wykorzystamy wzór (2.3.3) na podstawie którego

L*'[F'(s)]=-I-f(t) <1)
Korzystając z własności logarytmów wyznaczamy pochodną

F'(s) =[ln`HJj = (ln(s+a)-ln(s+b)), =¿-L (2)
s+b s+a s+b

a następnie znajdujemy transformatę odwrotną. Stosując do obu stron zależno-
ści (2) odwrotne przekształcenie Laplace'a i korzystając z jego liniowości
otrzymamy

L-' [F'(s)]= U' - L-1 = e-“' - e-"', zz 0 (3)
s+a s+b

Porównując prawe strony wzorów (1) i (3) mamy

t-f(t) = e"” -e`“'.

Stąd, dzieląc obustronnie przez t, t > 0, otrzymamy szukany oryginał
bt _ at

:L_l :LL _
s+b t

Twierdzenie 2.3.3 (0 całkowaniu transformaty). Jeżeli f(t) jest oryginałem

0 Wykładniku wzrostu /lg, istnieje lim -1%, LĹf(t)]= F(s) í całka IF( p) dp
z-›0* _

jest zbieżna, to jest ona transformatąfunkcji g(t) = tzn.
I
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G(s) = = TF(p)dp, Re p > 2., (2.35)

+°° T

gdzie j F(p)dp = Rep1=i¿11_HmjF( map (2.3.6)

(Dowód twierdzenia 2.3.3 - patrz np. [l, l3]).

Uwaga 2.3.1. Całkowanie we wzorze (2.3.5) odbywa się po dowolnej linii
regulamej łączącej punkty p = s oraz p = +‹×› (p = Ä + ia) - liczba zespolona)
i leżącej całkowicie w półpłaszczyźnie Re p 2 Ä > Â0. W szczególności za linię
całkowania przyjmujemy półoś rzeczywistą i wówczas całkowanie odbywa się
dla rzeczywistego s (Ims = 0) w przedziale (s, +‹›°), co praktycznie bardzo
upraszcza obliczenia. I wtedy zgodnie z tw. 1.2.3 spełniony jest warunek (l .2.4)
dla transformaty G(s), tzn. Rlim›œG(s)= 0 (zob. [l3]).

Wniosek 2.3.3.
Na podstawie wniosku 1.4.2 z zależności (l.4.4) i bezpośrednio ze wzoru
(2.3.5) mamy

+o<›

Ę= L-'[ j F(p) dp] (2.37)

a stąd

f(t) = 1-L"'[ j F(p) dpj (2.38)

Wniosek 2.3.4.
Wzór (2.3.5) orzeka, że całkowaniu transformaty F(s) odpowiada w dziedzinie
oryginału dzielenie oryginału f(t) przez t.

Twierdzenie 2.3.3, w przeciwieństwie do pozostałych, stosowane jest bardzo
rzadko. Wymieniamyje tu dla kompletności wykładu.

Przykład 2.18. Korzystając z twierdzenia o całkowaniu transformaty wyzna-

czyć transformatę funkcji: a) h(t) = , b) g(t)= jšiłrlídr .

Rozwiązanie.a) O

1. Danyjest oryginał h(t) = (1)
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2. Do obu stron (1) stosujemyL- L[h(t)]=L Sinhi =
przekształcenie z

3. Stosujemy tw.2.3.3 - wzór (2.3.5) +_„
dla oryginału f(t) = sinht - ,,dziele- = I L[Sinh t] dp =
niu oryginału przez t odpowiada _„_
całkowanie transformaty L[f(t)]”

. _ 1 +°° 14. Podstawiam Lsnht =í- = í =y [1 :I p2_1 I 2 _-1

[\)'›. ,'<¬'š''U fm. 'B 'U +%Å
a/

5. Funkcję podcałkową rozkładamy = _ dp Z
na ułamki proste _

T

6. Z definicji całki niewłaściwej = l limj Ä; dp =
27->°°_`_ p-l p+l

7. Całkujemy w granicach od p = s _ 1 . _ _ 'FT _
dop = T na osi rzeczywistej _ 2 łlł›Ê›(1n(p 1) ln(p+ 1)) _

p=s

=llim ln L_1 -ln :s-i =
2T-›°° T+l s+1

T lT_1 O __llns-l_llns+l

Z _›+°°' "T+1_› 2 s+i 2 s-i
i z własności logarytmów

8. Przy przejściu do granicy

. , ` ht 1 +1
Otrzymaliśmy zatem: H (s) = = EinŠ (2)

Zauważmy, że transformata H(s) dąży do zera dla s -›+‹×› po osi rzeczywistej,
tj. iim H(S)=0 (iw. 1.2.3, wzór 1.2.4).

S-)+°°

b) Pokażemy teraz jak łatwo można wyznaczyć transformatę G(s) = L[g(t)] dla

.. ' sinht' _ . .funkcji g(t) = Jlidf , korzystając Z wyniku przykładu a. Oznaczając
0 I

- i
chwilowo funkcję podcałkową ¶ przez h('L') mamy g(t) = jh(r)dI. Wtedy

T O

łatwo zauważyć, że do wyznaczenia L-transformaty funkcji g(t) należy zasto-
sować twierdzenie 2.2.3 o transformacie całki. Twierdzenie to zastosowane do
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naszego przykładu mówi, że w wyniku działania L-przekształcenia, operację
całkowania oryginału h('i') w przedziale (0, t) należy zastąpić dzieleniem jej
transfomiaty H (s) = L[h(t)] przez s, tzn. zgodnie ze wzorem (2.2.9)

I

L[j1z(f)dfj = Ĺ- H(s).
. O S

Stąd, po uwzględnieniu wcześniejszych rezultatów oraz korzystając z wyzna-
czonej w przykładzie a) transformaty H(s) danej wzorem (2) mamy

G(s)= Llg(f)l= Lil--Sim"taj = 1-L[_-Si“h'Fl1n%1.
T s t 2s s l

M

O

2.4. Podobieństwo (zmiana skali)

Twierdzenie 2.4.1 (o podobieństwie lub zmianie skali). Jeżeli LĹf(t)]= F(s) ,

za L[f(az)]= -1-F(í) (2.4.1)
a a

dla dowolnej liczby rzeczywistej a ± 0, oraz Re s > max{/l0,aÂ0}.

D o w ó d . Korzystając z definicji L-transformaty, na podstawie wzoru (1.2.3)
oraz stosując odpowiednie podstawienie dla dowolnej stałej a > O mamy:

*°° “Í = T i *°° -if i SL[f(az)]= jf(ai)@¬"dz= dt_¿dT =- j ƒ(r)@ ‹' dr =-FĹ-j.
O "' a a O a a

Wniosek 2.4.1.
Na podstawie wniosku 1.4.2 i wzoru (l.4.4) oraz ze wzoru (2.4.1) mamy

L-'[1-1~¬ĹíH=f(az) (2.42)
Cl Cl

Uwaga 2.4.1. Tezę twierdzenia 2.4.1, tj. wzór (2.4.1), można podać również
w następującej postaci

L[-I-fíí = F(.‹a) (2.43)
a a
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Na podstawie twierdzenia 2.4.1 o podobieństwie w oparciu o wzory (l .3.4),
(1.3.5) oraz (2.1.10), (2.1.1 1) na transformaty prostych funkcji trygonometrycz-
nych sint i cost oraz odpowiednio prostych funkcji hiperbolicznych sinht, cosht,
można otrzymać ogólne wzory postaci (2.l.8), (2.1.9) oraz (2.1.13) i(2.1.l4)
określające transformaty funkcji trygonometrycznych sinat, cosat oraz funkcji
hiperbolicznych sinhat, coshat.

Przykład 2.19. Stosując twierdzenie o podobieństwie wyznaczyć transformaty
funkcji: a) g(t)=sinat, b) g(t)=cosh3t.

Rozwiązanie. a) Wiemy,żejeśli f(t) =sint,to

F(s) = L[sinz]= :Ś-;Ę (1)

l. Niech 8(f) = Siflüf (2)
2. Stosujemy do obu stron (2) przekształcenieL L[g (01: L[Sin ad:

3. Na podstawie tw. 2.4.1 ze wzoru (2.4.1) = }¬¬(Å)=
a a

4. W transformacie F(s) (patrz (1)) w miejsce = 1 =
_ . _ . s a Ĺ 5 Tzmiennej s podstawiamy zmienną - _ +1

a a

5. Po przekształceniu mamy G(s):_Ĺ _
sz + az

w ten sposób uzyskaliśmy wzór (2.i .8), tj. L[sin az]=Ł.
S +61

b) Ze wzoru (2.1.1 l) wiemy, żejeśli f(t) = cosht , to

F(s) = L[cosh t] =Š (3)

l. Niech g(t) = cosh 3t (4)

2. Stosujemy do obu stron (4) przekształcenie L L[g(z)]= L[cosh 3t]=

3. Na podstawie tw. 2.4.1 ze wzoru (2.4.1) dla = F _S_ =
a = 3 mamy 3 3
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4. W transformacie F(s) danej (3) W miejsce 1 Í
_ 3 _

zmiennej s podstawiamy zmienną Š _ Ĺs 2 _
_ -i
3 J

5. Po przekształceniu otrzymujemy = Ĺ .L=Å_
9 S2 -9 S2 -9T

Jest to zgodne ze wzorem (2.l.l4) dla a = 3, tj. L[cosh 3t]= 2%.
S Ż

I

Czytelnik uzasadni wzory (2. 1 .9) oraz (2. 1.13) korzystając z twierdzenia 2.4.1.

2.5. Przesunięcia zespolone

Podamy obecnie twierdzenie zwane twierdzeniem o przesunięciu w dziedzi-
nie zespolonej lub twierdzeniem o przesunięciu zespolonym.

Twierdzienie 2.5.1 (o przesunięciu zespolonym). Jeżeli LĹf(t)]= F(s), oraz
ot jest dowolną liczbą zespoloną, to dla Re(s + ot) > /'L0 Ł %(Ł): 9 xizçčć)

6 (,,) =. L[e'°" ~ f(z)]= F(.‹+a) (2.5.1)
D o w ó d . Z definicji L-transformaty na podstawie wzoru (1.2.3)

fß(}(/,) =L[@"°” - f(z)]= (je-S 'z-0” f(z)z1z =°Í *(~*+“>' f(i)z1i = F(.‹ +‹z)
O 0

I

Wniosek 2.5.1.
Ze wzoru (2.5.1) oraz z jednoznaczności przekształcenia 13'] mamy

Lr' [F(.‹ +a)]= e-0” - f(t) = <žf(i¿) (2.5.2)
gdzie f(t) = L” [F(s)].

Wniosek 2.5.2.
Pomnożeniu oryginału f(t) przez czynnik e¬'Ű odpowiada w transformacie F(s)
zmiana zmiennej s na s+ ot, tzn. obraz F(s) funkcji f(t) ulega przesunięciu
o (-ot).
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Uwaga 2.5.1. Twierdzenie o przesunięciu zespolonym stosujemy, między
innymi, w zagadnieniach o drganiach zanikających oraz w elektrotechnice,
gdzie często vvystępują funkcje tłumione wykładniczo. Stąd również powyższe
twierdzenie nosi nazwę twierdzenia o tłumieniu. Tłumienie funkcji f(t) zachodzi
oczywiście tylko wtedy, gdy Ot jest dodatnią liczbą rzeczywistą [5, 9, l3].

Przykład 2.20. Wyznaczyć transformaty G(s) funkcji

a) g(t) = e"”, b) g(t) = e`“' sinœt , c) g(t) = e`“' cosh

R o z w i ą z a n i e . Do wyznaczenia transformat ww. funkcji zastosujemy
twierdzenie 2.5.1 o przesunięciu zespolonym.

a) Funkcję g(t)=e"”' zapisujemy w postaci g(t)=e`“' -I(t). Spełnione są
założenia twierdzenia 2.5.1 i dla funkcji f (t)=1(t) transformata wynosi

F(s) = 1. Poniższy schemat przedstawia kolejne etapy uzyskania odpowiedzi:
s

i. Niech g(t) = e'”' - I(t)
2. Stosujemy obustronnie L -przekształcenie L[g(t)]= Lle`”' -1(t)j=

3. Ze wzoru (2.5.1) =F(s+a)=
4. Na podstawie wniosku 2.5.2 w transforma- _ 1

cie F(s) zamieniamy zmiennąs na s +a _ S + a '

_ 1
Zatem ostatecznie (por. wzór 1.3.3) G(s) = Lie “' j= T-_

s a

b) Daną funkcję zapiszemy w postaci iloczynu g(t) = e`“' - f (t), gdzie funkcja

f (t) = sin cot posiada transformatę F(s) =å (patrz wzór (2.l.8)). Postę-
s +0)

pujemy analogicznie jak w przykładzie a).

1. Do funkcji b) stosujemy obustronnie L[g(t)]= L[e-„z _ Sin wt]
L -przekształcenie

2. Korzystamy ze wzoru (2.5.1) G(s)= F(s_|-a) =

. co 0,3. W transformacie F(s) =Ÿ =í____
5 + (0 (s + a)2 + 002

zamieniamy zmienną s na s + a
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zatem G(z)= z[z¬" -sin wz]= _-0:27 (2.53)
(s + a) + co

c) Daną funkcję zapisujemy w postaci g(t) = e"" 'f(t), gdzie f(t) = coshcot ,

a jej transformata, zgodnie ze wzorem (2.l.14), wynosi F(s) = Postę-
s' - (D

pując według schematu zastosowanego w przykładach a) i b) otrzymamy

L[@-“' -cosh wz]=_if_2-. (2.54)
(s + a) - w

Pozostawiam Czytelnikowi do samodzielnego wyprowadzenia, na podstawie
twierdzenia 2.5.1, wzorów

_a _ S +61
Ĺ‹|:@ ÍCOSŰJÍJ- '(çTa 

_U . C0
Lie 'SlflhflÍ]= 

Uwaga 2.5.2. Na podstawie wniosku 1.4.2 i ze wzoru (l.4.4) zapewniające-
go jednoznaczność przekształcenia Laplace'a oraz ze wzorów (2.5.3), (2.5.4),
(2.5.5) i (2.5.6) otrzymamy wzory na następujące transformaty odwrotne:

L” -W =1(z)-zfwsinœi (2.5.7)
(s+a) +a›

L-' :s+-“'_- =1(z)-flcoshwz (2.5.8)
s+a)2 -602_( _

Ľ' if; =1(z)-flcoswi (2.5.9)
_(s+a) +0) _

L-' (-% =1(z)-z-“xinhwz (25.10)
s+a -(0
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Wniosek 2.5.3.
Transformaty F(s) dane wzorami (2.5.3), (2.5.4), (2.5.5), (2.5.6) są funkcjami
wymiemymi właściwymi. Zaś wzory (2.5.7), (2.5.8), (2.5.9), (2.5.10) pozwalają
wyznaczyć oryginały f(t)=L`l [F(s)] transfomiat F(s) będących funkcjami
wymiemymi (mianownik jest trójmianem kwadratowym w postaci kanonicz-
nej).

Z twierdzenia 2.5.l będziemy korzystać przy wyznaczaniu transformat od-
wrotnych (oryginałów) niektórych funkcji zespolonych, a w szczególności przy
wyznaczaniu oryginałów ułamków prostych drugiego rodzaju, Č L, _2. 3).

Przykład 2.21. Wyznaczyć transforrnaty funkcji
_ . 1a) g1(t)=e 2'sin4t , b) g2(t)=e3'coshšt _

Rozwiązanie.a)

1. Niech 8i(r)=,,-2' 51,14, (1)
2. Do obu stron równości (1) stosuje- _ _2, .

my L-przekształcenie L[g' _ Lie Sm 44

3. Bezpośrednio ze wzoru (2.5.3) G (S): 4 = 4
d1aa=2.w=4 ' (.‹+2)2¬-42 .i2+4s+20

4
Z G =-

atem ](s) s2 + 4s + 20

Ü)
1. NÍCCl'l gz (1): g3' C0311-Š;

2. Do obu stron równości (2) _ 3, hl _
stosujemy L-przekształcenie L[g2 _ Lie cos 2t _

3. Stosujemy wzór (2.5.4) _ 5-3 _ 45-12
d1aa=_3, ¿0=ł ( 3)2 1 2 4s2-24s+35

2 S _ _ 5

4s-12Z t G -_ (3aem AS) 482-24s+35 )
U W a g a. Powyższe przykłady a) i b) można również rozwiązać innym

sposobem. Jak zauważamy funkcje a) i b) mają postać iloczynu funkcji f(t)
przez czynnik e`°”, a więc zgodnie z wnioskiem 2.5.2 do wyznaczenia ich
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transforrnaty stosujemy twierdzenie o przesunięciu zespolonym. Porównaj
przykład 2.20.

Prześledzimy ten sposób na przykładzie funkcji b). W funkcji g2(t) przyj-

mujemy f (t)=coshåt, a czynnik e3' wskazuje, że transforrnata F(s) ulega

przesunięciu o 0t=i3. Ze wzoru (2.l.l4) wyznaczamy transformatę

F (s)= L[cosh%tJ = 4-Íií i na podstawie tvv. o przesunięciu zespolonym ze
s _

wzoru (2.5.1) mamy
i 4 -3 4 -12G,(s)= Liz” -coshšzj = F(.‹-3)= 4(s(_l3),)_1= 48, _s24S+35 .

co jest zgodne z wynikiem (3).
I

Przykład 2.22. Wyznaczyć transformatę odwrotną (oryginał) na podstawie
znanej transformaty

1 s+2G =i_-, b G =_--.
a) '(8) sz-2s+5 ) 2(s) s2+4s-5

R o z w i ą z a n i e . Transformaty a) i b) są funkcjami wymiemymi właści-
wymi, których mianowniki są trójmianami kwadratowymi o wyróżniku A < O .
Transformaty odwrotne g1(t)= L" [G1 , g2(t)= LT' [G2 funkcji a) i b)
wyznaczymy bezpośrednio za wzorów (2.5.7) i (2.5.8) sprowadzając najpierw
mianowniki tych funkcji do postaci kanonicznej.

21)
1. Transformatę G1(s) przedstawiamy GKS): 1 __ 1

wpostaci `F(/=,-,{) sz-2s+5 (s-1)2+4

2. Stosujemy obustronne przekształce- _1 _ _1 1 _
nieL-i L [Gi(S)l-Ĺ' [(s_1)2 +4 _

3. Równoważnie przekształcamy 1 2
wyrażenie w nawiasie do postaci = -- L" =
wzoru (2.5.7) 2 (S-1) +4

4. N d ' 2.5.7
diāiiozs-tiivfiizwšom ) zietsinztm)

Zatem g,(t)=še'sin2t , t20.
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b)
1. Transformatę G2 (s) przedstawiamy S + 2 S + 2G = =

wpostaci 2(s) s2+4s-5 (s+2)2-9

2. Stosujemy obustronnie przekształ- _ _ 5 + 2
- -1 Ĺ'][G2(5)l=Ĺl iz? =cenie L (s + 2) - 3

3. Stosujemy wzór (2.5.8) _ _2,. _dlaa_2,œ_3 _e cosh3t I(t)

Zatem g2(t) = e`2' -cosh 3t, t > O
I

Przykład 2.23. Opierając się tylko na znajomości transformaty

_„, l1;[@ ]=_ (1 )
S 'i' CZ

funkcji wykładniczej f (t) = I(t)- e`“' , gdzie a dowolna liczba zespolona postaci
ot + iß, ot, ß e R oraz Res > - Re(a), pokażemy jak można łatwo w sposób
bezpośredni uzyskać transformaty innych funkcji.

R o z w i ąz a n i e . Przyjmując we wzorze (l) za stałą a określone wartości
i po odpowiednich przekształceniach uzyskujemy następujące transformaty:

O 11 Dla a = O mamy L[I(t)]=-S-.

2° Dlaa = iß mamy Lle"'ß'j=;ß, Res>O.
s+i

Dla a = -iß mamy Lle'ß'j= #13, Res > 0.
s-i

3° Dodając stronami dwa ostatnie wzory i korzystając z liniowości oraz ze wzo-
rów Eulera (2. l .5) otrzymujemy

L[cosßt]=å[ 1_ß+ 1_ßj= 2sß2,Res>O,
s+i s-1 S +

natomiast odejmując stronami otrzymujemy

L[sinßt]=21_Ĺ lß- 1_ßJ= Żßßz, Res>O.
i s-i s+i „ę +
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4° Z własności liniowości przekształcenia Laplace'a mamy

_„ 1 1 1L[(1 -e ')1(t)j= --Z=Å, Res > max (0, -Rea).
s s + a s(s + a)

5° Różniczkując prawą stronę transformaty (1) względem s na podstawie wzoru
_ 1(2.3.1) mamy L[te "'j=í2.

(s + a)
6° Przyjmując za a = ot + iß, ot, ß G R , a następnie mnożąc przez sprzężenie
mianownika i po rozłożeniu na część rzeczywistą i urojoną otrzymamy

-a±i 1 1 (S )_iß 5 - iß
L[e( ß)1(t)i=(S+0¿l±¿ß =(s++aO)¿2:ß2 :(s+ot;`2O-ißz + (s+oi)2 +,ß2

Stąd oraz ze wzorów Eulera e`(a±'ß)' = e"a' (cos ß t ±i sin ß t), porównując
stronami części rzeczywiste i części urojone, dla Res > -ot otrzymamy

Lea' cos 1 =_Ľ“l (25.11)
2 2(s+a) +ß

oraz Lie`°” sin ßtj=--L (2.5.12)
(s + a)2 + ß 2

(por. wzory 2.5.3 i 2.5.5).

W n i o s e k . Wśród rodziny funkcji (oryginałów), dla których można w spo-
sób bezpośredni wyznaczyć transformaty Laplace'a opierając się tylko na zna-
jomości jej transformaty, funkcja wykładnicza f (t)= 1(t)e`“' odgrywa zasadni-
czą rolę.

2.6. Przesunięcia rzeczywiste

Przesunięcia rzeczywiste są to tzw. przesunięcia w dziedzinie oryginału (lub
w dziedzinie czasu). Rozważymy zapis oryginału f(t) w przypadku przesunięcia
jego wykresu o pewną wielkość równolegle wzdłuż osi Ot.

Weźmy pod uwagę najpierw przypadek, gdy oryginał jest funkcją 1 (t) skoku
jednostkowego (wzór 1.1.6'). Oznaczymy symbolem 1 (t - to) funkcję jednost-
kową przesuniętą o wielkość to > O, tj.

(I to) dla t<t01 - = 2.6.1
dla t>r0 ( )
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I f(f)=1(f-10)

Ó -.o--- O "\

V

Rys. 2.1. Wykres funkcji jednostkowej (2.6.l) przesuniętej o to jednostek w prawo

Definicja 2.6.1. Funkcją przesuniętą o wielkość to względem funkcji oryginal-
nej ƒ(t)1(t) nazywamy funkcję g(t) postaci ƒ(t - to) 1 (t - to) zdefiniowaną wzo-
rem

O dla Í < Í0g(')=f(1-'0)1(f-f0)={f(t_t0) dla mo (2.62)

Jest to funkcja, której wykres przesunięto względem funkcji f(t) równolegle
wzdłuż osi Oto to jednostek w prawo i ,,wygaszono” dla t < to.

a) b)

P 1 P
0 1 010 1

/\ ,/\
C ) I/I " d) /I \"

/ll ""` / ""`

øø//'I /1,,
1 › P

0 to 1 0 10 1

Rys. 2.2. Ilustracja a) pewnej funkcji f(t), b) oryginału f(t) I(t), c) fiinkcji przesuniętej
f(1- to) względem funkcji f(t), d) funkcji ƒ(t - to) 1(t - to) przesuniętej względem orygi-
nału f(t) I(t)

Uwaga 2.6.1. W praktyce bardzo często w wyrażeniu f(t) I (t) opuszczamy
zreguły czynnik I(t), jak również w wyrażeniu ƒ(t - to) 1(t - to) pomijamy
czynnik 1(t - to). Nie wolno jednak opuszczać czynnika I(t) w przypadku funk-
cji postaci u(t) = j(t- to) I(t), jak również w przypadku funkcji postaci
h(t) = f(t) 1(t - to) nie wolno opuszczać czynnika 1 (t - to), co ilustrują wykresy
funkcji na rysunku 2.3.
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a) Af(;) = ¿21(;) b) Ag(1)=(1-1)2I(1-1)

0 1 1 0 1 1

<2) A„(z)=(z-1)21(z) <1) ^h(1)=z21(z- 1)

0 ¿
_-å-0-----›

0 1 1 0 1 1

Rys. 2.3. Ilustracja a) oryginału ƒ(t)=t2 I(t), b) oryginału przesuniętego w myśl wzoru
(2.6.2), c) funkcji przesuniętej względem funkcji tz o 1 jednostkę w prawo i ,,wygaszo-
nej” dla t < 0, d) funkcji tz „wygaszonej” dla 1 < 1

Funkcji zdefiniowanej wzorem (2.6.2) dotyczy następujące twierdzenie:

Twierdzenie 2.6.1 (o przesunięciu rzeczywistym). Jeżeli L|f(t)j=F to dla
t0>0 Ł 0,,„,ŹŹ¿',n¿:'Z_¿ gfćlf

“i“°“* 6 (8) = Llf(f-f0)1(1-f0)l=e¬"° ~F(s) (2.6.3)
D o w ó d . Z definicjiL-transformaty dla stałej to > O mamy

+00 oo

G(5)= Ĺ'[f(f“fo)1(f“f0)]= j-f(f"f0)@_s'dÍ= j@_stf(f“fo)df›

bo dla 1<10 funkcja ƒ(1-10)1(1-10)=0.
Podstawiamy t-to =u , stąd dt =du oraz zmieniamy granice całkowania
i otrzymujemy

L[f(t - to )]= °Íe_s(“+t°)ƒ(u)du = e_”° °Íe`s"f(u)du = e""° -L[f(t)]= e_s'° F(s).
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Wniosek 2.6.1.
Z jednoznaczności odwrotnego przekształcenia Laplace'a i wzoru (2.6.3) mamy

L” l@¬"° -F(s)l= f(t-f..)1(f-1.1) = ýlfl (2.64)
Wniosek 2.6.2.
Przesunięcie funkcji określonej wzorem f (t)1 (1) o wielkość to > 0 powoduje

pomnożenie jej transformaty przez czynnik e W .

Powyższe twierdzenie o przesunięciu rzeczywistym nazywamy również
twierdzeniem z opóźnieniem, ponieważ, jeżeli funkcja f(t)1(t) opisuje pewne
prawo zależne od czasu t, to wtedy funkcja f(t - to) 1(t - to) opisuje to samo
prawo lecz działające o to później [5, 9, l3].

Uwaga 2.6.2. Zamiast wzoru (2.6.3) piszemy zwykle LĹf(t-to)]=

e"`"° ' F (s) pomijając czynnik 1(t - to). Należy jednak pamiętać, że we wzorze

(2.6.4), tj. L`lie""" -F(s)j=f(t-to)1(t-to) czynnik 1(t-to) powinien być
obecny, tzn., że funkcja f(t - to) dla t < to ma przyjmować wartość zero. Na

1Ľ. . --X 1 . _ _przykład, jeżeli obraz G(s)=e 3 -sj, to jego oryginałem jest

g(t): sin(t -Š) dla t 2%- oraz g(t) = O dla t < Š, rys. 2.4.

110) = sint g (1) =1(1- ş)s1n(1-1;)
I I \ /I \

O\
'NH

;:|I
I/
I \

`NÅ

`

LA) za/'
I
I

`^\

Y

_l `% `~

Rys. 2.4

Uwaga 2.6.3. Wzór (2.6.4) stosowany przy wyznaczaniu transformaty od-
wrotnej należy rozumieć następująco: aby znaleźć oryginał funkcji
G(s)= e"`"'° - F (s) należy najpierw wyznaczyć oryginał f(t) funkcji F (s),
a następnie utworzyć funkcję przesuniętą: g(t): f (t - to )1(t - to), gdzie
g(t): L” [G(s)]= L" le""° - F jest szukanym oryginałem.
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Wniosek 2.6.3. Opierając się na twierdzeniu o podobieństwie i przesunięciu
rzeczywistym można wyprowadzić wzór na transformatę funkcji

‹p(i)= f(zzz-ro) (2.65)
rozumianej jako przesunięcie funkcji zdefiniowanej wzorem (2.6.2), gdzie
a > O, to > O . W tym celu funkcję tę zapisujemy w postaci

f(a1-zo)=fĹzz(z-Tí°D- (2.6.6)

i rozumiemy, że wykres tej funkcji powstał z wykresu funkcji f (at) w wyniku

przesunięcia o to = T-° jednostek w prawo i ,,wygaszony” dla t < E9-.
a a

Zatem mamy następujący wniosek.

Wniosek 2.6.4.
Jezeli L[ƒ(±)]= F(s),1‹›

L[f(zz1 - ro )]= L[f(zz[1- = [W -L[f(az)] (2.6.7)

lub w równoważnej postaci

L[f(a1 -zo)]= å » zz ‹' S- (2.6.8)

Twierdzenie 2.6.2.
Jeżeli L|j(t)j= F(s), to dla to > O

L[f(z + to )1(1)]= W [F(s~)- tjz-”f(z)z1zi (2.69)

D o w ó d . Stosując podstawienie t+ to = u mamy
+°° +°°

LĹf(t+1o)]= je`“f(1+1o)d1= je¬“(“"°)f(u)du =
0 '(1

Í) i :i

+00 +00

=e"“ je`s“f(u)du =e`"° I e¬"'f(u)du - "°“f(u)du ,
1 0 Q|_._,¿¬

fä

a stąd otrzymujemy (2.6.9). I
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Uwaga 2.6.4. Wykres oryginału x= f (t+to) otrzymujemy przesuwając
wykres oryginału x = ƒ (t) w lewo, równolegle do osi Oto odcinek to (rys. 2.5).

Twierdzenie 2.6.2 nosi również nazwę twierdzenia o wyprzedzaniu
(o przyspieszaniu). Stosuje się je przy rozwiązywaniu równań różniczkowych
iróżnicowych, w których występują funkcje f (t) i f (t+to), f (t+2to),
[1, 5, 13].

x =f(t) X =f(1 + to)
11› 1
¦ I. /› 111' › 1' . ›

0 to 1 -10 0 to 1

Rys. 2.5. Wykres oryginału przesuniętego w lewo o wielkość to względem oryginału
f(t) I(t)

Przykład 2.24. Wyznaczyć transformaty Llg (t)]= G(s) dla oryginałów:

a)g(1)=1(t_1.,) ,1, > 0. 1.) g(1)=C0.[1 1[t
Rozwiązanie.
a) Funkcja g(t): 1 (t - to) zdefiniowana jest wzorem (2.6.1) i wykres jej

przedstawiono na rys. 2.1.
1. Dany jest oryginał g(t) = 1(t -to)
2. Do obu stron stosujemy L[g(t)]= L[1(t _IO )]=

przekształcenie Laplace'a
3. stosujemy wzór (2.6.3) ‹it› f(z)= 1(z) = @¬"'› -L[1(z)]=
4. Korzystamy z faktu, że LĹf(t)] = l = e""” -ł = le"`"° .

Zatem szukana transformata wyraża się wzorem S .S

G(s)=L[1(f-f0)1=š@¬"" <1)
W szczególności,jeśli g(t)=1(t -1), to ze wzoru (1) dla to =1 mamy:

G(t)= L[1(z -1)]=ë@¬* (2)
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b)
f(t) = cost I(t) g(t)

I "`~. \/"¦" ~'

0 _ _ l 7 1 P

wz;-›'-

1
,I

MH/

1
Í

1
,_.
I

Fi
Lø-lå

__Ł.,H_

\ \
\\\

\

l\>Fi
N _..__..‹._

Fi ~›

\

\ | 1\` 1
1 "_l_„ø

Rys. 2.6. Wykres oryginału g(t): cos(t - I[t -Š)

1. Danyjest oryginał g(t): ooS[;_ş).1[, _ş)

2. Ę_(I›]ic(›_bIoastÍon otosujemy przekształ- L[g (t)]_ L[CoS[t _ E Iít _ E _
p ace a 3 3

3. Stosujemy wzór (2.6.3) _L

dla to =-Š i f(t)=cost = e 3` ~L[cost]=

K .

4. Zfaktu, że L[cost]=T“ç- =e 3"
S +1 s +1

Szukana transformata wyraża się wzorem
TE___,. S

G(s)- z 3 -;Ê (3)

Przykład 2.25. Wyznaczyć transformaty Laplace'a funkcji

a) g(z)= (1-1)21(t-1), b) „(z)= (t-1)21(z), tz) h(z)= t21(t-1)
których wykresy przedstawiono na rysunku 2.3.

R o z w i ą z a n i e . Przy wyznaczaniu transformat wyżej wymienionych funk-
cji uwzględnimy uwagę 2.6. 1.
a) Wyznaczamy transformatę G(s)= L[g

1- Nißßh 8(f)=(f-1)21(f-1) (1)
2. Do obu stron(l)stosujemy _ _ 2 _ _

przekształcenie Laplace'a L[g(t)]_Ll(t 1) 1(t 1)]-
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3. Stosujemy twierdzenie 2.6.1 dla _ [ J _ 2S 2 s_ 2 , =e 'L t =e ` '-
to =1 i f(t): t oraz wzor (l.3.7) S3

Mamy więc
_`

G(s)=2:_, <2)

b) Wyznaczamy transformatę U (s)= L[u (t

1. Funkcję u(t) przedstawiamy „(;)=;21(;)_ 2,; .1(j)+1(;) (3)
w postaci

2. Do obu stron (3) stosujemy ¿[„(t)]= L[¿21(,)_2, _ 1(,)+1(t)] =
przekształcenie Laplace'a

3. Korzystamyz liniowości _ 2 _ _
L-przekształcenia (wzór 2.1 .3) _ Lit J 2L[t]+ LU] _

4. Stosujemy kolejno wzory (1 .3.7), 2 1 1 S2 _ 23 + 2
(1.3.6),(1.3.1)iprzekształcamy =;:-2;.-+;=-Ÿ--

Szukana transformata wyraża się wzorem
2

U(s)= _

c) Wyznaczamy transformatę H (s)= L[h(t)].

Do funkcji h(t)= 12 -1(t -1) nie można stosować twierdzenia o przesunięciu
rzeczywistym, ponieważ nie jest to funkcja przesunięta w sensie definicji danej
wzorem (2.6.2) (por. uwaga 2.6.1). Aby wyznaczyć transformatę tej funkcji
możemy na przykład zastosować twierdzenie o różniczkowaniu transformaty
(wzór 2.3.2), które zastosowane do naszego przykładu orzeka, że: ,,transformata
oryginału f (I) pomnożonego przez t2 równa się drugiej pochodnej transfor-
míity tej funkcji”, tj. pmyjfmwlßc i'l/ČiZ)*i.z3›j0Í'ł§) , _f[,ć):/„Ć-/Í
O /YY) _'

ma wm? Llfz ~ f (t)l=¿;Ĺ_í(LĹf(t)l ) (4)

1. Niech h(r)=;2 .1(;_1)

2' ÍÍ.ŻŜ1.ŹŻ.ŹÍŜ.1ŜŠ°ÊŻĹÍ.`Ílž'. L['1<f>1=ßlf2 ~1<f-1>J=
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3. Stosujemy wzór (4) do d 2
fun1<tzjif(z)=1(z-1) =¿¿¿__z(Ll1(f'1)])=

4. Korzystamyzwyniku (2) _ Å Le-, _
przykładu 2.24a 6182 S

O-'d\/5. Dwukrotnie różniczkujemy _ d 1 _o _ sz + 2s + 2 _S
względem zmiennej s _ _Ę ;_ + ;Š 'e _T '

Ostatecznie szukana transformata wyraża się wzorem:
2

H(s)= ¿*S (5)
s

Uwaga. Transformatę funkcji h(t) można wyznaczyć innym sposobem.
Zauważmy, że funkcję h(t) można łatwo przekształcić w sposób równoważny
do postaci wymaganej przy stosowaniu twierdzenia o przesunięciu rzeczywi-
stym. W tym celu funkcję kwadratową tz przedstawiamy w postaci potęg
dwumianu (t-1), tzn.

r2=(1-1)2+2(t-1)+1 (6)

(Jest to dobrze znane rozwinięcie Taylora funkcji tz w otoczeniu punktu
Í0 =

Uwzględniając rozwinięcie (6), funkcja h(t) przyjmuje postać

h(1)=r2-1(1-1)=(r-1)2-1(1-1)+2(1-1)-1(1-1)+1(1-1) (7)

Do obu stron tożsamości (7) stosujemy przekształcenie Laplace'a i korzystając
z jego liniowości mamy:

z[1.(z)]= z[12.1(t_1)]= zl(1_1)2 .1(1_1)+z(1_1).1(t_1)+1(t_1)J=
=z[(1_1)2 .z(1-1)]+z.z[(._1).1(._1)]+z[1(._1)].

Stosując twierdzenie 2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym ze wzoru (2.6.3) zasto-
sowanego kolejno do funkcji t2, t oraz I(t), a następnie korzystając z faktu, że

Llt2j= L[t]= L[1]= -l- ostatecznie otrzymamy
s s s

H(s) = Ll12 -1(1 -1)J= e¬' -Ll12j+ 2e¬' -L[t]+ e¬' -L[1] =
2 _ 2 _ 1 _

=-3e s+-íe 5+-e S,
s s S
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co jest zgodne z wynikiem danym wzorem (5).
(W rozwiązaniu można wykorzystać wcześniej uzyskane wyniki z przykładu
2.25 wzór (2) i z przykładu 2.24 wzór (2)).

I

Przykład 2.26. Wyznaczyć transformaty następujących funkcji (oryginałów)

a) f, (1)= sin(1 -a)1(1-ot), a> O b) f2(1)= sin(1-a)I(1), a> O
_ 'nt dl Ośtśtt

C)f3(t)_Smt.1(t_a),a>0 d)f4(t)_lSl0 dl: t<0lub1>1c'

Rozwiązanie.
a) Wyznaczamy transformatę F, (s)= Llfl (1

Funkcja f,(t), której wykres zilustrowano na rysunku 2.7 jest funkcją przesu-
niętą w sensie definicji 2.6.1 i jest postaci (2.6.2), tzn. jej wykres powstał
wwyniku przesunięcia wykresu funkcji f (t)=1(t)-sint o wielkość to=ot
(ot>0) w prawo wzdłuż osi Ot. Zatem bezpośrednio ze wzoru (2.6.3)

i uwzględniając, że Llsin t]= zill-mamy
s +

F, (s)= L[f, (1)]= L[sin(z - a)1(z _ a)]= e-0” -L[sin z]= ;E-1íe"°“ (1)

I ____ f1(1) )l(Ĺ): sint
/I " 1' `

/I, `\ /,I `
I \ I

I \ I

*fg 1 ,J P
0 a T” \ I/21: 21t+a t

\
\` ,I

\ /` ø..] ~-'

Rys. 2.7. Wykres funkcjif,(t)=sin(t - ot) 1(t - ot)

b) Wyznaczamy transformatę F2 (s)= Llfo
Do funkcji fo (t)= sin(1 -a)1 której wykres zilustrowano na rys. 2.8 nie

można stosować twierdzenia o przesunięciu rzeczywistym. Wykres tej funkcji
powstał z wykresu sinusoidy przesuniętej o wielkość to = ot , a następnie ,,wy-
gaszony” dla t < 0, a więc nie jest to funkcja przesunięta w myśl wzoru (2.6.2).
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f2(1) f (1) = I(1) sint
1 /,---`__ \ _„--

I,,, "\` /II,

*\ If ›0 a W \ I/21: 1:+a t
\\ r\ ø

_`~_.»”_-1

Rys. 2.8. Wykres funkcjif2(t) = sin(1- ot) I(t)

Aby wyznaczyć transformatę tej funkcji możemy zastosować wzór na sinus
różnicy dwóch kątów: sin(t - ot) = sin t cos ot - cos t sin ot i wtedy funkcja ƒo (t)
przyjmuje postać

fo (t)= sin(1- ot)'1(t)=(cos ot sin t - sin ot cos t)- I(t) (2)

Do obu stron tożsamości (2) stosujemy przekształcenie Laplace'a (czynnik I (1)
pomijamy zgodnie z wcześniejszą umową)

LĹf2 = L[sin(t - ot)]= L[(cos ot sin t - sin ot cos t)]

Następnie korzystamy z liniowości L-przekształcenia (wzór 2.1.1) oraz ze wzo-
rów (1.3.4) i (1.3.5) lub z tablic transformat i otrzymujemy

F2 (s)= cosa - L[sin 1]- sinot - L[cost]= 2;l(cosa- s - sin ot) (3)
s +

c) Szukamy transformaty F_.(s)=L[f3(t)] funkcji f_¬(t), którą można zapisać
wpostaci

0 dla t < a
. (4)sin t dla t > ot

f,(1)=.1„1.z(._a)={

Wykresem tej funkcji jest sinusoida sint ,,wygaszona” dla t< ot (rys. 2.9).

1 fz(f)
ll, I ›

0 75 21: t

-1

Rys. 2.9. Wykres funkcjif3(t) = sint-1(t - ot)

Q_____



84 Własności przekształcenia Laplace 'a

Transformatę tej funkcji możemy wyznaczyć bezpośrednio z definicji 1.2.3
transformaty Laplace'ai wtedy ze wzoru (1 .2.3) mamy

oo

L[f3 (t)]= Llsint -1(t- ot)]= _[sin t e""'dt =
(1

„ a a (5)
= _lsin t e"" dt -J. sin t e""dt =L[sin t] - jsin t e`^"dt

o o o

Z wyników podrozdziału 1.3.3 mamy L[sint]= 2;]oraz
s +

(X _ _ 1 _ . _ 01je S' sin tdt=-Êlse S' sint + e `" costjo =

0 S <6)
-1 _ . _

=2Ąse Sa sino¿+e sa cosa-1).
s +1

Uwzględniając powyższe vvyniki w zależności (5) otrzymamy ostatecznie

pą(s)= .e-H-Y (7)
s +1

D r u g i s p o s ó b wyznaczania transformaty funkcji f3(t):
Funkcję f3(t) przekształcamy do takiej postaci, aby można było zastosować

twierdzenie o przesunięciu rzeczywistym. W tym celu, korzystając ze wzoru na
sinus sumy dwóch kątów, funkcję sin t zapisujemy w postaci

sint = sin((t - a)+ ot): cosa - sin(1- oc)+ sina - cos(t - ot) (8)

Uwzględniając związek (8) funkcja f3(t) przyjmie postać

f_o(t)= sint-1(t -ot)= cosa -sin(1-ot)-1(t-ot)+ sinoc-cos(t-oc)-1(t-ot) (9)

Stosując do obu stron wzoru (9) przekształcenie Laplace'a oraz korzystając
z jego liniowości otrzymujemy

L[f3 = cosa - L[sin(t -ot)]+ sinot - L[cos(t - o¿)]

(zgodnie z uwagą 2.6.2 opuściliśmy czynnik 1(t-o¿)). Następnie korzystamy
ztwierdzenia 2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym i na mocy wzoru (2.6.3), za-
stosowanego kolejno do fiinkcji sint , a następnie do cost oraz ze wzorów
(1.3.4) i (1.3.5) otrzymujemy
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F3 (5): cosa - e`°“ -L[sin t]+ sina - e`°" -L[cos t]=
_ 1 _ . s (19)=e “S 'cosa-5--+e 0” -s1na-ž--

s +1 s +1

co jest zgodne z odpowiedzią daną wzorem (7).
U W a g a _ Transformatę L[sin(t -0c)] vvyznaczyliśmy w przykładzie a).

d) Wyznaczamy transformatę F4 (s)= L[f4

P i e r w s z y s p o s ó b wyznaczenia transformaty funkcji f4 (I)

Bezpośrednio z definicji L-transformaty ze wzoru (1.2.3) całkując dwukrotnie
przez części mamy

°° 1! -st
F4 (s)= LĹf4 (t)]= _[f4 (t)e`”dt = jem sint dt = SĹ2:-Í [(- s- sin t - cost)] .

0 0
Po podstawieniu granic i przekształceniach ostatecznie otrzymamy

1 _F4(.‹)=-2-(1+e M) (11)
s +1

U w a g a . Przy obliczaniu powyższej całki można skorzystać z zależności (6)
przyjmując 0: = ft.

D r u g i s p o s ó b wyznaczania transformaty funkcji j2(t)
Zauważmy, że funkcję f4(t) można przedstawić w postaci wygodnej do wy-

znaczenia transformaty tej funkcji wykorzystując twierdzenie o przesunięciu
rzeczywistym. Otóż wykres funkcji ƒ4(t) jest sumą sinusoidy pierwotnej
f(t): sint-I(t) i sinusoidy g(t)= sin(t-rc)-1(t-it) przesuniętej o to = 1:,
rys. 2.10.
Zatem funkcję f4(t) można przedstawić wzorem

f4(z)=sim-1(z)+sin(1-1:)-1(z-zz) (12)
Do obu stron równości (12) stosujemy przekształcenie Laplace'a, a następnie
korzystając z liniowości L-przekształcenia oraz ze wzoru (2.6.3) otrzymamy:

F4(S)=L|;,ą,(z)]=L[S1„,]+L[Si„(f-„)]=_¿ł_+_žL@«"~ ,
s +1 s +1

co jest zgodne z wynikiem (11).
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I f(t) = sint-I(t)

21)
I O 'C 21t ' 37; t›

-1
I g(t) = I(t - 1t) sin(t - 112)

Ü)
- - ›

0 rc 21: 1; t

-1

1 f4(f)=f (1) + g(t)

<1)
---¬--›

O TC ;TC 31: Í
-1

Rys. 2.10. a) wykres oryginałuf(t): 1 (t) sint, b) wykres oryginału przesuniętego
g(t): 1(t - 1:) sin(t - 1r), c) wykresfi4(t) =ƒ(t) + g(t)

I
Przykład 2.27. Wyznaczyć transformaty funkcji:

a) f,(z)=cos(2r-1:), b) f2(z)=(2r-3)3.

R o z w i ąz a n i e . Zauważmy, że obie funkcje a) i b) są funkcjami przesu-
niętymi w dziedzinie rzeczywistej postaci określonej wzorem (2.6.5). Zgodnie
z wnioskiem 2.6.3 przekształcamy je najpierw do postaci danej wzorem (2.6.6),
a dopiero potem zastosujemy przekształcenie Laplace'a w celu wyznaczenia ich
transformat.

a) Wyznaczamy transformatę F1 (s) = L[f, (t.
Zgodnie z powyższym funkcjęf,(t) przedstawiamy wzorem

f,(r)=cos(2r-1r)=cos2Ĺ:-;J-1(1-Š) (1)

1. Do obu stron (1) stosujemy _ _ =
przekształcenie Laplace'a LĹf1(t)]_ L [cos (zl 111)]

2. Stosujemy wzór (2.6.3), dla K
--s

zozš ifunkzji f(z)=‹z0s2f =@ 2 -Ll‹=0S2fl=



2. 6. Przesunięcia rzeczywiste 87

1Ľ

3. stosujemy wzór(2.1.9)d1aa=2 =e 2`
s +4

Szukana transformata wyraża się wzorem
7!F.‹_‹›='~' <2)

b) Analogicznie jak poprzednio wyznaczamy transformatę F2 (s)=L[f2
Najpierw funkcję f2(t) przekształcamy w sposób równoważny do postaci okre-
ślonej wzorem (2.6.6). W wyniku otrzymamy

3 3
f2(z)=(2z-3)3=Hz-ŜH =8-(1-Š) -1(z-Š) (3)

1. Do obu stron (3) stos `emy 3 3
przekształcenie Laplaićjda L[f2 (I = Llig ' (t _ i =

2. Korzystamy z jednorodności _8_L t_å 3 _
L-przekształcenia ° 2 _

3. Stosujemy twierdzenie 2.6.1, dla _ł_. _łj 6
3 3 =8-e2 -Lit3]=8-e2 -7

to = 5 i f(t)= t oraz wzór (1.3.8) s

Ostatecznie szukana transformata wyraża się wzorem
3--Y
2

F2 (s)= 48 e_4 <4)
S

U w a g a . Jeśli do wyznaczania transformaty funkcji postaci (2.6.5), tj.
ą›(t)= (at -10) chcemy bezpośrednio zastosować wzór (2.6.8) z wniosku 2.6.2,
to należy zwrócić baczną uwagę na umiejętne zastosowanie tego wzoru. Szcze-
gólnie jest to ważne, gdy do wyznaczania transformat korzystamy z tablic.

Zaprezentujemy ten sposób wyznaczania transformaty na przykładzie a).

Mamy wyznaczyć LĹf1(t)]= L[cos (2t - 1t)], gdzie 10 = rc, a = 2 i funkcja
f (t)= cos t . Bezpośrednio ze wzoru (2.6.8) mamy

F, (s)= L[z‹›s(2f - 1z)]= Š - Ăšs - (5)
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gdzie F oznacza transformatę funkcji cost, tj.

F(p)= L[cos t]= -å (p - zmienna zespolona) (6)
p +

Podstawiamy w transformacie (6) za zmienną p zmienną -Š (por. przykład

2.19), następnie uwzględniamy ten wynik w (5) i otrzymujemy
TE TE1 _ .

F](5)=š.e 2 . =e 2 . ,

Í

co jest zgodne z wynikiem (2).
I

Przykład 2.28. Stosując twierdzenie o przesunięciu rzeczywistym wyznaczyć
oryginały g(t) na podstawie znanej transformaty (obrazu)

71'1 --.Y 1 __ S
3) G(S)=s7-_Ę-;Č 4 , G(S)= 6 3 .

R o z w i ą z a n i e . Zauważamy, że transformata G(s) jest w postaci iloczynu
funkcji wymiernej i funkcji wykładniczej, co wskazuje, że jest to transformata
pewnej funkcji f(t) przesuniętej o wielkość to i do wyznaczenia transformaty
odwrotnej g(t) zastosujemy wniosek 2.6.1 z twierdzenia o przesunięciu rze-
czywistym, tj. wzór (2.6.4).

a) Szukamy transformaty odwrotnej g(t)= L`1 W tym celu transformatę
G(s) zapisujemy w postaci iloczynu

1!

G(s)=F(s)-e 43 ioznaczamy F(s)=-_zł-.
s +1

Stosując się do uwagi 2.6.3 wyznaczamy najpierw transformatę odwrotną funk-
cji F(s), tj.

f(r)=L"[F(s)]=L"[Ê}=1(t)-sint (1)
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K .

Występujący we wzorze transformaty G(s) czynnik e “li wskazuje, że należy

oryginał f t przesunąć o wielkość t =íc-, tzn. w funkc`i omocnicze` (1)0 4 J P J

W miejsce zmiennej t podstawiamy ít-Š:-J. Zatem na podstawie wzoru (2.6.4)

mamy

g(f)=L"[G(s)l=L“' = f(t-Š)-1(f-Š) <2)
gdzie funkcjaf określona jest wzorem (1). Zatem uwzględniając (1) w zależno-
ści (2) otrzymamy

g(t)=1Ĺt sin(1

b) Postępując analogicznie jak w przykładzie a) wyznaczamy transformatę
odwrotną g(t) dla funkcji b). Najpierw transformatę G(s) zapisujemy w postaci
iloczynu

_3s _ _ 1G(s)=F(s)-e , gdzie F(s)-ř+1)3.

Z przykładu 2.16 wiemy, że transformata odwrotna funkcji F (s) wynosi

f(z)=5'=%-1(z)- zze-' (3)
s+1

(jest to funkcja pomocnicza), zaś czynnik e`3'l wskazuje przesunięcie oryginału
f(t) o wielkość to = 3. Zatem wykonując przekształcenie odwrotne Laplace'a do
funkcji G(s) i korzystając ze wzoru (2.6.4) otrzymamy

_ _ l _ Yg(f)=L1[G(s)l=L* _-;e 3* = f(t-3)-1(f-3), <4)
(s +1)'

gdzie funkcja f (t) określona jest wzorem (3). Uwzględniając funkcję (3)
w zależności (4) i podstawiając zamiast t zmienną (t -3) otrzymamy wzór szu-
kanej transformaty odwrotnej g(t). Zatem szukanym oryginałem dla danej trans-
formaty jest funkcja
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g(z)=%-1(f-3)(z-3)2 -@'<'¬*>, ze R (5)
I

Przykład 2.29. Wyznaczyć transformatę oryginału

g(t): 1(t)sin(t + ot), gdzie ot > O.

R o z w i ąz a n i e . Zgodnie z uwagą 2.6.4 vvykres oryginału g(t) otrzymamy
przesuwając wykres oryginału f (t)=1(t)sint o ot jednostek w lewo wzdłuż
osi Ot i „wygasimy” go dla t < 0. Korzystając ze wzoru (2.6.9) mamy

L[sin(t +ot)]= eo” -[L[sin t]- Í-e"`"' sintdt].

Uwzględniając następnie wartość całki

O! .st .st a_. . se s1nt+e cost 1 _. . __je "'srntdt= ---Å =-2í(se "°' s1noc+e "°' cosa-1)
O s +1 O s +1

(por. przykład 2.26 c - wzór 6), otrzymujemy

L[sin(t +a)]= ågfis sinot + cosa).

1 _,_\ g(), , . ,
/I I `\ /I

I I \ I
I I \ I

I I \ I
I I \ I

I I \ I
Å \b` ,af ›

“a 0 W-G TC \ /21: f
\ Í

\ ,I
` ø1 `___ø

Rys. 2.11. Wykres oryginału g(t): I(t)sin(t+a), ot > 0

U w aga. Zadanie to można rozwiązać innym sposobem. Otóż do funkcji
sin(t+ ot) można zastosować wzór na sinus dwóch kątów i do uzyskanej toż-
samości zastosować przekształcenie Laplace'a. Proponuję Czytelnikowi rozwią-
zać to zadanie tym sposobem.

I
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Przy pomocy funkcji jednostkowej 1 (t) i funkcji jednostkowej I(t - to) prze-
suniętej o to możemy w różny sposób określać cały szereg innych funkcji. Sto-
sując następnie twierdzenie 2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym w łatwy sposób
można wyznaczyć transformaty tych funkcji. Pokażemy na przykładach jak
uzyskiwać takie funkcje i wyznaczać ich transformaty.

Przykład 2.30. Wyznaczyć transformatę impulsu prostokątnego uj(t) o ampli-
tudzie E i czasie trwania w przedziale czasu (tj, to), (rys. 2.12)

u|(Í)
OW?U1

© .rc›- .:o-
= ›t

Rys. 2. l2.Ilustracja impulsu prostokątnego przedstawiającego napięcie o wartości uj(t)

R o z w i ą z a n i e . Omawiany impuls prostokątny zapisujemy wzorem

E dr„,(z)={ H "<'<t2>t (2.6.10)
O dla t<t, lubt 2

Funkcja uj(t) ma dwa punkty nieciągłości w momencie t = tj i t = to (w tych
momentach następuje gwałtowna zmiana amplitud).

P i e r w s z y s p o s ó b wyznaczania transformaty. Transformatę tej funkcji
wyznaczamy bezpośrednio z definicji 1.2.3 L-transformaty. Zatem na podstawie
wzoru (1.2.3) mamy

U1(s)= L[u1 (t)]= _[ul (t)e""dt = _ÍEe¬"dt = Ê (e-*tt __ e""2)

1 ostatecznie U, (S) = Š (@¬“' - @*”2 ) (2.6.11)

D r u g i s p o s ó b . Korzystając z funkcji jednostkowej i jej przesunięć
W dziedzinie czasu funkcję tt, (I) można zapisać w postaci

„,(z)= E - [1(t _ z, )-1(z _ t2)] (26.12)
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Do obu stron równości (2.6.l2) stosujemy przekształcenie Laplace'a, a następ-
nie korzystamy z liniowości L-przekształcenia (wzór 2.1.1) oraz ze wzoru
(2.6.3) i otrzymujemy

U.(s)= E-(L[1(f-ft )1-L[1(f -6)] )=E(Ŝe"'^' -Ŝe-'25
co jest zgodne z wynikiem określonym wzorem (2.6.1 1).

a) ^ b) ^
E'1(t-I ) E'I(l-Z )1 2E- E-

='= › ti ›
0 tl 1 0 tz I

C) Ą d) A

E u1(Í)
`

O 12; 1 O 1, 12 1
š-E-1 __E _ (112)

Rys. 2.13. Ilustracja kolejnych etapów dochodzenia do postaci (2.6.12) funkcji uj(t)
danej wzorem (2.6.l0) mającej wykres podany na rysunku 2.12

Przesunięta funkcja I(t-to) skoku jednostkowego I(t) dana wzorem
(2.6.2) oraz funkcja postaci (2.6.l2) tzw. „funkcja impulsu prostokątnego” mają
duże znaczenie w rachunku operatorowym jako tzw. „funkcje wydzielające”,
pozwalające usunąć „niepożądane” okresy przebiegu dowolnej funkcji f(t).

Niech zatem funkcja

f„„(t)=1(t-tz)-1(t-6), (a<b), (0sa<b) (26.13)
określa funkcję wydzielającą na przedziale o końcach t, = a i tz = b oraz am-
plitudzie E = 1, rys. 2.14.

W szczególności, funkcja wydzielającaf„.,(t) będąca impulsem prostokątnym
o czasie trwania t e (0, T) ma postać

f„(z)= 1(z)-1(z-T) (26.14)
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fw(ł) fw(1)

0,5 0,5 Š. . ¦ ›
1 ¦ › ›

O a b Í 0 T I

Rys. 2.14. Ilustracja funkcji wydzielającychƒw(t): a) postaci (26.13), b) postaci (2.6.14)

Mnożąc daną funkcję f (t) przez odpowiednią funkcję wydzielającą fw (1%)
otrzymamy żądany przebieg na interesującym nas przedziale T =(a,b> , który
oznaczymy symbolem fT(t) lub f(u_b)(t). (rys. 2.15). Zatem

f.<z)=f<z›-f.<z›={f(§) “fjfa Í jfíb (26.15)N

gdzie funkcja fw (t) określona jest wzorem (2.6.l3) lub (2.6.14).

A

 ,
0 a b Í

A
I _ f.,‹f›

1 11 11 11 1
1 11 11 11

F ›
0 a b Í

AI _ f1‹f/`\

Š Š ›
0 a b Í

Rys. 2.15. Ilustracja uzyskania żądanego przebiegu fT(t) funkcji f(t)
na przedziale T= <a, b>
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Przykład 2.31. Określić postać przebiegu trójkątnego impulsu napięcia o czasie
trwania (O, T) i amplitudzie E, a następnie wyznaczyć jego transforrnatę.

R o z w i ą z a n i e . Dany impuls opisujemy wzorem

at dla 0 5 t 5 T= 26.16“zm lo dla t<o1t16z>T ( )
gdzie a =ş - współczynnik kierunkowy, rys. 2.16.

E _ _ _ _ _ _ __

“zm Ê

O T Í

Rys. 2.16. Ilustracja do przykładu 2.31. Wykres funkcji u2(t)

Funkcja u2(t) ma jeden punkt nieciągłości w punkcie t = T. Transformatę tej
funkcji wyznaczamy bezpośrednio z definicji L-transformaty. Na podstawie
wzoru (1.2.3) mamy

+‹×› T112(S)=_t[„2(1)]= j„2(.).¬".11=§j1@-~f'a1.
Dalsze obliczenia pozostawiam Czytelnikowi.

D r u g i s p o s ó b wyznaczenia transformaty U2(s).
Zgodnie ze wzorem (2.6.l5) funkcję u2(t) można uzyskać mnożąc funkcję

f (t)=ł7ā-t przez funkcję wydzielającą postaci (2.6.14) i wtedy funkcja u2 (t)

(rys. 2.16) przyjmuje postać

E1t2(1)=íz - [1(z)-1(z -7)] (26.17)

Do obu stron równości (2.6.l7) stosujemy przekształcenie Laplace'a i korzysta-
jąc z jego liniowości otrzymamy

L[u2(f)1=Š-(Llf-1(f)1-Lit-1(f-T)1) <1)
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a› E:..........
O t›

6) ^
1 -'¬

Êf„.‹')=1‹'›-1‹f-r›
' - --›

0 T Í

Å‹=> 8-----------
U2(Í)

' ›
0 T Í

Rys. 2.17. Ilustracja procesu otrzymania funkcji u2(t), tj. żądanego przebiegu impulsu
napięcia pojawiającego się w momencie t = 0 i kończącego się w momencie t = T

Korzystamy z faktu, że L[t]=¿2, natomiast transformatę funkcji t-I(t-T)
s

wyznaczymy z twierdzenia 2.3.1 o różniczkowaniu transformaty (wzór 2.3.1)
oraz z wyniku przykładu 2.24 a). Uwzględniając powyższe mamy

L[1.1(1_1)]= _åzmt-1)]= .
Wstawiając powyższe obliczenia do (1) uzyskamy transformatę U2(s) impulsu
u2(t) opisanego wzorem (2.6.16) lub (2.6.17) w następującej postaci

U,(1~)=ş(sl2-Ŝe"-*T -;1;e¬”) (26.18)

T r z e c i s p o s ó b wyznaczenia transformaty funkcji u2(t).

Aby można było bezpośrednio zastosować twierdzenie o przesunięciu rze-
czywistym należy przekształcić funkcję u2(t) do odpowiedniej postaci (porów-
naj przykład 2.25 c). Jak wiemy, funkcja t~1(t - T) nie jest funkcją przesuniętą
w myśl wzoru (2.6.2). Jeżeli t przedstawimy w postaci
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z=(t-T)+T
i podstawimy do wzoru (2.6.17), to po odpowiednich przekształceniach funkcję
u;¿(t) zapiszemy wzorem

%0)=şh„n0-Q-T)10-Tyuflzfi-TH (261m

Stosujemy teraz do obu stron tożsamości (2.6.l9) przekształcenie Laplace'a,
korzystamy z jego liniowości (wzór 2.1.3) i na podstawie wzoru (2.6.3) otrzy-
mujemy

t1„.<f›1=§1L1f1-.'.1<z-f)~1<z-1)]-1~L11<z-111 1-
E 1 1 -Ts T -Ts

:_ 7-76 -_-Ć .
T 5 5 s

Wynik ten jest zgodny z odpowiedzią daną wzorem (2.6. l 8).
I

Uwaga 2.6.5. Zauważmy, że funkcję u2(t) postaci (2.6.l9) można uzyskać
w wyniku odpowiednich przekształceń zilustrowanych na rys. 2.18.

a) ^f.<t)=1‹f›%f 6) ^ ‹=› ^
E* E_Pf2(Í)="-LÃU-T) Í(Í“T) E_"" E.1(¿_7')

--Q
I I I I I I

I
I

Ÿ
O_

I

“I

/\

“Y Ś

_______Q___

"l `v0 T 2T1

_E _____ __ f.<')=-E-16-T)

Rys. 2.18. Ilustracja kolejnych etapów uzyskania funkcji u2(t) określonej wzorem
(2.6.19), mającej wykres podany na rysunku 2.17 c. Funkcja u2(t)=f,(t)+f2(t)+f3(t)

Przykład 2.32. Określić impuls napięcia, którego vvykres podany jest na rysun-
ku 2.19 oraz wyznaczyć jego transformatę.

R o z w i ą z a n i e _ Na podstawie wykresu funkcję u4(t) określamy wzorem
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-Et dm 0ś1śT
T

„4(t)= -şz+2E dla T<ts2T (26.20)
O dla t<O,t>2T

A

2E¬\
`\

\
\`\

E-----------
u4(Í)

-- - ›
0 T 2T I

Rys. 2.19. Ilustracja do przykładu 2.32

Zauważmy, że funkcja ta jest ciągła w całym zbiorze R lecz nie jest różnicz-
kowalna w punktach: t=0, t=T, t= 2T (co łatwo sprawdzić). Transformatę
U4(s)= L[u4(t)] można wyznaczyć bezpośrednio z definicji L-przekształcenia
stosując wzór (1.2.3).

Podamy prostszy sposób wyznaczenia transformaty U4 W tym celu sko-
rzystamy z funkcji jednostkowej I(t) oraz jej przesunięć rzeczywistych postaci
(2.6.1) i wtedy funkcję u4 (t) przedstawimy w postaci

„.(.)=§[1.1(1)_z(1_1)1(1_1)+(1_z1).1(.‹..z1)] (26.21)
wygodnej do stosowania twierdzenia o przesunięciu rzeczywistym.

Następnie do obu stron tożsamości (2.6.21) stosujemy przekształcenie
Laplace'a i korzystamy z liniowości L-przekształcenia, a następnie z twierdzenia
2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym i na podstawie wzoru (2.6.3) (lub z wyników
uzyskanych w przykładzie 2.31) mamy

L1„.<z›1=-Ę-(Lift-2z1(z~-1)1‹z-f)1+L1<z-21)-f(t-mi )-
= -ł_.¿e""T +i2e`2sT

T s s s
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Zatem transformata U4(s) funkcji u4(t) wyraża się wzorem

-s 2

U4(.‹)= Š - liíşl (26.22)

III

a) ,' g(t) 7 I b)
I

II, _.Ä II ¿'E f'<'ł'f"'('> /g1‹fF2%<'-T1-1‹f-1)
1
l I1

-' 1 1 >0 T 27 I 0 T 2T 1

f2(t) =-8.0)
2E .`

0) d)

E f1(r) +f2(i) E 130) =%(t_2T›'I(t_m

1 P
0 T 2T Í 0 T 2T Í

8)
18 u.‹f)=f,‹f›+f2‹t›+1'3<»›

0 T 2T Í

Rys. 2.20. Ilustracja kolejnych etapów dochodzenia do postaci (2.6.21) funkcji u4(t),
mającej wykres podany na rysunku 2.19

I
6-T6-zo)

Uwaga 2.6.6. Zauważmy, że pochodną u'4(t) funkcji u4(t) jest funkcja u5(t)
dana wzorem

"lĽ7'1
- dla 0<t<T

„,(t)= -Š tira r<z<2T (26.23)
0 dla t<0, t>2T

M. u5(t)=%l4(t)_¿.4(t-W)+4l*"Wl
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tj. u5(t)=uf,(t), a jej wykres podany jest na rys. 2.21. Jak widać z wykresu,
funkcja u5(t) jest nieciągła w punktach t = 0, t = Ti t = 2Ti w tych punktach

przyjmuje wartosci u(0)=š-77, u(T)=0, u(2T)=-E (wzor 1.1.8).

Å 1 _
T 

___:;_ ____¿)_
'-1 `vO

_Ä7' "I OíO

Rys. 2.21. Ilustracja graficzna funkcji pochodnej u'4(t). W interpretacji fizycznej są to
prostokątne impulsy trwające po T sekund o amplitudzie E/T

Przykład 2.33. Wyznaczyć transformatę U 5 (s)= L[u5 funkcji u5(t) określo-
ną wzorem (2.6.23).

R o z w i ąz a n i e . Korzystając z twierdzenia 2.2.1 o różniczkowaniu orygi-
nału, określającego zależność między transformatami oryginału f(t) i jego po-
chodnej f'(t) oraz z wniosku 2.2.3 można w łatwy sposób wyznaczyć trans-
formatę funkcji u5(t), (rys. 2.21).
Ponieważ u5(t) = u'4(t), to stosując obustronnie przekształcenie Laplace'a mamy

L[u.(f)1=L[~;(r)1 <1)
Z ciągłości funkcji u4(t) w punkcie to = 0, (patrz rys. 2.19) mamy u4(O) = 0, więc
na podstawie wzoru (2.2.2) obliczamy transformatę pochodnej

L[»‹;(f)1= s ~ L[u.(f)l <2)
Podstawiając (2) do (1) otrzymamy

Ĺ'[”5(Í)]=5 ' Ll”4(t)l› tj' U5(s)=5 'U4(s)›

a następnie uwzględniając wzór (2.6.22), którym wyraża się transformata U4(s),
otrzymujemy transformatę U5(s) funkcji u5(t) w postaci
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_ -.YT 2

U, (1)=ş -ą (26.24)

Przykład 2.34. Wyznaczyć transformatę napięcia sinusoidalnego, powstającego
w chwili t = O, o częstotliwości kątowej co, amplitudzie E = 1 i czasie trwania
równym jednemu okresowi T.

R o z w i ą z a n i e _ Zauważmy, że funkcja 1 (t) skoku jednostkowego umożli-
wia w dogodny sposób przedstawienie czynności włączania, ponieważ pomno-
żenie danej funkcji przez 1 (t) wyzerowuje tę funkcję dla t < 0, podczas gdy dla
t > 0 wartościjej nie ulegają zmianie. Zatem funkcja (rys. 2.22 a)

1t(t)= E8111 wz-1(z) (26.25)
opisuje przebieg napięcia sinusoidalnego włączony w chwili t = O. Natomiast
przebieg odpowiadający jednemu okresowi o amplitudzie E = 1 określamy od-
powiednio funkcją

sincot dla Ośtśä
„T (z)= zę: (26.26)

O dla te (O,-J
co

gdzie okres Tdla danej funkcji wynosi zł (rys. 2.22 c).
60

Zauważmy, że przy pomocy funkcji I(t) i jej przesunięcia o t„ =E funkcję
co

ur (t) możemy zapisać w postaci

„T (t)=1(z)- S111 wz -1(1 -Ê) si11w(t -E) (26.27)
(1) (1)

Transformatę UT (s)=L[uT funkcji ur (t) danej wzorem (2.6.26) może-
my wyznaczyć kilkoma sposobami.

P i e r w s z y s p o s ó b . Bezpośrednio z definicji L-transformaty na podsta-
wie wzoru (1.2.3) zastosowanego do funkcji ur (t) postaci (2.6.26) mamy

21:
‹›‹› Ê

U,(.t)= j „T (z)e¬"d1= jsinwz-@¬"dz (26.28)
O O

Dalsze obliczenia pozostawiam Czytelnikowi.
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a stąd wyznaczamy graniczne wartości początkowe pochodnych

, _ , 1 _ 2 _ „ . l _ 8 _f (0 )=11m(š@ '+56 4')=1, f (0+)=1111)1+(-Š-e '-ge 4')=-3.
1-›0* 1-›

I

Zadania do samodzielnego rozwiązania

1. Korzystając z twierdzenia o liniowości oraz z zależności (2.1.12), (2.l.21)
i odpowiednich tożsamości trygonometrycznych lub wzorów Eulera, wyzna-
czyć transformaty oryginałów:

a) f(t)=%(@“' -1) 6) f(1)=2-4811121
M- 2, "_e-4r_e-6t

c - -e cos t --i) (t) 1 + 3: d ( ,I 2

6) f(z)= zi -Sin 2z f) f(1)= (z-2)* 1(z)
g) f(t)=cosht-cost h) f(t)=sinht+sint

. ř ) 1 . . . ř W1) f(t): š[s1nh at + sin at] j) f(t) = %[cosh at - cos at]

k) f(t) = š[cosh 3t + cos 3t] l) f(t) = %[sinh 4t - sin 4t]

m) f(t): cosz at n) f(t)= srnz at

o) f(t) = cos 3t - cos 2t p) f(t) = sin 6t -sin 4t

q) f(t) = sin 2t - sin 3t r) f(t): 4sin Stcost

s) f(t): cosh at - cosh bt t) f(t): sinh 3t - sinh 2t

. 3 _ 1u)f(t)=2s1nšt's1n5t v) f(t)=cos3t

w) f(t)=s1n4t z) f(t)=cos°t

2. Korzystając z twierdzeń o różniczkowaniu i całkowaniu oryginału oraz
transformaty wyznaczyć obrazy następujących oryginałów:
a) f(t)=t-cosat b) f(t)=t-sinbt
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d3 t'W 2 -4! f)c) ƒ(t)=t e d) f(t,|=- cos-
dt3 2

e) f(t)=t2cos3t 1) f(t)=t2-sin5t
g) f(z)=z~s1n112z 11) f'[z]›=z-sint-sinht
_ lr~›_3. _ ‹f\›_2.h1) f(t,-t sinat J) f(t,-t sin (ot

e`“' sintk) f(t): t cosh at cos at I) f(t) =Ű

- 2
m) f(t)=tsinhatsinat n) f(t)=S1I]t±

0) ƒ(t)=sin7t;sin3t P) f(t)=cos3t;sin4t

. t
Smzš sincot

<1) f(f)=T- F) 8(f)=_t-_

6 g<z>=“% 6 mi
ur_ br

-at ' 2 __W) g(,)=@__§}1Ł2 ,o g(,)=í<Ĺt°<>_S_¿_1_f_

N \./ 09 Ł? Ł/

©'~ż~,"'°©1±±"-\

W'
11°:r

yj g(,)=<f“lå _ ___,„
I 'L'

' h -1 -1ao g(1)=jP2STiat 11,) g(1)= Ÿat
0

I I

cj) g(t)=_|-'tsinrdt dj) g(t)=j't2e“” dt'
o o

Uwaga. Funkcję określoną w przykładzie z) nazywamy sinusem całkovvym
i oznaczamy zwykle symbolem Si(t).

3. Korzystając z twierdzenia o podobieństwie i z wcześniejszych rezultatów,
wyznaczyć transformaty oryginałów:
a) g(t): cos at b) g(t): cosh at c) g(t): sinh at
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3 _ 5
d) g(t)=cos-žt e) g(t)=s1nhšt f) 8(t)=coshŜ

g) g(t)=sinå- h) g(t)=cos6t i) g(t)=sinšt

Wyznaczyć L-transformaty oryginałów na podstawie twierdzeń o przesunię-
ciu rzeczywistym lub o przesunięciu zespolonym (co > 0, to > 0, a > 0):

a)

0)

6)
8)
i)

k)

m)
0)
C1)
S)
U)

W)

Y)
21|)

Korzystając z odpowiednich twierdzeń obliczyć (różnymi sposobami) trans-
formaty oryginałów ((1)> 0, to > 0, a > 0):

f(t)=1(t)+1(t -1)- 2-1(t- 2

111:] __4_. _4f(t) (I 3)s1n(t 3

f'Ĺf)=(f-3)` -1(f-3)
f(t): cos(4t -5)

f(t) = (41 - ß)2
Í) ._ .f(t)= e 2's1nt

r;\r;\/;ftr;-`\\_/Ś/\-/Ł/_

f = e2(1+6)

f = e4' sint

f = e`4' sin 3t -cos 2t

= e`("“) cos(t - a)

f = cosht-sin 2t-sin 3t

f(t): e`3' cos(2t -āşj

f(t)=t2-I(t)-(r-1)2~1(i-1)
f(t)=1(t)+ I(t -3)+ I(t - 6)+

b)

<1)

Í)
h)

J)

1)

11)

P)
f)

I)

V)

X)

2)
bt

fl

fl

fl

fl

fi

fl

ft

fl

f‹

f‹

fl

ft

fi

(1
xtl

(\

\t›

r)
xtß

1)
J)

Ĺt)= 1(t -4) (I - 4)2
Iz): sin (wi - to)

Ĺt)= sin(2t-tr)

It) = sinh(3t - 2)

Ĺf)= (2f -1)'
r ) TCjt)= cos t + -

4

it) = sinh a(t + b)

1= e"4' cos3t

1= e3' cos 3t-cos 4t

›= e"("“)sin(t-a)

I=cosh3t-sin2t

:t:|:e-3: _I2

Ĺt)=1(t)-1(t-1)+1(t-2)-

) f(t)= sinh t ~ cos2 3t

a) f(t)=t4e"' b) f(t)=e2'-13 c) f(t)=t-1(t-5)

d) f(z)=t2-I(t-3) e) ƒ(t)=e3'sin2t Ü f(t)=t2coshœt

g) f(1)=t2s1nht1›1 11) f(t)=@-2'66s(3t-zz) 1) f(1)=s11111(t1›t-6
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1) f‹Ĺf1'=°‹›sh(‹‹›f-6) 1<) f(f)=(af-1›)" 1) f(f)=(2f-Si
m) f(t)=t-I(t-%)sin(t-Š) n) f(t)=t3-I(t-2)

0) f‹í›±}›=1(f-2)-e' 11) f(t)=f2-[1(»-2)-1('-4)]
Í

r) f(t)=te'cost s) g(t)=jcos22rd't
o

Przedstawić graficznie funkcje i wyznaczyć ich transformaty:
0 dla t<0

)f(1) 1 dla lt_5lŚ3 6)f(t) z+1 61 ()<t<1a = , = - a _ _ ,0 dla |z-5|>3
O dla t>1

c) f(t):t-1(t)-(t-1)-1(t-1)--1(r-1),

<1) f(t)=1-6"' - 1(t- 2)+ e2-'1(z- 2),

'cost dla te(0,1t) Cosa” dla te6) f(f)=‹0 dl „<0 ny 1) f(f)= ,Ľ
a * 0 dl ze <0,-)

(0
~ El

'1Et dm 05t5a
dh t<0vi>lg)f(z)=‹-l1+a dla a<t52a. 11)f(z)= O

2 1-e' dla Ośtśl
0 dla |z-a|>a

\

r\›-“No

dla ta(0,1) '0 dla 1<0
1) f(t)= dla 05z<1, j) f(t)=‹z dla ze(o,2),

_ dja j=1 O dla r>2

f

O dla t<lvt>2 Sinwt tE<0°ł>co
‹ 71‹) f(f)=( 2 .1)f(f)=-t +3t+2 dla 15:52 O l.¿<0,1>

(1)
x
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m) ƒ(t)=t-I(t)-I(t-1)-(t-2)1(r-2)-I(t-2),

11) f(1)=å1.1(1)_å()‹_„)1(1_..)+å()_z..)1(1_z„), „>t),

0) f<z)=‹›‹›s1[1‹t)-1(t-gjj. 1) f<z)=11<z)-f(t-8)]-12
Narysować wykresy podanych funkcji oraz znaleźć ich transformaty Lapla-
ce'a:

a) fj(t)=1(t-2) cos(t-2) f2(t)=1(t-2) cost

f.<1)=1<t)@‹›S<f-2) f.<f)={f,°“ ji: ĹÊĘĘÊŠ
b) g,(t)=1(t-3å)sin(t-3%) g2(t)=1(t-Š1c)sint

g3(t)=[1(t)- ( -Šflsinm g4(i)=1(t) sin(1-Š)

tz) h,(z)=@-1'-zł (t-2) 11,(t)=1(z)@"('"2>
_ _, _ e" dla te(1,3)

h3(t)_e mą) h“*(t)_lo dla 1e(1,3)
Korzystając z funkcji skoku jednostkowego i jej przesunięć rzeczywistych
(lub z funkcji wydzielającej 2.6.13) opisać funkcje z zadania ła, b, c, g, h,

rozdziału 1, a następnie wyznaczyć ich transformaty w oparciu o własności
przekształcenia Laplace'a.

V`1 H

M1

Wykazać, że podane oryginały są okresowe, naszkicować ich wykresy
i znaleźć transformaty (a)> 0, A > O, T> O, a > O):

sinat dla 2nÃ5z5(2„+1)Í'- („=0,1,...)
a) f = (D it w it ”0 dla (2„+1)-<t<(2„+2)-

C0 CO

/1? gz

dla 2„T 5t< (211 +1)r
b) f(t): dla (2„+1)T51<(2„+2)T („=o,1,...)'

'-1:›'5'“§6)f(t)=-1-A11 dla „T5t<(11+1)T („=0,1,...),
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A dn 2„šT5t<@„+når („=oL )
1 1 'd) f(f)=

0 dn Q„+U5T5z<@„+@5T

1 . .
e) ƒ(t)=-ž(s1nt+|s1nt|),

' 1 1A dn 2„~r51<Q„+U-T (nzot )
f) f(f)=‹ 2 1 2 1 .

-A ma Q„+nšr5z<Q„+fi5r
\

v'

0 dn 2„lT5z<@„+UlT („=oL )
g)f0ř~ 2 1 2 1 .

A ma Q„+U5T5t<@„+nšT

19 ma ÊÍ5z<ÊíiÊÊ („=oL )
(D 0)

sinwt dla (2n+])nśt< (2n+2)n
C0 C0

h) f(f)=

ät-2An dla nTśt<[n+%)T (n=O,1,...)
1) f(f)= ,A 1

-ř++2A@+1)dn („+5)T5t<6+UT

j)_Mfi=Ah-fW”“] dn „T5t<6+0T („=oL y

Asgn sinät dla t>Ok)f(ß= T ,
0 dlatś0

1) f(t)=arccos (cost) m) f(t)=arctg (tgt).

l0.Znaleźć transformaty Laplace'a funkcji okresowej f(t) o okresie T (lub: 21:,
21, 2a), określonej w przedziale (0, T) następująco:

T
I dm 0Ś'5§ ÊĹ dn o51<n,A>oa)f.(f)= T b)f1(f)= 21
T-t dla E<t5T O dla t<0 lub t22l
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'at dla Ośt<1: ÍĹÍÊĹ dla ()<¿<T¿
6) f,(z)=‹1)z dla 1t<z<21t <1) f,(1)= 7”

21-31:
a>O,b>O Å- dla 1:<t<21:

TC\

r

:it dla 0<t<ş
T” 0 tira o5z<a21: 41:

6) fT(t)=< a dla 3<t<3 D fT(t)= Ĺ-1 dla aśtS2a
41: aEt:) dla _<t<21:

j 21: 3
f(t)E0 dla t<0,ƒ(t)=ƒ(t+T) dla t20,T>0.

11.0kreślić postać zapisu trapezowego impulsu napięcia u(t), rosnącego linio-

wo z prędkością v = ř 1 występującego w czasie od t= t, do t = tz gdzie

T = tz - t, oraz znaleźćjego transformatę, 'M«ČĆ)= V. : å Ć'

12.Dla danych transformat: a) F(s)=$% , b) F(s)=%T¿ za
s' ~s +s s` +s -2s

pomocą twierdzenia o granicy oryginału w zerze obliczyć wartości począt-
kowe f(0+ ), f'(0+) oraz f'(O+) przy założeniu, że f(t), f'(t) i f"(t) są
oryginałami. Wynik sprawdzić znajdując oryginał f (t), a następnie obli-
czając jego pochodne.

l3.W oparciu o znane wzory i własności przekształcenia Laplace'a wyznaczyć
transformaty odwrotne f(t)= L" [F dla zadanych transformat:

2 6 3 4 3
3.) F(S)=í+m F(S)=sT+S? C) F(S)=sTÊ

21 3 1-5 1“+2.‹2-31<1) F<“=m+;2__) °> Fiflñía D F<S)="".Ÿ
1 4 _ _ 3s+20

g) F(S)_ (s -5)2 h) F(s)- (2s + 3)2 1) F(s)- s2 - 16

2 S+l0 S+3' F zi 1< F zí 1 F =_-Å
J) (S) 82 +68 +9 ) (S) 82 -4s +40 ) (S) sz +68 +10
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s+5 - 4 -9 -

5 1 4m) F(.‹)=íi+)Tí n) F(s)=-S2: 0) F(s)=Ê
1 3p› F(S›=f f› F‹s›=± s› f‹¬<.‹›=-ä-s s-3 s

2s+51 -1” "(~*)=fi*f ` “> "(”=;2_+¶
Odpowiedzi:

1 2(s-2)2 1 1 S 11 __, b , _-__ _-, <1 2,
)a)S(S-4) )sÍs2+4Í c)s s-2+s2+9 )s2+1Os+24

6 2 6-12s+12s2 -8s3 2s 2s2 asz
C) _ a f) 9 ) 8 :í› 29

S4 s2+4 s4 g s4-1 s4-1 s4-a4
2a2J.) azs k) s3 1) 64 m) s2+2a2 n)

S4-414, s4-81, sL'-256, sÍs2+4a2j, sÍs2+4a2j,
20) s(s +13) , P) 48s , q) 12s

Í.‹2+25ÍÍs2+1i Ís2+4ÍÍs2+1ooi Ís2+1ÍÍs2+25)'
r) 20 (sz +24) s (sz -az -bz) ) 12s

Ís2 +16Hs2+36j, S) L2-(a-b)2Hs2-(a+b)2],t Ísz -1Hs2-25V

s4+5s2+4 s4+l0s2+9 8 s2+l6 s2+4 s

3U) 3s ,v) s +7s ,W)1[ s _ 4s +3),

1 s 6s 15s 10+ + +
Z)32(s2+36 s2+16 s2+4 su

2- 2 s 1 2s3-54ss a 2b 2

2” (S2+„2)2'*” (S=+b2)2*°) <s+4›“ (”1@f+4"” (s2+9)ß*
Ü 1o(3s2 -235), g) 48 h) 684 -82 ,D 24‹z„‹(S2 -if),

(S2 +25) (S2 - Ą

*`“«ś
(s4+4) (s2+a2)

J.) 2a)(3s2+a)2), k) s2 (S -12a24), 1) arctg 1 ,m) 2a2 (354 -4:14),

(sz-c02)3 (s4-›4a4) s+a (s4+4a4)

1 S2 1 S2+100 1 7 1 1 s2+1n) -ln-2--, 0) -ln-5--, p) šĹarctg;+arctgš-J, q) zln-ST,
4s-4 4s+16
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r) E-arctgi, s)l1ns-ĹC2, t) In--E--, u) lngí, v) lní-lb,
2 (1) 2 s-co 2 2 2 s-axls +4 xls +60

1 (s+a)2+4b2 1 s2+a2 b 1 TC s
w) In 7 , X) ln 2 2 , y) arctg-_, Z) - --arctg- ,

4 (_ç+a)' 2 s +b s+a s 2 a)

2 2a,)Ĺ1n-si, b,)l1n-“Í-, c,)-i2,‹1,)ią.
S x/s2-(02 5 S`3 (s2+1) S(S“'a)`

4s 15
3- -S:-, b -L-, a , (1) . )í,

a) s2+a2 )s2-a2 C) sz-az 4s2 +9 6 9s2 -25
4s 4 s 14

f) 2» ) 2 9 '452-1 g 16_‹2+1 .‹2+36 l4.‹2+49
4 10,1 2 1 ---‹ œ --~4. a)-(1+@--2e2-), b)_3@4,z)2:-e ß,d)-7-_e"›,

s s s +1 s +0)

6 _3_„. 2 -fx S 3 _E1 . 3262?
_ 16-24 -§›~ 1 Q S-1 6” S-3 1,„_a
2 › › 2 m) › n) › Q

J s5 e s2+4s+5 2 s2+1 S-2 (s-3)2-4 Ąąąœ

o):1____ ) 8+4 )1 5 + 1
S2-8.‹+17'p .‹2~+8.‹+25' q 2 (s+4)2+25 (s+4)2+1 `

II) ¿s2_6s+34)(s-3) S) 5+1 O 1
1(s-3)2+491-_[(8-3)2+1], s2+2s+2 , (s-b)2+1 ,
1__ s-1 _ s-1 s+1 _ s+1

+ 9

u) 4 _(s-1)2+1 (s-1)2+25 (s+1)2+l (s+1)2+251
1 _ 2S S"3 S+3 S+3 _0`375(¿-+3)-,Ľ

C _ _ 9 ) . 9V)4 _S2-9 (S-3)2+4 (s+3)2+41 W s2+6s+13 e
›‹›i,y›¿(1-@¬'),z› 1 ,aa 1 ,(s+ßř S3
b)1 2 + s-1 _ s+1

I 4 S2-1 (S-1)2+36 (s+1)2+36 '
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5_ a) 24 5 ,b) 6 4, c)1+25se-5„¿ d)Ľ_%_+Ĺ2+2
(s+1) (s-2) s s` s S

2 2s(S2 +3w2) 2w(3s2 +œ2)
C) (s-3)(s2-6s+13),f) (s2_œ2f ,g) (s2_œ2)1 ,

5 5 1 b
5+2 --E(.1'+2) _ Q) --.\' _ S --s ,fan --s

h)_2'"”"'_'_@3 ›1)-5-'7@(°›J)-7_'*{@w›k)¶@“„
s +4s+13 s -0) s -co s

5
48 -_ 2 -Es 12 „_

1) -íe 2s, m) %+E% e 2 , n) (E4-+-T+%+§ e`"",
s (S2+1) 28 +1 s s' s S

2-21*-1) 2 4 4 _2, 2 8 16 _4),. S2-26‹>) Ź-, p) -3+-2+- e - -3+-7+- , r) --_--2-,
s-1 s s s s s S (s2_2s+2)

s2+8
S) s21s2+161.

6. a) -1-(e`2"` -e`8"`), b) -1?(e"“ +s-1), c) L2-¿2e"" -le”,
S s s s s

d)l+e_-2:-, e)%(1+e"“), Í)-5%(1+e_ž`v], _ 
s +s s +1 s +61) ;L/32»

1 ' _ -S -.\'+1__

g) :2(- 4ase`2'” +2ase`“'” -e`2“" +1), h) 1-e-+6:--1,
2s s s-1

.2 2+2+2_„_ 1 1_„.2_„.1)Í_§%__e.,J)T_Te2.__e2.,
s' s' s s S

2 1_«, 2 1_1_s w -å-›~
'“”21?+?Š'1?'?')Ê *“?T„fi[1"” L

~ws(/1 e )
21m) Ĺslz-:ç17e"" -Ŝe” J-(l+e""), n) -¿L:_2(1-2e`““' +e`2“") : __LT__.

O) .__L+i1__e_š." 2-. -33

s2+l s2+1 , s3 s3 sz s '

-2\

7. a) -%e`2^", Ê--(s-cos2-sin 2), -;(8-cos2+sin2),
s +1 s +1 s +1
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TE
--1

6 2

1 1 -łru' 5 -im' 1-
2i(s-(s~cos2-sin2)e`2"'1;b) -„--e 2 ,-íe 2 ,

s +1 "s +1 sz +1 s2 +4

l/Ź 1`s . C) [zy ez e_2(s+]) 1 [6-(1-+1) _e-3(.1-+1)).
2 S2 +1 s+1 1

9.a œ

s+1 s+1 s+
rc--1'1+ e w' A 1_ e-fx' __ -.\"/' _ -XTA 1 sTe e

) S2 +œ2 _2_1z.`_ ' bł S `1_e-2'/tv' C) T 2 ' -+7' 's 1-e'
1-e ”

1__ -0.5T.\' 1 1 -Tu' A l__ -0,5'IÍ\'d) A e +e 3 Í.) ( 6 )2 9

g) ¿_4_e_0_5_„.T (1 e ) h) _ w _e w` +e ‹»` Í) 2¿_(l-e`°'5›T")2
S 1_e-.\`T , S2 +602 _Ę , TS2 1 e-/`\' ,

1 1 Tts_-_-,1 -1 h-
- a+s -šx )s2 g 2

m)_2-í-
S

J.) _H_F(1_e_z1„)__¿4__(1_ez'<„+.~›)(, k)¿_1-(5.
1 e s S I

1 1:

S l_e-.\‹T ' e) 2 ` _ -2+6' ° -s +1 1 e s 1-e 7:”
2rr _ 1: V

_ -0.5.17" 2 `_^ `¬

1-e '”
T

+6

2s sinh Ê
2

T
1'1 1-67 1 ST A

+
. __`_-21.1'

2ls+l 21 110. - = -t h , b
a) 52 21 52 g 4 ) ŻĹ1 S7 S 1 6 :I

\_/ /ř

e
(1 - em" a + be"“ )- T|:se"“ (a + 2be"°" -c) 2 b) d 1 2tgh'rCs

S (1_e-z„„~) › 2;"-"z'¬ C)TCS

2 4

3a 1-e 3m 1-e 3m
í 7 I J f) 1 e-as _ e-as ) _ e-20.1

21cs2 (1 - e`2”`") , 1- e`2”"A asz s o

(sz, +1)ê""' - (812 +1)é""2

12 +

11 2
S

.+1) f(0 )=0, f'(0+)=2, f”(0*)=3, b) f(0*)=1, f'(0+)=1, f”(0*)=
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3-5' 3 1 . .13. a) 2r+še 4 , b) 512 +814, c) %s1n«/Šr, d) 2cos2r+s1nh3r,

6)-Š-cosår-%sinŜ1,1)1+r2 -šfi, g) re”, h) ze
3--1
2

9

i) 3cosh 4t+5sinh 41, j) 2te`3', k) ez' cos6t+2e2' sin 61, 1) e`3' cost,
1 3 3

)e`5' cosht, n) -sinh-t, 0) 2cosh_t, p) A-I(t-3),m 6 2 1/5
1

u) 2e" cosh t + Še" sinht

r) 831%)-I(t-Š), s) (1-Š)-I(t-Š), 1)1(r-1)-sin(1-1),



3.
Splot funkcji

Pojęcie splotu dwóch funkcji jest szeroko znane i stosowane w praktyce.
Splot jest ważnym pojęciem fizycznym i punktem wyjścia do wielu rozważań
teoretycznych. W różnych dziedzinach nauki można spotkać również następują-
ce nazwy określające splot: całka superpozycji, całka Duhamela, średnia ważo-
na (bieżąca), funkcja korelacji wzajemnej, wygładzanie czy też rozmywanie [2].

3.1. Określenie i podstawowe własności splotu

Niech funkcje f|(t) i f2(t) zmiennej rzeczywistej t będą funkcjami całkowal-
nymi w przedziale (0,+°<›)

Definicja 3.1.1. Splotem funkcji f1(t) i f2(t) w przedziale (0,+‹>°) lub splotem
jednostronnym nazywamy funkcję h(t) określoną dla t 2 0 następują całką

h(„)=jf1(+)f2(+-f)d+ 6.1.1)

W myśl definicji, splot jest operacją, która parze funkcji z pewnego zbioru
funkcji przyporządkowuje funkcję z tego zbioru. Operację tworzenia splotu
nazywamy mnożeniem splotowym lub splataniem funkcji fi(t) i f2(t) i oznacza-
my symbolemf1(t) * f2(t) lub (f1* f2)(t).

Mamy więc
I

f. (f)*f2 (f);fIf, (f)f2 (1-f)df <2›.1.1'>
W szczególności, splotem oryginałów f1(t) i f2(t) nazywamy funkcję

h(t) =f1(t) *f2(t) określoną dla teR następująco
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ÊÓ'ż›`¬

fxW): (1')f2(t -1')dr dla 120 (3'].1„)

dla t<0

Uwaga 3.1.1. Zwróćmy uwagę, że we wzorze (3.l.l) zmienna t występuje
jako górna granica całkowania oraz w funkcji podcałkowej. To powoduje, że
funkcja splotu (3.l.l) na ogół nie ma takich własności jak każda całka zależna
tylko od górnej granicy całkowania. W szczególności splot nie musi być ciągły
dla każdego t 2 O.

Prawdziwejest następujące twierdzenie [13]:

Twierdzenie 3.1.1. Jeżeli chociaż jedna z funkcji f|(t) lub f2(t) jest ograniczona
w każdym przedziale (O, T), gdzie T > O, to splot f1(t) *f2(t) = h(t) istnieje i_jest
ciągły dla każdego t 2 0, oraz dąży do zera, dla t -› 0+, tj.

11m f,(1)f.,(z- r)d'z =0 (3.12)
O1-›0* "

Uwaga 3.1.2. Istnieją różne interpretacje całki splotu. Stosując interpretację
geometryczną zauważamy, że funkcje f (I) i f (t-T) mają w przedziale (0, t) wy-
kresy symetryczne względem prostej l prostopadłej do osi OT i przechodzącej
przez środek przedziału (O, t), rys. 3.1.

S‹

Å
.V

- rl`× f(t )\ f( 1)
Í
Í

__V

Z
/I
/I '¦ÍI ±±±_+±±±±±±_

I I I I If(T|)=f(Í_T|) '''' 'Š

/ I I I _,_ *Ł

jQ-_Ś
~¬--|- ‹~1

Y
0 t-Il

[\)"

Rys. 3.1. Ilustracje wykresów funkcjif(7.') if(t - 1") w przedziale (0, t).
Wykresy są symetryczne względem prostej l
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Z definicji 3.1.1 wynikają następujące własności mnożenia splotowego:
1° Splatanie funkcji jest przemienne, tzn.

f. (f)* fz(1)= f2(1)* f. (1) (313)
2° Splatanie funkcji jest łączne, tzn.

(f1(1)* fz (1))* f.« (1) = f1(1)* (f2(f)* f. (1)) (3.14)
3° Splatanie funkcji jest rozdzielne względem dodawania, tzn.

f1(1)* (f2(1)+ f. (1)) = f. (1)* fz (f)+ f1(f)* f. (1) (3.15)
4° Jeżeli funkcjefl if; są ciągłe W przedziale (O,+'×›), to splot f, (t)* fg (I) jest

funkcją ciągłą w tym przedziale.
5° Jeżeli f|(t) * f2(t) =0 w przedziale (0,+‹×›), to f|(t) = O lub f2(t) = O prawie

wszędzie w przedziale (O,+°°).
6° Jeżeli funkcje f, i fg są oryginałami, to splotf|(t) * ƒ2(t) = h(t) jest oryginałem.
7° Mnożenie splotowe dowolnego oryginału f (t) przez funkcję jednostkową

1(t)jest równoważone z całkowaniem funkcji f (I) w przedziale (0, t), tzn.

f<f)»«1<z)=1‹f)*f1z)=1f‹f)‹1f 6.1.6
Uwaga 3.1.3. W dziedzinie funkcji nie istnieje moduł mnożenia splotowego,

tj. nie istnieje taka funkcja g(t), dla której g(t) * f(t) =ƒ(t) * g(t) =f(t) dla każde-
go t20 (tzn. nie istnieje funkcja spełniająca rolę jedynki w zwykłym mnożeniu).
W rozdziale 6 Wykażemy, że elementem neutralnym (lub modułem) mnożenia
splotowego jest tzw. 5-funkcja (delta Diraca), którą oznaczamy symbolem 5 (t),
tzn.

f(t)* ö(1)= ö(f)* f(f)= f(t) (317)
dla każdego oryginału f(t) [13, 23].

Przykład 3.1. Korzystając z definicji 3.1.1 oraz z własności splotu wyznaczyć
splot f,(t) * f2(t) = h(t) dla następujących oryginałów:

3) f1(Í)=Í› f2(f)=SinÍ› bl f1(t)=Í› f2(ł)=t+e_3,›

6) f,(z)=m@¬", ƒ,(z)=„@“"', a>0, b>0, m>o, „>o.

R o z w i ą z a n i e . a) Zgodnie z definicją splotu ze wzoru (3.1.1), a następnie
całkując przez części otrzymamy
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I

t * sint =jT sin(t -1.')dT = [1cos(t -^t)+ sin(t -r)]:f) =t - sint
o

Zatem

_ t-sint dla tłOh(z)=z›1‹smz= (3.18)
0 dla t<0

b) Korzystając z własności rozdzielności mnożenia splotowego względem
dodawania (3.1.5) oraz z własności przemienności (3.l.3), a następnie ze wzoru
(3.1.1) vvyznaczymy funkcję h(t), która jest splotem funkcji f,(t)=t
i f2(r)=t+e'3'.
Zgodnie z powyższym mamy

f,(r)*ƒ2(r)=r*(r+e`3')=r*r+r*e'3' =z*r+e"3' *1=
Í I Í I I Í

='Ír(r-r)dr+je`3'(r-r)dr=rjrdr-'Ír2dr+zje`3'dr-jre`3”dr=
0 O 0 0 O 0

_ 1 1 1
ju-1

L»= r +-1+-e`3'--.
3 9 9

Ostatecznie mamy

h(r)=-I-13+-1-r+le'3'-4,120.
6 3 9 9

c) Zgodnie z określeniem splotu ze wzoru (3.1.1) oraz z własności funkcji
wykładniczej mamy

Š

"'3 __Cały.

fß
Ê

Qvźf.

Nh(t) = me_“' * ne`h' = ""e`b('”T)dT = mne_ `(“-hltdt' =

-br = -bz
= mn-_-ee`(“`b)f = mn-_e le`(”`b)' -1j= L” lew' - e`b'j.

b - a t=0 b - a b - a

Zatem

/1(z)=fl[@'“'-@"”], zz 0 (1)
b - a

Otrzymany splot h(t) funkcji c) jest różnicą dwóch funkcji vvykładniczych
o różnych amplitudach "vvygaszonych" dla ujemnych t (rys. 3.2). Z funkcją tego
typu spotykamy się dość często. Stałe a i b są to tzw. stałe tłumienia. Na przy-
kład funkcja ta może opisywać stężenie izotopu radioaktywnego, który rozpada
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się ze stałą a i równocześnie powstaje z izotopu macierzystego rozpadającego
się ze stałą b. Gdy t -› ‹×› wtedy jeden z członów zaniknie i pozostanie pojedyn-
cza funkcja wykładnicza, która znika wolniej. [2]

Z własności przemienności splotu możemy wnioskować, że wynik ( 1) bę-
dzie taki sam, gdy a i b zamienimy miejscami.

A
a) m

ł'l

-=O Í › - t ›
fl(t)=me'”' -I(t) f2(t)=ne"" -I(t)

A
bl m f,(z)=m@-'H C)

H _ - _ ____ _ _ . f,<)-z>=„@-b‹'-f›

© 'Mr- H
P -" P

h‹f)=f1<f)*f2‹f) '
Rys. 3.2. Wykresy: a) funkcji f1(t)=me`“', ƒ2(t)=ne`b', b) funkcji występujących pod zna-

kiem całki splotowej, c) splotu tych funkcji

Rozważmy, jako szczególny przypadek splot e`“' * e`“'. Możemy skorzystać
z wyniku (1) i przejść do granicy, gdy b -› a. Otrzymamy wtedy

e-ar _e-br d
@*"' ››‹ er” = lim--Ź =--(@¬" )=z@¬" (2)

b-H' b - a da

Ten sam wynik (2) uzyskamy, jeśli obliczymy ten splot bezpośrednio z defi-
nicji 3.1.1, tj.

t 1
h(t)=e-ur * e-ar :Je-are-a(r-r)d„¿. :e-aiƒdl. :te-ar'

0 0

W interpretacji fizycznej funkcja (splot) h(t)= e`”' * e`“' opisuje odpowiedź
układu rezonansowego tłumionego krytycznie na przyłożone wymuszenie im-
pulsowe [2].

I



132 Splot funkcji

Przykład 3.2. Wyznaczyć splot następujących trzech funkcji:

I(t)* I(t)* tz

R o z w i ą z a n i e . Zauważmy, że definicja splotu określona jest dla dwóch
funkcji. Jednakże wyznaczenie splotu trzech funkcji nie przedstawia żadnego
problemu, gdyż korzystając z własności łączności splotu (wzór 3.1.4), iloczyn
ten można zapisać w postaci

1(f)*1(f)*12 =(1(1)*1(f))*f2 (1)
lub

1<z)›'‹1‹f)›'‹z2 = 1<z)*(1‹f)›'‹f) ‹z›
1. Korzystamy z równości (1) 1(;)›1‹ 1(;)›1‹;2 = (1(;)›1‹ 1(;))* 12 =

2. Stosujemy definicję 3.1.1 do splotu _ ' 2 _ 2 _
w nawiasie i całkujemy _ .ídí * I _ t * I _

Í

3. Stosujemy definicję splotu 3.1 .l =_1 (I - T)2dT =
o

'~`I

4 Podnosim do kwadratu i roz isu- r ' I` . y p =t2jrd2' -2t_|_'t2d't+J.t3dt=jemy na sumę całek
0 O O

5. Całkujemywgranicach =1t4_2t4+1t4= 1 t4
‹›‹1r=0d0'r=1 2 3 4 12 `

Zatem szukany splot h(t) wyraża się wzorem

1 4h t =-t , 120 3( ) 12 < )
U w a g a 1. Korzystając z własności przemienności (3.1.3) splot t*t2 uzy-
skany w etapie 2 rozwiązania można wyznaczyć następującą prostszą całką

O Qßźv.

I 1' I

t *x2 =_[t2(t-r)dr= (121-1'3)dt =rjt2dt-ƒ1'3dt=łt4 -if* =Ĺt4
O O 3 4 12

dla t 2 0, co jest zgodne z wynikiem (3).
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U w a g a 2. Zadanie to można rozwiązać innym sposobem, jeśli skorzystamy
z przedstawienia szukanego splotu h(t)= I(t)* I(t)* tz wzorem (2).

1. Niech h‹z›=1<z››«(1<f>›«fi)=
2. Ze wzoru (3.l.6) zastosowanego do = 1(t)*j`,¿_2dT =

splotu w nawiasie mamy O

3. Całkujemy po zmiennej rw grani- =1(t)* _1_t3 =
cachodT=0do”L'=t 3

4. Korzystamy z jednorodności oraz 1 2 1 ' 2
def. splotu 3.1.1 lub ponownie ze = "1(f)* f =_j7~" df3 3wzoru (3.1.6) 0

5. Całkujemy i otrzymujemy h(t)= Êfi , zł 0_

Otrzymaliśmy ten sam wynik (porównaj wzór (3 )).
I

ş_. ş._.
Przykład 3.3. Wyznaczyć splot -- * _ .

R 0 z W i ą z a n i e . Funkcję f(t)= -`;= rozważaliśmy w rozdziale 2. (por.
I

przykład 2.8). Jest to funkcja nieokreślona dla t = O, (bo lim -J: = +‹×› ), ale jest
r-›0* I

funkcją całkowalną w każdym przedziale (0, T), gdzie T>0, (bo istnieje
T T1 1_dz = lim -dz = 2\/T ).
'Ä ¬/_Ę 8-›0" Ä \/3;-

Zgodnie z definicją splotu ze wzoru (3.1.1) dla t > 0 mamy

ş,._-
*

$`._- 0'_¬¬.. Fl
N

 `-Ą

Q.. Fi
' 1 1= - dr = (3.1.9)
'lx/ş ~/I - T r -

Zauważmy, że całka splotowajest całką niewłaściwą, ponieważ punkty 1= O

oraz I: t są punktami osobliwymi funkcji podcałkowej ‹p(1')= ;-2-
\Íl`T-T .
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Najpierw znajdujemy całkę nieoznaczoną funkcji (p (1), sprowadzając vvyra-
żenie podpierwiastkowe w mianowniku do postaci kanonicznej i po przekształ-
ceniach otrzymujemy

1 1

I=J`=ł--dt=).---í-1dr: I Żt 2m =
WT-T2 ,/W-(1-år)2 dzzlzdu

2

=j-_--12 du =arcsinu=arcsin-ut =d>(1').
I«/Ê

Stałą całkowania pominęliśmy.

Ponieważ funkcja pierwotna <I>('r) zachowuje ciągłość na calym przedziale
(O, t), to w szczególności prawdziwy jest wzór [10]

1 :-82
_[‹p(r)dr = lim+ _[‹p(r)a"L' = <I>(t)- <I>(0).
O 8|-›0+ El

82-›0

Uwzględniając powyższe wyniki w (3. l .9) otrzymamy
T I. 21'-r = _ .--:dr = arcsmi = arc sm 1 - arcs1n(-1): it.

_ IQzł,-.

il

N
IT T 1'=0

Zatem dla t > O rozważany splot jest funkcją stałąi wynosi

i >|‹ Z

ß~ß” e~ş”

= rc (3. 1 . 10)

oraz

l1n1[--*_¶=1c=±0.
z-›o

I

Uwaga 3.1.4. Jak pokazuje powyższy przykład, splot funkcji nie musi dążyć
do zera, dla I-› 0+ (jest to źródło popularnych błędów). Porównaj twierdzenie
3.1.1 oraz uwaga 3.1.1.
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3.2. Transformata splotu

Podamy teraz, przydatne w teorii oraz w zastosowaniach, twierdzenie doty-
czące wyznaczania transformaty Laplace'a splotu zwane twierdzeniem Borela.

Twierdzenie 3.2.1 (twierdzenie Borela o splocie). Jeżeli f,(t) i f2(t) są orygina-
łami i L[f1(t)]= F1 LĹf2 (t)]= F2 to istnieje transformata ich splotu, przy
czym

Ĺlf1(t)*f2(t)]=Ĺ'|::[fr(7)f2(t_7)d7"J=Fl(s)' F2(S) (3-2-1)

(Dowód, patrz np. [3, 13, 19, 25]).

Wzór (3.2.1) odczytujemy: ,,transformata splotu dwóch oryginałów jest
równa iloczynowi ich transformat”. Oznacza to, że splot funkcji w dziedzinie
oryginału staje się po zastosowaniu L-przekształcenia działaniem mnożenia
w dziedzinie obrazu.

Wzór (3.2.1) zapisany w postaci F, F2 (s)=L[f, (t)* f2 odczytujemy:
„iloczyn obrazów funkcji f|(t) i f2(t) równa się obrazowi splotu tych funkcji”.

Uwaga 3.2.1. Twierdzenie 3.2.1 pozostaje prawdziwe, jeżeli o funkcjach
f,(t) i f2(t) założymy, że całki Laplace'a (l.2.l) tych funkcji są bezwzględnie
zbieżne W przedziale (O, +‹×›). W szczególności twierdzenie 3.2.1 pozostaje
prawdziwe, jeśli założymy istnienie splotu fi(t) * f2(t) dla każdego t > O.

Wniosek 3.2.1.
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 3.2.1, to prawdziwy jest wzór

L” [F. (s)- F2(s)l= f. (f)* f2(f) 8.2.2)
Wzór (3.2.2) oznacza, że odwrotne przekształcenie Laplace'a z iloczynu

dwóch transformat jest równe splotowi ich oryginałów.

Uwaga 3.2.2. a) Twierdzenie Borela w postaci (3.2.2) bywa z reguły stoso-
wane do wyznaczania transformat odwrotnych w przypadkach gdy transformatę
F(s) poszukiwanego oryginału f(t) = L`l[F(s)] można przedstawić w postaci
iloczynu dwóch (lub kilku) transformat F|(s) i F2(s) funkcji fi(t) i f2(t) znanych
lub łatwiejszych do wyznaczenia, których splot łatwo można obliczyć.
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Reasumując, mamy wtedy

f(f)= K' [F(s)l= L” [F. (s)- F2 (s)l= L” [F. (s)l* L* [F2 (s)l <3.2.2'›
b) Wzorem (3.2.2) zapisanym W postaci

f1(Í)*f2(t)=Ĺ_l|:Fr(5)`F2(5)] (3-2-2")

posługujemy się przy wyznaczaniu splotu dwóch funkcji ƒ|(t) i f2(t), co jest
w wielu przypadkach metodą prostszą niż wyznaczanie splotu z definicji 3.1.1
[8, 24].

Przykład 3.4. Zilustrować twierdzenie Borela dla splotu t* sint .

R o z w i ąz a n i e _ Przyjmujemy f1(t) = t, f2(t) = sin t. Zgodnie z tw. 3.2.1
Borela o splocie mamy sprawdzić, że transformata splotu f|(t) * f2(t) równa się
iloczynowi transformat tych funkcji, tzn. w naszym przypadku mamy wykazać,
że

L[t *sin t]=L[t]- L[sin t] (1)

Rozpatrujemy najpierw lewą stroną zależności (1).

1. Z przykładu 3.la i wzoru (3. 1 .8) mamy . .
t*Sint=t_Sint L[t*srnt]=L[t-s1nt]=

2. Korzystamy z liniowościL-prze- = L[l.]_ L[Sin t]=
kształcenia (wzór 2.1.1)

3. Korzystamy ze wzorów (1.3.6), (1.3.4) _ 1 1 _ 1
lub odczytujemy z tablic, przekształ- _ S2 _ S2 +1 _ s2(s2 +1) '
camy i otrzymujemy

Przechodzimy do obliczenia prawej strony zależności (l). Wyznaczamy
transformaty korzystając ze wzorów (l .3.6), (l .3.4) i obliczamy iloczyn

. 1 l lL -L = - = .
[Í] [Smt] 52 82+] s2(s2 +1)

Otrzymaliśmy, że lewa strona (1) równa się prawej stronie wzoru (l), co jest
zgodne z tezą twierdzenia Borela, tzn. zależność określona wzorem (3.2.1) jest
prawdziwa. I

Przykład 3.5. Korzystając z twierdzenia 3.2.1 obliczyć transformaty funkcji

Q)~‹ klin“Q Ł|._.*Q

a) h(t)=e“' *e'”, b) g(t)=j(t-'r)2 sin 2rdr, c) h(r)=-*-
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R o z w i ąz a n i e _ a) Mamy wyznaczyć L[e“' * eh' Zauważmy, że zgodnie
z własnością 6° funkcja h(t) jest oryginałem jako splot oryginałów
f,(t)=1(t)e“' i f2(t)=1(t)e'”, a więc jest funkcją L-transformowalną, tzn.
istnieje transformata funkcji h(t). Dla danych oryginałów znajdujemy ich trans-
formaty. Mamy

1=.‹.‹›=Lif.‹z›1=Ll«~'l=å. F.‹.‹›=Lv.<z›1=Ll‹z'1'l=¿ .
Na podstawie twierdzenia Borela, zgodnie ze wzorem (3.2.1) transformata

splotu równa się iloczynowi transformat tych funkcji. Zatem

L[h(t)]= L[e“' * eh' ]= Lie” Ljeb' j= -L -Ł
s-a s-b

Stąd, szukana transformata dana jest wzorem

H(s)= L[e“' * eh' ]= .

b) Zauważmy, że całka określająca funkcję g(t) jest całką typu splotowego tzn.
z definicji splotu (3.1.1) mamy

I

g(t)=j(t -'r)2 sin 2'rd'L' = tz * sin 2t _
0

Ponieważ funkcje g1(t) = tz, g2(t) = sin 2t są oryginałami, to ich splot g(t)
jest również oryginałem. Stosując do obu stron powyższej zależności prze-
kształcenie Laplace'a otrzymamy

L[g(t)]= LU (t - 'i')2 sin 21 MJ = L[t2 * sin 2rj.
-..

O

Następnie korzystając z tzw. twierdzenia Borela - wzór (3.2.1) oraz z faktu, że

L[t2]=-27 i L[sin 2t]=2¿ otrzymamy
s` s +4

. . 2 2
Ĺ[Í2 *S111 2Í]=Ĺ[Í2]'Ĺ[Sll1 .

s s +4

Ostatecznie mamy

G‹s›=LL.›<z›1=3å_¿¿ .
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. 1 l . .. 1 , _ .c) Funkcja h(t)=Í * Ü/I jest splotem funkcji f, (t)= f2 (t)= Í, ktora me jest

oryginałem (por. przykład 2.8). Ale zgodnie z uwagą 3.2.1, twierdzenie Borela
jest również prawdziwe przy założeniu, że istnieje splot f, (t)* f2 (t) dla t > O.

Korzystając z wyniku przykładu 3.3 wiemy, że splot L * -1- istnieje i jest
¬/? ~/Š

funkcją stałą, równą TC dla każdego t > O (zobacz wzór 3.1.10).

Zatem, transformatę splotu h(t) można wyznaczyć bezpośrednio, korzystając

ze wzoru (3.l.l0) oraz z faktu, że L[1(t)]= l. Mamy więc
s

_ _ 1:
15

rw ąí

ee
şfi iii

= L[1t]=1t - L[1(t)]=:.

Zatem transformata danego splotu c) wyraża się wzorem:

H(.~)=L[-J-í-*řj =ş (3.23)

U w a g a . Rozwiążemy teraz to zadanie innym sposobem. Zastosujemy twier-
1 l

dzenie Borela do splotu T * Í oraz uwzględnimy wynik z przykładu 2.8, na
I I

_ , . 1podstawie ktorego wiadomo, że transformata = JE _ Mamy zatem
1 s

,

co jest zgodne ze wzorem (3.2.3).

rw $|._. $|._.

F1 Fl Fl

Przykład 3.6. Sporządzić wykres oryginałów:

f.(f)=1(t -1)-1(f - 2), f2(f)=1(f-1)-1(f- 4),
a następnie vvyznaczyć i narysować ich splot h(t)= f, (t)* ƒz

R o z w i ą z a n i e . Na rysunku 3.3 przedstawiono wykresy oryginałów f|(t)
Íf2(Í)-
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a) f |(f) b) f;(1)
1 o--o 1 0--Å-io

o _.Q--..__ NO-O" „_„,.| NV o ._-Q-_;__ N- „,_ -i>O-‹0- NV

Rys. 3.3. a) Wykres oryginału f1(t) = 1(t-1) - I(t-2), b) wykres oryginału
fz(f) = 1(f-1) - 1(f-4)

Zgodnie z uwagą 3.2.2 b szukany splot wyżej wymienionych funkcji znaj-
dziemy na podstawie wniosku 3.2.l twierdzenia Borela jako odwrotne prze-
kształcenie Laplace'a z iloczynu transformat F|(s)-F2(s), tj. ze wzoru (3.2.2)

fr (f)* f2(f)= K' [E (s)- F2(S)] (1)
W tym celu dla funkcji ƒ1(t) i f2(t) wyznaczamy ich transformaty F1(s), F2(s).

Korzystając z liniowości L-przekształcenia oraz z twierdzenia o przesunięciu

rzeczywistym (wzór 2.6.3) i z faktu, że L[1(t)]= -1-, otrzymamy
s

F.‹.‹›=Lv.‹f›i=Li1‹f-1>1-Li1‹z-2›1=§z¬~

F.‹s›= Lif.‹f›1= L[1<z-1›1- Li1<f-‹››1=§‹z¬~' .
Następnie vvyznaczamy iloczyn tych transformat i na podstawie tw. Borela ze
wzoru (3.2.1) mamy

F(s)= B (s)- F.(s)= Llf. (f)* f.(r)l= s¿.(«'2°' - -e-5"” + ‹f°°' )-

r×›'_'
W

N 74 0-ÍUA oxf.<z›››‹f.‹f›=L~' S ~ =
__ - I -s - 1 -_.Y - 1 -Ss - 1 -6s_L'[s-2@2j-L'[;7e“j-L'L-ze j+L'[s_2e

Zgodnie ze wzorem (1) i z liniowości L"-przekształcenia
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. _ l . . . _ _ .a następnie z faktu, że L '|:-7] =t i z wniosku 2.6.1 twierdzenia o przesunięciu
S

rzeczywistym (wzór 2.6.4) otrzymamy, że szukany splot dla teR wyraża się
wzorem

h(t)= f'(t)* fz(f)= (I - 2)'1(f- 2)-(I-3)'1(f -3)+
-(t-5)-I(r~5)+(r-6)-I(t-6).

Korzystając z definicji 2.1.1 funkcji przesuniętej w dziedzinie rzeczywistej
(wzór 2.6.2) wyznaczony splot danych funkcji (tzw. impulsów prostokątnych)
zapiszemy następującym wzorem

' 0 dla :sz
z-2 dla 2<rs.3

/z(z)=‹ i dla 3<zs5
-1+6 dla 5<tś6

` O dla t>6

Wykres wyznaczonego splotu h(t) przedstawia rysunek 3.4.

h(t)
1 /_*'*\

Ĺ 2 6 Í ›

Rys. 3.4. Wykres splotu h(t)= [1(t-l)-1(t-2)]*[1(t-1)-I(t-4)]

L,_;_______ U`_____-_

U w a g a . Zauważmy, że funkcje f|(t) i f2(t) są nieciągłe odpowiednio
w punktach t= l, t=2 oraz t=4, a ich splot h(t) jest funkcja ciągłą w całym zbio-
rze R.

Przykład 3.7. Wyznaczyć i narysować splot h(t) oryginałów: f, (t)=1(t)cost
31:

i ƒ2 (t)= I(t)- I(t - rc), a następnie obliczyć całkę I = jh(t)dt.
o

R o z w i ą z a n i e _ Przykład rozwiążemy w oparciu o twierdzenie Borela.
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Na rysunku 3.5 przedstawiono wykresy funkcji f|(t) i f2(t). Jak widać z wy
kresów oryginał f,(t) jest nieciągły w punkcie t = 0, a oryginał f2(t) jest niecią-
gły w punktach t = O i t=1t. Na podstawie twierdzenia 3.1.1 istnieje splot
f,(t)*f2 (t) tych funkcji i wyznaczymy go na podstawie twierdzenia Borela
o splocie. Ze wzoru (3.2.2") (uwaga 3.2.2) mamy

f. (1) *f.(f)= L” JF. (s)~ F.(s)l <1)

) b)a I flm I f2(t)

P Ó-2%
0 ? it Šfi zi: 1 0 Š' 1Fl

-i

Rys. 3.5. Wykresy oryginałów: a) f|(t)=1 (t)cost, b) f2(t)=1 (t) - I(t - 1:)

Najpierw wyznaczamy transformaty F1(s) i F2(s) funkcji f1(t) i f2(t).
Mamy więc

E (s)= Llfi (r)l= Llws fl=%s +1

aficie z ~Ĺw. 2' 6- 1 0 /o'Y2csuw¿ę¿,¿„¿ izezzçřt.//`sř'f„,,oraz zyc

1 1_Fz(s)=LĹfz(f)l=L[1(f)]-L[1(f-1r)l=;-;e “-
Następnie wyznaczamy iloczyn tych transformat i na podstawie tw. Borela ze
wzoru (3.2.1.) mamy

s 1 e “S 1 1 _„S
2 _ = 2 _ 2 e 's + 1 s s s +1 s +1

ależności odwrotne przekształcenie Laplace'aStosując do obu stron powyższej z
zgodnie ze wzorem (1) mamy

f.<f›*f.‹z›=f'[F.‹.‹›~F.‹s›i=L~'[§_¿-şäe-aj.
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Korzystając kolejno z liniowości L`1-przekształcenia, potem ze wzoru
1 _ . . _L4=sint-I(t) oraz z wniosku 2.6.1 tw. 2.6.1 o przesunięciu rzeczy-

s +
wistym, na podstawie wzoru (2.6.4) otrzymamy ostatecznie

h(t)= f, (i)* f,(z)= 1(i)sin z _ 1(i _ 1z)sin(z _ iz) dia ze R.
Uwzględniając definicję 2.1.1 (wzór 2.6.2) funkcję h(t), będącą splotem funkcji
f|(t) i f2(t) przedstawionych na rysunku 3.5, możemy zapisać wzorem

O dla :<0
h(z)= sim dia 0sz<1z (2)

2sinr dla 121:

Na rysunku 3.6 przedstawiono wykres splotu (2)

A
2..

]_ h‹'›

0 K 2n 3n f›
4-

3-

Rys. 3.6. Wykres splotu h(t) =f1(t)=i<f2(t) = I(t) sint - I(t - rc) sin(t - it)

Obliczamy teraz całkę
3n n 3n

t=n r=3nI = jh(t)dt=jsintdt+2J.sintdt=-cost|t=0 -2cost|t=;t =2
0 O n

I

3.3. Całki Duhamela

W wielu zagadnieniach doniosłe znaczenie i zastosowanie ma pochodna
splotu

ł<f.‹i››»‹f.‹f››=Ł'-(if.<f›f.‹i-wii] ‹8.z.1›dz dz O
zwana całką Duhamela, gdzie ƒ|(t), f2(t) są oryginałami.
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Jeśli założymy, że funkcje fi(t) i f2(t) mają dla t > O ciągłe pochodne, to na
podstawie twierdzenia Leibniza o różniczkowaniu całki względem parametru
(zob. np. [1, 10]) oraz z definicji splotu mamy

§[if.<‹›f.‹f-fifa]=f.<z›f.(‹›+)+if.<f›f.'‹z-ma ‹8.z.z›
Zależność (3.3.2) można zapisać w postaci

åifiziaf.<i››=i:<f›f.(‹›+>+f.<z›*f;<f> d.a.z~›
Analogicznie korzystając z przemienności splotu otrzymamy

d r + i ,;,;1if.<›»-f›f.‹f›‹1»zj=f.(‹› )f.<z›+if.‹z-f›f.‹f›‹a d.za›
0 o

Zależność (3.3.3) można zapisać w postaci

§<f.‹z›››‹f.‹z>›=f.(‹›+)f.‹z>+f.'‹z›-f.<z› <za.a'›
Zależności (3.3.2) i (3.3.3) określające pochodną splotu nazywamy całkami
Duhamela [9, 13].

Przykład 3.8. Korzystając z całek Duhamela obliczyć pochodną splotu
f|(t) *f2(t) dla funkcji fi(t) =t i f2(t) =cost.

R o z w i ą z a n i e . Funkcje f1(t) = t orazƒ2(t) = cost są oryginałami ciągłymi
dia z> 0, f,(0*) = 0, f2(0*) = i oraz ich pochodna f,'(z)=i i f,'(z)= _sin z są
funkcjami ciągłymi dla t > 0. Zatem słuszny jest wzór (3.3.2') i odpowiednio
(3.3.3'). Stosując wzór (3.3.3'), a następnie def. 3.1.1 mamy

I

%(t*cost)=0'cost+1(t)*cost=jcost'd1'=sint (1)
I 0

U w a g a 1. Ten sam wynik uzyskamy, jeśli zastosujemy wzór (3.3.2') oraz
uwzględnimy wynik z przykładu 3.1 (wzór 3.1.8). Otrzymamy wtedy

%(t*cost)=t-1-t*sint=t-(t-sint)=sint (2)
t
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U w a g a 2. Zadanie to można rozwiązać bezpośrednio nie korzystając ze wzo-
rów (3.3.2) i (3.3.3), tzn. najpierw wyznaczamy splot h(t)=t*cost , a potem
obliczamy jego pochodną. Ponieważ t* cost = 1 - cost (patrz przykład 3.9),

d d _ . _ . _to í(t * cost)=āt-(1 - cost)= sint , co jest zgodne z wynikami otrzymanymi
I

w (1) i (2).

Twierdzenie Borela w połączeniu z twierdzeniem 2.2.1 o transformacie po-
chodnej pozwala wyznaczyć transformatę pochodnej splotu (całki Duhamela)
danej wzorem (3.3.2) lub (3.3.3).

Twierdzenie 3.3.1 (Duhamela). Jeżeli funkcjefi(t) i f2(t) są oryginałami i przy-
najmniej jedna z nichjest różniczkowalna oraz spełnione są założenia twierdze-
nie Borela, to całka Duhamela (3.32) jest L-transƒormowalna i jej transformata
wyraża się wzorem

.z[å<f.<z››=‹f.<f››j=a-F.<.‹›-dia) ‹z.a4›
Stąd oraz z jednoznaczności odwrotnego przekształcenia Laplace'a - wzór
(l.4.4), zgodnie ze wzorami (3_3.2) lub (3.3.3), mamy następujący wniosek
[13]:

Wniosek 3.3.1.

-§¿(f.<f›*f.<z››=f1i»1=.<a›~F.(.‹›i d.:‹.s›
tzn.

K' [S ~ F. (S) - F. (s)l= f. (0* )f. (f)+ fa (f)f.'(f - 'ddr 0.3.6)
lub

L-' [8 - F. (S) 'F2(s)l= f. (')fa (0* )+ if. (of; (1 - f)‹1f <3.ß.7>

Uwaga 3.3.1. Zależność (3.3_4) jest prawdziwa, jeśli splot spełnia warunek
(3.l.2) tw. 3.1.1, tj. liigł f, f2 (t)=0, co zachodzi np. w przypadku gdy

funkcje f1(t), f2(t) są ograniczone w sąsiedztwie zera. Przykładem funkcji,
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których splot nie spełnia tego warunku, są funkcje ƒ1(t)= f2 (t)=-`-}_- (zobacz
t

_ d 1 1przykład 3.3 oraz uwaga 3.1.4). Zatem dla pochodnej _ -*- nie jest
dr ./Í ,/2

spełniona równość (3.3.4), co łatwo sprawdzić korzystając ze wzorów (2.2.8)
i(3.1.l0).

Splot umożliwia vvyznaczenie w dziedzinie czasu zależności między sygna-
łem wyjściowym a sygnałem wejściowym za pośrednictwem odpowiedzi im-
pulsowej układu. Podobną rolę, ale w odniesieniu do odpowiedzi jednostkowej
odgrywa pochodna splotu.

Uwaga 3.3.2. Twierdzenia 3.2.1 oraz 3.3.1 znajdują zastosowania przy roz-
wiązywaniu wielu zagadnień fizycznych. Na przykład, stosując twierdzenie
Borela o splocie do obwodów elektrycznych, można otrzymać związek między
prądem A(t), wywołanym w pewnym punkcie układu przez napięcie stałe,
a prądem i(t) wywołanym w tym samym punkcie układu przez napięcie ii(t).
Zagadnienie to prowadzi do uzyskania równania

io) =Ź[j (1)/-i(z -'r)df] (3.37)
'-

Q.. ‹¬
Ó

Ê

z którego za pomocą jednego ze wzorów (3.3.6) lub (3.3.7) można obliczyć
prąd i(t) [9, 21].

Przykład 3.9. Sprawdzić słuszność wzoru (3.3.4) na przykładzie splotu
t*cost zprzykładu3.8.

R o z w i ą z a n i e. Korzystając z wyników przykładu 3.8 mamy

-Ĺł-(t*cost)=sint (1)
dr

Stosując do obu stron (1) przekształcenie Laplace'a mamy, że lewa strona wzo-
ru (3_3_4) równa się

d _ 1L[E (t * cos t):| = L[sin t]= ST;-Í (2)

Oznaczamy przez f|(t) = t, f2(t) = cost i obliczamy ich transformaty

i=,(_.)=_ai.]=s¿,, F,<_.)=a[.a._.]=à,
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a następnie podstawiamy do prawej strony wzoru (3.3.4) i otrzymujemy

1 1
S'Í*¬i(S)'Fz(S)=S'_2'"Ts_=2l (3)

s s +1

Zatem, jeśli prawe strony zależności (2) i (3) są sobie równe, to i lewe strony są

+ls

sobie równe, co potwierdza prawdziwość wzoru (3.3.4).

_ 1Przykład 3.10. Wyznaczyć oryginał f(t)=L"[F(s)] funkcji F(s)=-(T_)
s s +1

korzystając: a) z twierdzenia Borela, b) z całki Duhamela.

Rozwiązanie.
a) W oparciu o twierdzenie Borela. Zgodnie z uwagą
3.2.2 transformatę F(s) należy przedstawić w postaci iloczynu F1(s)~F,(s) od-

1
powiednio dobranych funkcji F1 (s)= Š i F2 (s)= 2;_

1. Niech

2. Stosujemy obustronnie odwrotne
przekształcenie Laplace'a

3. Stosujemy twierdzenie Borela -
wzór (3.2.2')

4. Korzystamy ze wzorów (1 .4.6),
(1.4.9) lub odczytujemy z tablic
transformaty odwrotne

5. Stosujemy definicję splotu (3.1.1)
i całkujemy względem zmiennej 'L'

s+1

1 1 1F(S>=¶.2_.i)=;'H
L-'ii¬‹a›i=f1

s 1-ii››«i-'is s2+l

f(i)=1(z)›'‹ainz (1)

ƒ(t)=jl-sin(t-^Ł')dr=1-cost_
0

Zatem szukany oryginał wyraża się wzorem

f(t)=1-cost, t>O (2)

U w a g a l. Przedstawimy teraz drugi sposób rozwiązania tego zadania. Za-
uważmy, że transformatę F(s) można przedstawić W postaci iloczynu

1
G1(s)-G2 (s) następujących funkcji G,(s)=_2 i G2 (s)=-35:-Í.

S S +

Splotfunkcji
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. 1 1 s1. Niech F(s)=-Hs2+1

2. Stosujemy obustronnie odwrotne L-i[F(s)]=¿_i S =
przekształcenie Laplace'a 52 S2 +1

3. Stosujemy twierdzenie Borela- = L-i L L-i S =
wzdr(3.2.2) L2. * S2 +1 g1(')*g2(t)

4. Wyznaczamy transformaty odwrot- = = 3
n@a'i<f>=f.ga<i›=c0sf fm '*°°S' U

5. Stosujemy definicję splotu (3.1.1) = Í? cos(t _ T)d.¿ =1_ COS ,_
i całkujemy przez części względem 0
zmiennej T

Jest to zgodne z wynikiem (2).

W n i 0 s e k _ Porównując prawe strony wzorów (1) i (3) mamy następujący
związek między splotami

1(t)*sint=t*cost (4)

który odczytujemy: pierwszy czynnik drugiego splotu jest całką, a drugi czyn-
nik jest pochodną odpowiedniego czynnika pierwszego splotu (por. wzory 3.3.2'
i 3.3.3'), tj.

f.(f)*f2(f)=8.(f)*8a(f) gdzie 8í(f)=f.(f)› a 82(f)=f{(f)«
b) Na podstawie całki Duhamela. Aby wyznaczyć oryginał
f(t): L” [F korzystamy ze wzoru (3.3.4') i transformatę F(s) przedstawia-
my w postaci iloczynu F(s) = s-F1(s)-F2(s) odpowiednio dobranych funkcji F1(s)
i F2(s). Niech zatem

F(s)= „I =s'¿,';,
s1s"+11 s' s2+l

. 1 1
gdZ1C F](S)-:ST , F2(S)-:Ê .

Stosując odwrotne przekształcenie Laplace'a wyznaczamy oryginały

f,(t)=L"[;];}=r oraz f2(t)=L"í%j=sinr
s + 1

i obliczamyf2(0+) = O oraz fz' (t) = cost _
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Następnie korzystając ze wzorów (3_3.5) i (3.3.7) otrzymujemy

1 l l d
[:L_l :L“l[ -í-í:|:---f* U [:f” S .2 .2.1 al 51")

I

=- s - os = - sin -cos Z = -cost0 co t+j-(t r)c rdr [(t 1)' r 'i']Ĺ=Ĺ, 1
O

Czytelnika chcącego poszerzyć wiadomości z zakresu tego rozdziału odsy-
łam do literatury [2, 13, 21, 24].

Zadania do samodzielnego rozwiązania

1. Wykazać, ze splot funkcji jest a) przemienny - wzór (3.l.3), b) łączny -
wzór (3. 1 .4).

2. Wykazać, że splot ma następującą własność

(Cifi +C2f2)*f3 =Cifi *fß +C2f2 *fß ›gdZie Ci›C2 Stałe'

3. Wyznaczyć splot h(t)=sin2at*t3 +t3 *cosz at korzystając z własności
podanej w zadaniu l i 2.

4. Wykazać, że jezeli funkcje fi(t) i f2(t) są oryginałami, to ich splot (fl *f2)(t)
jest także oryginałem.

5. Obliczyć splotf,(t) * f2(t) dla danych oryginałów:
a)
<2)
6)
g)
i)
k)
m

fli

fli

fli

f||

fli

fli

fi'

ĹfÍ'=1(f) fz'ÍfÍ
ÍfÍ*= I fa'ÍfÍ
ĹfÍ'= Sim fa 'ÍIÍ
31:1-at f2'1t:

ÍfÍ'= Sin I fz *ÍPÍ
1f:'=e, fzlíti

III' =f fa (fi

'=sint
›=e2z

l=SlI1I

Izgw

l=COSI

|=e2i

= 3-'

f. 'íf1'=f
<1) f.'Ĺ'I'= ft

f.'{fI›=1(f)
h› f. '[f1'= ef'

fi (Í) :Í

›= cos 3t
fx 2ii) f.'i,'=f

f2'

fz'

fz'

fz'

fz'

fz'

K

kt/

( \

kt)

( \

\t/

K Nfakt
f N
kt)

K
kt;

K W
kt)

>=cos3t

|:@'

l=\/1+I

'=at+b

l=arctgt

›=cost

>=sint.
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Dla danych splotów zilustrować twierdzenie Borela o splocie:

a)t*r2 b) i2>i<cosr c)e'*e'
d)r*sin2r e)sinr>-re' t)cosr*e2'.

Obliczyć L-transformatę funkcji f(t): stosując twierdzenie Borela do
I

1 1
splotu _ >¦< _ .

JJ?
Wyznaczyć L-transformatę oryginału stosując twierdzenie Borela o splocie:

a) h(t)= i *cos 4r b) h(t)= e3' * e 1"*
~.

149

h() 1 4' d) ()c) t=t`*e` gt= t-Te

e) g(t): (t-r)sinh3'tdr Ü 8(t)=
-'- ¬

Ów.

( ) “dr
_.,)m ..._ 5 CT-Zarz

0+. Oi; äG

Na podstawie twierdzenia Borela o splocie wyznaczyć transformatę odwrot-
ną (oryginał) dla danej transformaty F(s):

ai F(s)=¿Ÿ)1(;;,3 b) F(s)= 3%)

a aiaiuåř ‹i› Fiaiíåjü
a 1-<.‹›=¿._¿,-ŁT1) ii F‹a›=fi,)
a a‹.‹›=(T)l¿._+4) i› F<a›=@§:_15.«
i) F(s)=l2L[arctgt] j) F(s)=sl2L[ln(1+t)]

b2 2

i‹› F(s)=w_+;)-2-); 1) F(s)=(s-,¬-35)?
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m) “spi „) p(_,)=¿
(sz +b2)2 52(5+2)

2
S S°> mkw P) “km

1fi F(s)=___ _
Śr -1)2(S + 2)

10.Na podstawie twierdzenia Borela o splocie funkcji dowieść, że

Liif<a›‹1zj=§~Lif<i›i
0

(wzór (2.2.9) tw. 2.2.3 o transformacie całki).

11.Sporządzić wykres oryginałów f,(t) i f2(t), a następnie wyznaczyć i naryso-
wać splot h(t) =fi(t) * f2(t):

a› f.'I']'=f.(f)=1(f-1)-1(f-2)
b) f,(t)=1(t)-I(t-2) oraz f2(t)=1(i)-1(r-1),
c) f,(r)= [1(r)-1(i-rr)]- sint oraz f2(t)=1(r)-1(i - 3ri),
d) f,':t:|=[I(t)-I(t-711)]-sint oraz f2(t)=1(t)-I(t-it),

ei f.'Ĺr}'= l1(r)-1(f- 1- (1-1) oraz f2(f)= 2~ [1(f -1)-1(r - 2)1.*A \./

ii f,‹[.)=1(i)aaai oraz f,(.)=1(,)_1[._§),
21 1 ( (Í 2)] Í›

fiß'fi;` \-/\_/ 1%ŁCF/„T *Ń“ß W\_/ '‹¬Q̀1\_/., Q

l`i

..

g) f,':t)=1 - -1) oraz f =1 - - -

11) fi'ifi'=1( _ -2) oraz fz( =1 _'

12. Dana jestL-transformata F(s)=TL- oryginału f(t)
s + 2s + 2

a) wyznaczyć oryginał f (t),
b) wyznaczyć pochodną f '(t),
c) wyznaczyć zbiór W ={te R :f'(t)=0 },
d) wyznaczyć ekstrema właściwe oryginału f(t) oraz sumę szeregu, którego

wyrazami są wartości (wszystkie) tych ekstremów.
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

13 . K `orzystając z tw 3 3 1 i c łk`

151

_ _ _ a i Duhamela obliczyć 0
transformat:

a) F(.‹)=_1_
s(s-3), b) F(s)=

‹=› F(s)=

14.

(3.3.4) tw. 3.3.1.

Odpowiedzi:

1 43. h =-‹z> ,f
5. a) 1-cost, b) š(1-cos3t), c)

d) 2a'_z2_2z_2

g)t, h)-2i(bc-a)(1-ec' -a `

1 2°'”(”= “ 2

1
s2is2+1i,

sis +11'

Ê-,ä..
/W $'._i $|._i

Wykazać, że dla całki Duhamela - --*-1

- --i
.pi-1

N
8

ł~'›-x

, e) %(sint-tcost), f)- 1+t)3-IJ,

1 1 1) cti, )
c 4 2

i 2 1 1+: k) e2'-e',j) åt+š(t -1)arctgt+--2-tln( 2

i) å(3sia3z_ainz), m) z_i+ "e , n) 2cost+t2-2

a) 1 . bi-1-. ei-. ‹i›_1-.
s-is2+16i sz-7s+12 s4(s+4) s2(s-2)

3 1 1e) . D
s2(s2 9) \/s- sz +1

a) f(t)=š(e_4z _e-vi), 1 1b) f(i)=?1'-a-3sinat, c) ƒ(r)=r '

d) f(t)=š(sint-cost+e'),

ryginały następujących

nie jest spełniony wzór

u)l\J Fit
/`~

.pi-1

i --cost+-tsint

-sin 2t,

e) r-sint, O f(t)=e' -r-1,
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g) f(t)=å(sin2t-2cos2t+2e"), h) f(t)=%(sint+tcost),

-to-' ¿L§1=`

_ 1 1 1 a . _ 2i)ši+š(r2-l)arctgt+-šrln(1+i'), j) f(i)=- (i+1) ln(i+l)

k) š1š(sin bt-btcosbt), l) ;Ê(sinbt+btcosbt) m) tcos bt,

n) t*e`2' =l(2t-1)+-ł-e`2' , 0) cost>1<cost=ł(tcost+sint),
4 4 2

- 1 - -21. i 1 -21 r ip) cost*sint=5tsint, r) e *te =-Š-(e -e +3te)

1.»->

&i\/ fř'O

&i ×.¬¬*'“

i1.a) h(z)=(z-2)-1(z_2)-2(i_4)-1(z_4)+(z-6)~1(i_ ze R,
b) h(t)=:-I(t)-(r-1)-1(r-1)-(1-2)-1(t-2)+(i- -3),
c) h(t)=1(t)-1(t)cost+1(t-1t)-I(t-rc)cos(t-1t)- t-3rc)+

+ 1(z _ 3iz)cos(z _ 3iz)_ 1(z _ 4n)+ 1(z _ 4i=)a‹>s(z _ 411),
O dla tś0

1-cost dla 0<tś1t
Czyli h(z)= 2 dia a<zs31i,

1-cost dla 31c<tś4it
O dla r>41t

d) h(z)=(i_cosi)[1(z)-1(z-2ii)],
O dla tśl

-r2+4r-3 dla l<tś2
‹~>)h(f)= 2t -6i+9 dla 2<tś3

0 dla r>3

lubwpostaci

h(z)= 2(z_ 1)- 1(z_ 1)- (z_ i)2 -1(z- i)_2(z_2)- 1(i_ 2)+
+2(i_i)2 -1(i-2)-(1-3)2 ~1(i_3), za R,

f) h(t)= 1(i)sinr - Iír - -Jsiníi - š)= 1(r)sin i + I(t - Š)cos r,
NFI
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O dla tśO
czyli h(t)= sint dla O<tś:c2-,

_ ttsint+cost dla t>5

g) h(z)=åz21(z)_å(i _ 1)2 -1(z _i)_ 2(i _ 2)~1(i _ 2)+

_š(i_z)2 .1(._z)+å(._z)2 .1(._a)+z(i_a).i(._:i),
ii) h(t)= 1(z _ 1)- a"1'-'> -1(z_ 1)- 1(r _ 2)+a'1'"2>-1(z_ 2).

iza) f(z)=1(z)a-' dni dia ze R,
b) f'(t): O dla każdego t< 0; f'(t): e" (cost -sin t) dla każdego t> O

Pochodna f '(0) nie istnieje, przy czym ƒ'(0` )= O oraz ƒ'(O"' )= 1.

C) W=(-‹›‹›;0)U zzz=Í+1zi‹^/‹=0,i,2,... ,4
d) Oryginał f ma ekstrema właściwe w punktach tk = Š + irk ,

k =0, 1, 2, , maksima dla k =0, 2,4,... oraz minima dla k = 1, 3,5,... ,
3

fi ›=‹-i›'<Ša“Š“"'“. (zw).k _ +1

l3.a) -,1š(e3'-1), b)t-sint, c) sinht-t, d) t2+2cost-2.



4.
Metody wyznaczania transformaty odwrotnej
(oryginału)

Jak już wspominaliśmy w podrozdziale 1.4 jednym z zasadniczych zagad-
nień w zastosowaniach jest wyznaczanie oryginału f(t) gdy znana jest pewna
funkcja zespolona F(s) zmiennej zespolonej s, o której wiemy, że jest ona
L-transformatą. Ogólne rozwiązanie powyższego zagadnienia daje nam tvvier-
dzenie 1.4.1 (patrz podrozdział 1.4), a wzór Riemanna-Mellina (1.4.2) określa
jednoznacznie operację jaką należy wykonać nad transformatą F(s), aby wyzna-
czyć oryginał f(t). Jednakże bezpośrednie stosowanie wzoru (1 .4.2) dla wyzna-
czenia funkcji ƒ(t) jest na ogół dość trudne i rachunkowo uciążliwe, gdyż wy-
maga dobrej znajomości teorii funkcji zmiennej zespolonej, a przede wszystkim
dobrego opanowania całkowania w płaszczyźnie zmiennej zespolonej [12].
Z tego względu, szczególnie w zastosowaniach praktycznych, wzór (1.4.2) jest
stosowany bardzo rzadko, a problem efektywnego wykonania L`l-przekształ-
cenia (do pewnych szczególnych typów L-transformat F(s)) można znacznie
uprościć poprzez stosowanie odpowiednich metod.

W tym rozdziale omówimy, w zależności od postaci transformaty F(s), naj-
częściej spotykane metody wyznaczania oryginału gdy znana jest jego trans-
formata Laplaca'e (obraz) F(s).

4.1. Metoda bezpośrednia

Metoda bezpośrednia jest najprostszą metodą wyznaczania transformaty od-
wrotnej i polega na odczytaniu oryginału f(t) z tablic transformat Laplace'a naj-
częściej spotykanych funkcji, do których sprowadzamy (jeśli to jest konieczne)
daną transformatę F(s). Metoda ta jest efektywna jedynie wtedy, gdy dysponu-
jemy odpowiednio obszernymi tablicami. Na ogół, w tablicach można znaleźć
tylko najbardziej typowe i najczęściej spotykane w zastosowaniach funkcje
elementarne. W Dodatku umieszczono tablice zawierające podstawowe trans-
formaty funkcji.
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W podrozdziale 1.3 wyznaczyliśmy transformaty funkcji elementarnych,
awrozdziale 2, omawiając podstawowe własności przekształceń Laplace'a,
otrzymaliśmy szereg transformat najczęściej występujących w zastosowaniach
funkcji, a następnie korzystając z jednoznaczności odwrotnego przekształcenia
Laplace'a [Í] względem prostego przekształcenia Laplace'a L w sposób bezpo-
średni otrzymaliśmy wzory na transformaty odwrotne ułamków prostych pierw-
szego i drugiego rodzaju, takich jak np.:

__l_› ,=__1_ _.=__1___ _,=__1í_¿
F(S)_s-a F() (s-a)k,F() s2+a2,F() (s+ot)2+ß2,tp.

oraz innych funkcji wymiernych (por. wzory 1.4.6 + 1.4.13 - patrz przykład
1.10 oraz wzory 2.1.15 + 2.1.20, 2.5.7 + 2.5.10).

Zgodnie z wcześniejszą umową (uwaga 1.4.2) należy zwrócić uwagę na to,
że dokonując transformacji odwrotnej L” funkcję jednostkową g(t) = 1 (t)
będziemy zastępować funkcją g(t)=1 , ponieważ jak wiemy, dla t> 0 1(t)z1
(por. wzór 1.1.6).

Przykład 4.1. Wyznaczyć transformaty odwrotne dla funkcji:
5 3 2s 1

a) Ę(S)= ST, F2<S)='sÊ, C) F3(S)= -Ę, F4(S)=?: .

R o z w i ą z a n i e _ Z tablic transformat Laplace'a zamieszczonych w Dodatku
odczytujemy bezpośrednio transformaty odwrotne f (I) = L” [F(s

a) f, (t)= L* [F, (a)]= L"[sĹ4j = 5-L"[sl4j = 5-åz-1-1(i)=žz~*~1(z), ze R

(por. wzór 1.4.13 dla n = 4).

Zatem f,(t)=ā-t3 dla t20 oraz f,(t)=0 dlat<0.

b) f,(z)=L*[F.(a)]=L"[¿j=3-L"iLj=3a““'-1(i), z@R
" s + 4 s + 4

(por. wzór 1.4.8).

zaiam f,(i)=3a-4' dia z>0 oraz f,(z)=0 dia z<0 i f,(0)=åf,(0+)=%.

'I -'li---"I---is -cos -teC) f,(z)=L [F,(a)]_L i 2 5j_2 L Ĺ2+(`/_)2j_2 «/Ši1(),z R
S + . 5

(por. wzór 2.1.16 dlaa = \/5).
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Zatem f_,(t)=2cos\/5! ,t>0.

(1) f4(I)=L4[F4(S)j=L_l[ :|=L-líí{šŸ:I=I-e31-I(t),IE R.

Zatem f4 (t)=te3' , t20. (Dodatek tab. 2, poz. 7).

U w a g a _ W dalszym ciągu zgodnie z wcześniejszą umową będziemy opusz-
czali czynnik 1 (t) (uwaga 1.4.2).

I

4.2. Rozkład na ułamki proste

Znana z algebry metoda rozkładu funkcji wymiernej na ułamki proste jest
niezwykle użyteczna i często stosowana w praktyce jako najprostsza metoda
dokonywania odwrotnego przekształcenia Laplace'a transformat wymiemych.

Jeżeli L-transformata F(s) jest funkcją wymierną właściwą zmiennej zespo-
lonej s, to możemy rozłożyć ją na sumę ułamków prostych pierwszego i drugie-
go rodzaju. Wobec tego, szukana transformata odwrotna f(t) jest sumą transfor-
mat odwrotnych odpowiednich ułamków prostych. Transformaty odwrotne
otrzymanych ułamków prostych odczytujemy najczęściej z tablicy transformat
(tab. 2) zamieszczonej w Dodatku lub też wykorzystujemy (w razie potrzeby)
niektóre podstawowe właściwości przekształcenia Laplace'a (np. liniowość,
podobieństwo, przesunięcia zespolone, różniczkowanie transformaty itp.).

Załóżmy, że transformata F(s) jest funkcją wymierną właściwą postaci

F(s)=-āå, (4.2.i)

gdzie funkcje P(s), Q(s) są wielomianami o współczynnikach rzeczywistych,
stopień m wielomianu P(s) jest mniejszy od stopnia n wielomianu Q(s), tj.
m < n oraz zakładamy, że licznik i mianownik nie mają wspólnych czynników,
tzn., że postać (4_2.l) jest nieskracalna_ Przedstawimy teraz tę funkcję w postaci
sumy ułamków prostych. W tym celu najpierw znajdziemy pierwiastki mia-
nownika Q(s), które są jednocześnie biegunami zespolonej funkcji wymiernej
(4.2.1). Ponieważ mianownik Q(s) jest wielomianem o współczynnikach rze-
czywistych, to można go rozłożyć na czynniki będące wielomianami stopnia co
najwyżej drugiego o współczynnikach rzeczywistych postaci

Q(s)=(s-a, )(s-a2)_..(s-a_,.)(s2 + p,s+q,)... (S2 + p,s+q,) (4_2.2)

przy czym j + 21 = n oraz wszystkie trójmiany kwadratowe mają ujemne wy-
różniki_
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I. Jeśli al, a2, ...,aj są różnymi i jednokrotnymi pierwiastkami rzeczywistymi

wielomianu Q(s), to W rozkładzie na czynniki liniowe ilorazu å na sumę
s

ułamków prostych wystąpią ułamki postaci

A
i+l+...+i~' = F,(s) (4.2.3)
s-a, s-a2 s-aj 02"»

gdzie A1, ..., A J- pewne stałe.

W przypadku ułamków prostych postaci (4.2.3) transformata odwrotna Wy-
raża się Wzorem

L-' _I-jzaak '-1(z) dia /<= 1,2, j (4.24)
s-ak

(por. Wzór 1.4.7).

II. Jeżeli a jest pierwiastkiem rzeczywistym k - krotnym wielomianu Q(s), to
_ _ P . _W rozkładzie ilorazu äš na ułamki proste wystąpi (oprócz ewentualnych

s
ułamków postaci 4.2.3) suma ułamków postaci:

B B B

gdzie B1, ..., B2, pewne stałe.

W przypadku ułamków prostych postaci (4_2.5) przy vvyznaczaniu ich trans-
format odwrotnych f2 (t)= L” [F2 korzystamy ze wzoru

zizf -a”']=š____%,_í , j= 1, 2, k (4.26)

na podstawie którego, korzystając z jednoznaczności przekształcenia L” (Wzór
1.4.4), mamy

L"[(S#j=%-a“' -1(i) ,j=i,2,...,/< (4.27)
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Wzór (4.2.7) uzyskamy stosując wn. 2.3.2 z twierdzenia o różniczkowaniu
transformaty - wzory (2.3.3), (2.3.4) zastosowane do transfomiaty

F(s)= Lie“'1=-1- lub wn. 2.5.1 z twierdzenia o przesunięciu zespolonym -
s-a

_ i
wzór (2.5.2) zastosowany do transformaty F(s)= Lit'1= ,j = 1, 2, ..., k _

s

IH. Jeżeli liczby zespolone 5 =a ± iß , oc, ß e R są jednokrotnymi pierwiast-

kami sprzężonymi wielomianu Q(s), to w rozkładzie funkcji % na ułamki
s

proste (oprócz ewentualnych ułamków postaci 4.2.3 i 4.2.5) wystąpią ułamki
proste drugiego rodzaju postaci:

CS+D = CS+D : F3(s),

s2+ps+q (s+ot)2 +ß2 "Z"-

gdzie C, D - pewne stałe, oraz wyróżnik A = pz - 4q < 0 _

W przypadku ułamków prostych drugiego rodzaju postaci (4.2.8) przy wy-
znaczaniu ich transformat odwrotnych

f.(')=L-'[F.(s)l=L* (4.22)s+a +ß

a) jeśli or = 0, to korzystamy ze wzorów

L-Í= 1(i)sin ßi, L-'[_ž_§šíj = 1(z)‹zos ßi (4.2.10)
S + S +

b) jeśli ai 0, to korzystamy ze wzorów

"I ±-- = e`œ in
L i(S+f1)2+ß2i Ń) S ßt (42.11)
L" = 1(t)e`°” cos ßt

s+a +ß

(por. tvv. 2.5.1 o przesunięciu zespolonym oraz wzory 2.5.7, 2.5.9). W tym
przypadku należy uprzednio licznik Cs + D W (4.2_8) przedstawić W postaci
rozkładu

C5 .i_]) :/1, (.‹+‹z)+A, -ß (4.2.i2)
gdzie A1, A2 - pewne stałe, które odpowiednio dobieramy.
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IV. Rozważmy teraz przypadek, że wśród pierwiastków mianownika Q(s) para
pierwiastków zespolonych sprzężonych s = ot ± iß jest k-krotna. Wówczas
w rozkładzie (4.2.2) wystąpi czynnik

(s2+ps+q)k =i(s+Oć)2+ß2ik (4_2.13)

a W rozkładzie funkcji (4.2_1) na ułamki proste wystąpi suma ułamków prostych
drugiego rodzaju postaci:

C D C D C D2'S+ 1 + 25+ 2 2+...+_-45+'< , =F,,(s) (4.2.14)
5 '1`P5`1`¿1 (s2+ps+q) (s2+ps+q)Å””"

gdzie C,-,D,- , i = 1, k -pewne stałe oraz A =p2 - 4q < 0.

W przypadku ułamków prostych drugiego rodzaju postaci (4_2_l4) wyzna-
czenie transformaty odwrotnej f4 (t) = L`1 [F4 sprowadza się do vvyznaczenia
transformat odwrotnych postaci

L-' Cfs+Df -5' CÍHDÍ '-2 3 1‹ 4215ř___.T _ 2 2]. , j- , ,..., (_ . )
(s +ps+q) (s+a) +ß

Stosując twierdzenie o różniczkowaniu transformaty i o przesunięciu zespolo-
nym (po żmudnych i uciążliwych rachunkach) można vvykazać, że

C-s+D~ _ _ _L-' 1 f J. =zf-'a"“'(A„‹zdsßz+A2jsmßz),)=2,3,...,/‹ (42.16)
|(s+a)2+ß2|

gdzie A1,- , A22 ,j = 2, k pewne stałe uzależnione od współczynników rozkła-
du (4_2.14) oraz od współczynników rozkładu (4_2_12)_ Jest to przypadek, któ-
remu poświęcimy mało uwagi, ze względu na żmudne obliczenia i rzadkie wy-
stępowanie W praktyce.

U W a g a . W przypadkach transformat odwrotnych postaci

_ Cs + D _ Cs + D

najwygodniej obliczać oryginały korzystając z tw. 4.3.1 o residuach, tj. ze wzo-
ru (4.3_1) oraz z uwagi 4.3.2 i wzoru (4.3.3).
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Niech funkcja wymierna (4.2.l) jest sumą ułamków prostych postaci (4.2.3),
(4.2.5), (4_2.8), (4.2.14), tzn. mamy następujący rozkład:

P( )
hh \_/

F®=Q =Ę6pą6pĄ6pĄ6) m2w)

wówczas poszukiwana transformata odwrotna f (t)= L`1[F(s)], wobec liniowo-
ści przekształcenia L ', jest równa

f(f)=L"lR(s)l+L-'lF.(s)l+L"lß(s)l+L"lF.(s)l (42.18)
Uwaga 4.2.1. Metoda polegająca na rozkładzie transformaty na ułamki pro-

ste jest W wielu przypadkach dość żmudna rachunkowo, jednakże po jej zasto-
sowaniu wystarczy umiejętnie skorzystać z tablicy transformat.

Przykład 4.2. Wyznaczyć oryginały dla następujących transformat stosując
metodę rozkładu na sumę ułamków prostych

35-4 a2_3a+8 2a+5F =_______,b F =_______, F =_______.
a) (S) sz -3s+ 2 ) (S) sß +4s C) (S) sz +4s +4

R o z W i ąz a n i e _ Ponieważ transformaty a + c są funkcjami wymiernymi
właściwymi, to najprościej jest rozłożyć transformatę F(s) na sumę ułamków
prostych, a następnie, W celu znalezienia transformaty odwrotnej, skorzystać
z tablic lub z wcześniej podanych wzorów i twierdzeń w rozdziale 1 i 2.

a) Ponieważ wyróżnik mianownika (trójmianu kwadratowego) jest dodatni, to
najpierw mianownik przedstawiamy W postaci iloczynowej, a następnie funkcję
F(s) rozkładamy na ułamki proste. Mamy więc

33-4 _ 35-4 __ A B
sz-3s+2 (s-1)(s-2) s-1+s-2 (1)

(por. wzór 4.2.3).
Mnożymy obustronnie powyższą równość przez wspólny mianownik i otrzy-
mujemy następującą tożsamość

3s-4z A(s-2)+B(s-1).

Nieznane współczynniki A i B wyznaczamy tzw. metodą wartości dowolnych,
przyjmując w powyższej tożsamości po obu stronach za s kolejno

s=25 2=B A=1
3a=i±4=-A B=2
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Uwzględniając otrzymane wyniki W równości (1) otrzymamy następujący roz-
kład

3s-4 1 2
F Z Z 2

(S) a2_3a+2 .‹_1+a_2 U
Następnie wyznaczymy oryginał f (1) = L” [F.

1. Do obu stron równości (2) _1 _I 1 2
stosujemy przekształcenie L`l L [F(s)1=L s_1 1' s_2 =

2. KorzystamyzliniowościL" _I 1 _I 1
_wzdr(2.i.2) =L i;j1+2Ĺ isT21=

3. Korzystamy ze wzoru (4.2.4) =1(,)e' .1. 2.1(,)e2'
lub odczytujemy z tablicy 2

Zatem szukany oryginał wyraża się wzorem

f(t)=e' +2e2', r> 0.
2

b) Mianownik funkcji F(s)=s przedstawiamy W postaci iloczynowej
s + s

s3 +4s = s(s2 +4), a następnie transformatę F (8) rozkładamy na sumę ułam-
ków prostych postaci

2 -3 8 A B Cs 2 s+ = + .:+ (3)
s` +4s s s +4

(por. wzór 4.2.3 oraz wzór 4.2.8).
Mnożąc obie strony równości (3) przez wspólny mianownik otrzymujemy

następującą tożsamość

sz -3s+8 E A(s2 +4)+ s(Bs+C)

lub po uporządkowaniu według potęg s
sz -3s+8ā(A+B)s2 +Cs+4A.

Aby znaleźć nieznane współczynniki A, B, C porównujemy współczynniki
przy odpowiednich potęgach s, a po prawej stronie każdej z nich vvypisujemy
odpowiednie równanie dla współczynników. Mamy więc

S2 A + B = 1 A = 2
3' C=_3 =› B=-1.
a° 44 = 8 C = -3
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Podstawiając otrzymane współczynniki do wzoru (3) mamy następujący rozkład

S 2 - 38 + 8 2 S + 3
= - 4

s$+4s s s2+4 ()

Następnie drugi ułamek po prawej stronie wzoru (4) przedstawiamy w postaci
z której łatwo jest wyznaczyć (lub odczytać z tablic) transformaty odwrotne

s + 3 s 3 2= + - _
s2+4 s2+4 2 s2+4

Uwzględniając ten rozkład we wzorze (4) mamy

2-3s+8 2 S 3 2F =S › » = _ _ . 5
(S) sls2+4l s s2+4 2 s2+4 ( )

Przy wyznaczaniu transformaty odwrotnej postępujemy według schematu za-
stosowanego w przykładzie a)

1. Do obu stron równości (5) L_,[F(s)]_L_, 2 _ S _ 3. 2 _
stosujemy przekształcenie L4 _ S S2 + 4 2 S2 + 4 _

2. Korzystamyzliniowościlf' _TJ _1[ s ] 3 _,[ 2 J, =2‹L - -L -- --L í =
-wzor (2.1.4) s s2+4 2 s2+4

3. Odczytujemy transformaty 3 _
Odwrotne _ = 2 ' 1(Í)CÜS -' š1(Í)S1n

Szukany oryginał wyraża się wzorem:

f(t)= 2-cos2t-Ŝsin 2t, t> O

przy czym ƒ(t)=0 dla t<0, oraz f(O)=-Š-f(0+)=å.

c) Ponieważ wyróżnik mianownika danej transformaty jest równy zeru zatem
zapiszemy go W postaci

sz +4s+4=(s+2)2.

Następnie funkcję F(s) rozkładamy na ułamki proste postaci (por. wzór 4.2.5):

28 +5 2s+5 E> A= = + . 6
s2+4s+4 (s+2)2 5+2 (s+2)2 ()

Mnożymy obie strony równości przez wspólny mianownik i otrzymujemy
następującą tożsamość
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2s+5zA+B(s+2)
lub po uporządkowaniu według potęg zmiennej s

2s+5=Bs+A+2B (7)

Porównując współczynniki obu stron tożsamości (7) przy zmiennej s otrzy-
mamy układ z którego wyznaczamy A i B. Mamy zatem

s B=2 A=1=> .
A + 2B = 5 B = 2

Uwzględniając otrzymane współczynniki we wzorze (6) otrzymamy nastę-
pujący rozkład

2s + 5 2 1
F = = 8

(S) s2+4s+4 s+2+(s+2)2 ()

1. Do ob stron równości 8 stos `e- _ _ 2 1"km .L-.<> “J .@1[F(s)]=L'__+_2 =my prze s aceme s+2 (s+2)

2. Korzystamy z liniowości L4 _ 1 _ 1
_wzór(212) 2'L'l_j+Ll "_"-2 =- ' S + 2 (s + 2)

3. Obliczamy transformaty odwrotne
ze wzorów (4.24) 1 (4.27) = 2- 1(z)@"2' - 1(z)- za” .
dla a= -2,j=1 lub z tablicy 2

2 5 _ _
Zatem f(t)=L"[-5--S-l%}=2e 2'-te 2', t>O.

s +4s+4

U w a g a . Zauważmy, że jeśli licznik P(s)= 2s + 5 zapiszemy w postaci
2s + 5 = 2(s + 2)+1 , to w łatwy sposób otrzymamy rozkład (8). Mamy wtedy

2s+5 _ 2(s+2)+1 _ 2 + 1
(s+2)2 (s+2)2 5+2 (s+2)2.

Przykład 4.3. Wyznaczyć oryginał f (t)= L” [F(s)], jeśli znamy
4s2 -8s+10F =--if

(S) s3 -382 -10s
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R 0 z w i ą z a n i e . Transformata F(s) jest funkcją wymierną właściwą, której
mianownik można przedstawić w postaci iloczynu

s3 -3s2 -10s = s (s+2)(s-5)

i zgodnie z (4.2.3) mamy następujący rozkład transformaty na ułamki proste

4.8 - 8.‹ +10 A B c= + + (1)
s(s+2)(s-5) s s+2 s-5

Mnożąc (l) obustronnie przez wspólny mianownik otrzymujemy następującą
tożsamość

482-8.‹+10zA(s+2)(s-5)+B.‹(S-5)+Cs(s+2) (2)
prawdziwą dla każdego s.

Aby wyznaczyć nieznane współczynniki A, B, C stosujemy metodę wartości
dowolnych. W tym celu do obu stron tożsamości (2) podstawiamy za s kolejno:
0, -2, 5 i otrzymujemy układ

s=0 l0=-10A A=-1
s=-2 42=l4B => B=3.
s=5 70=35C C=2

Po podstawieniu tych wartości do wzoru (1) otrzymamy

1 3 2
F s = -- +Å+_- 3

( ) s s + 2 s - 5 ( )

Dalej postępujemy według schematu z poprzednich przykładów.

1. Do obu stron (3) stosujemy _l _I 1 3 2
przekształcenie Ľ' L [F(s)]` L _;+ S + 2 + S _5 _

2. K r 1' ' ' 'L 'orzys amy z iniowosci = _L_, + 3L_, 1 + 25, 1 =
(wzor 2.1.4) S 3+2 s_5

3. Ŝăiāzytäjemy transformaty = _1(t)+3e_2, _1(t)+ 2e5, _I(t)

Szukany oryginał wyraża się wzorem

f(t): -1+3e`2' +2e5', r> O,

oraz ƒ(z)=0 dla z<0, f(0)=%f(0*)=2.
I
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. _ 2 +7 , .Przykład 4.4. Wiedząc, ze F (s)= (S _l) Si + 48+” wyznaczyć oryginał.

R o z w i ą z a n i e . Transformatę F(s) rozkładamy na ułamki proste postaci

2s+7 _ A + Bs+C (1)
(s-1)(s2+4s+13) s-1 s2+4s+13

(por. wzór 4.2.3 oraz wzór 4.2.8).
Mnożymy (1) obustronnie przez wspólny mianownik i otrzymujemy następują-
cą tożsamość

2.‹+7zA(.»~2 +4.‹+13)+(B.‹+c)(.‹-1)
Nieznane współczynniki A, B, C znajdujemy stosując łącznie metodę wartości
dowolnych i metodę przyrównywania współczynników:

s=l 9=18A A=-l-
2

2 Å

[\_)›_›[\_)›_ß

S o=/-1+8 =› ß=- .
s° 7=13A-C C=_-

Po podstawieniu otrzymanych wartości współczynników do rozkładu (1) mamy

l -is-Ĺ 1 1 s+1F = 2 + 2 2 = - 2(S) s-1 s2+4.‹+13 zls-1 .‹2+4s+13l U
Ponieważ drugi ułamek po prawej stronie wzoru (2) jest postaci (4.2.8), więc
doprowadzamy go do postaci, z której łatwo jest wyznaczyć (odczytać z tablic)
transformaty odwrotne postaci (4.2.9). W tym celu mianownik ułamka sprowa-
dzamy do postaci kanonicznej (por. przykład 2.22)

s2+4.‹+13=(.‹+2)2+9,
a jego licznik zgodnie ze wzorem (4.2. 12) przedstawiamy w postaci

1S+1=(s+2)-1=(S+2)-Š-3
i wtedy ułamek ten przyjmie postać sumy dwóch ułamków prostych

s +1 _ s + 2 _ 1 3
2 2 2 (3)s +4s+13_(s+2) +9 3 (s+2) +9
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Uwzględniając związki (3) po prawej stronie wzoru (2) otrzymujemy następują-
cy rozkład:

+ 3 (oF(S)__ 2s+7_ _1_ 1 _1_ s+2 1_
(S2 +4.‹+13)(.»~-1) 2 S-1 2 (,+2)2 +9 6 (s+2)2 +9

Dalej postępujemy analogicznie jak w przykładach wcześniejszych, tj. stosuje-
my do obu stron wzoru (4) odwrotne przekształcenie Laplace'a oraz korzystamy
z jego liniowości i otrzymujemy

["¬<S>1=f"
1 _1 1 1 _| 5+2 1 _| 3

=-'L -' 'Ĺ 'Ĺ Ÿ--~ .
2 15-11 2 l(s+2)2+9j+6 l(s+2)2+9j

Następnie korzystamy z tablic transformacji Laplace'a lub ze wzorów (4.2.11)
dla Ot = 2 i ß = 3 i otrzymujemy

f(t)=-1-e' -le`2' cos3t+le`2' sin 3t, t > 0.
2 2 6

I

Przykład 4.5. Stosując metodę rozkładu transformaty na sumę ułamków pro-
stych vvyznaczyć oryginał dla danych transformat:

2 3 2+ 7 - 3 - 3
a) F(s)=%, b) G(s)=%.

(S“1) (s +1)2

R o z w i ąz a n i e . a) Ponieważ liczba s = 1 jest czterokrotnym pierwiast-
kiem wielomianu Q(s)= (s-1)4 , to zgodnie ze wzorem (4.2.5) rozkład trans-
formaty na ułamki proste przyjmuje postać:

.‹2+7 _ B, B2 B3 B4 1
n-W s¬+n_W+n_fi+n_m ()

gdzie Bl, B2, B3, B4 pewne stałe.
Ze względu na szczególną postać transformaty (w mianowniku występuje

tylko czwarta potęga dwumianu (s- 1)) możemy sobie ułatwić vvyznaczenie
współczynników B,, B2, B3, B4 , dokonując rozkładu licznika P(s)= sz +7 na
potęgi dwumianu (s -1). Mamy więc następujący wzór

s2+7=(s-1)2+2(S-1)+8 (2)
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Uwzględniając powyższy wynik po prawej stronie transformaty F (s) otrzyma-
my

sz +7 _ (s-1)2 +2(s-l)+8

(S-1)” (S-lt '
a stąd mamy

2 7 1 2 8F(s)- S + - + + (3)
(S 1)4 (S 1)2 (S If (S 1)4

Dalej postępujemy według schematu podanego w poprzednim zadaniu.
Stosując do obu stron równości (3) przekształcenie Ľ' i korzystając z jego

liniowości otrzymamy

_, _ _, 1 _ 2 _ 8 _
L [F(S)]`L l(s_1)2 (s_1)~* (s_1)2j

_| 1 _| l _| 1lwim lS‹*;fY›-11+” lmi*
Następnie stosujemy wzór (4.2.7) kolejno dlaj = 1, 2, 3 (lub korzystamy z ta-
blicy 2 umieszczonej w Dodatku) i po przekształceniach otrzymamy ostatecznie

, 4f(r)=1(r)[te'+t2e +šr3e'], re R (4)

lub piszemy w postaci

f(t)=re'+r2e'+Ŝt3e', t20.

U w a g a . Proponuję Czytelnikowi wyznaczenie współczynników B, , i=1,2,3,4
w rozkładzie (1) metodą współczynników nieoznaczonych (lub metodą wartości
dowolnych) w celu potwierdzenia prawdziwości rozkładu (3).

b)
1. Zauważmy, że transformata G(s) jest funkcją wymierną właściwą, której

mianownik ma podwójne pierwiastki zespolone sprzężone (przypadek A<0).

2. Dokonując rozkładu tej funkcji na sumę ułamków prostych drugiego rodza-
ju, tj. zgodnie ze wzorem (4.2.14) mamy

3_ 2_s 3s 23_A.s+B+Cs+D (5)

(S2+1) S +1 (s2+1)2
gdzie A, B, C, D współczynniki, które należy wyznaczyć.
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3. Mnożymy obustronnie (5) przez wspólny mianownik i otrzymujemy tożsa-
mość

S-2-382-3z(A.‹+B)(.‹2+1)+C.‹+D (6)
Porównujemy współczynniki przy odpowiednich potęgach s i wyznaczamy:

A=1, B:-3, C=~1, D=0 (7)

4. Uwzględniając wynik (7) w rozkładzie (5) mamy

s3-3s2-3_ s-3_ s

(S2 +1)2 S2 +1 (S2 +1)2
iostatecznie

G _ s _ 3 _ s 8
(S) s2+l s2+l (s2+1)2 ()

5. Do obu stron (8) wykonujemy transformację odwrotną i korzystamy z jej
liniowości

__ [G(S)]_ _/_|ls2s+1 _ s23+1_(s2Í„1)2j_

=f1fi2S11.Sf-+11›ßS"l1.-;›-1
6. Z tablicy 2 zarnieszczonej W Dodatku odczytujemy transformaty odwrotne

i otrzymujemy

g(t): [cost -3sint-%tsintj- I(t), t e R.

I

4.3. Metoda residuów

Obecnie omówimy metodę wyznaczania oryginału opartą na twierdzeniu
oresiduach zastosowanym do obliczania całki funkcji zmiennej zespolonej
danej wzorem (1.4.3), określającym odwrotną transformatę Laplace'a. Stąd
metoda ta nazwana jest metodą residuów. Jest to najbardziej ogólna metoda
oparta na znanym z teorii funkcji analitycznych twierdzeniu Jordana (zob. [12])
i ma zastosowanie do szerszej klasy transformat obejmującej oprócz funkcji
wymiernych, także niektóre inne typy funkcji. Metodę residuów omówimy tyl-
ko dla szczególnego przypadku, gdy transformata F(s) jest funkcją wymierną
właściwą.
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Twierdzenie 4.3.1. Jeżeli funkcja wymierna F(s) zmiennej zespolonej s jest
transformatą oryginału f(t), przy czym F(s) jest funkcją holomorficzną na całej
płaszczyźnie zespolonej s z wyjątkiem punków sk, k = 1, 2, n, które są biegu-
namifunkcji F(s) orazjejjedynymi punktami osobliwymi, to oryginałfunkcji f(t)
dany jest wzorem

3

ƒ(z)= L'1[1~¬(.‹)]= 2 r@.‹[F(s)- e~“l, z> 0 (4.3.1)
k=l S=Sk

Symbol res G(s) oznacza residuum funkcji zespolonej G(s) zmiennej zespolonej
S=.\`k

s w punkcie osobliwym sk.

Uwaga 4.3.1. Jeżeli funkcja F(s) ma nieskończenie wiele biegunów odosob-
nionych, tj. takich, że w otoczeniu każdego bieguna nie ma innych biegunów
oraz funkcja F(s) nie ma punktów istotnie osobliwych, to wzór (4.3.1) przyj-
muje postać szeregu nieskończonego

f(„)= L-'[1=(..)]= 2 „..[z‹¬(..)..S'] (4.3.2)
k_ls=s¿.

Można vvykazać, że szereg ten jest zbieżny [1, 13].

Uwaga 4.3.2. Jeżeli funkcja F(s) jest funkcją wymiemą właściwą o współ-
czynnikach rzeczywistych i liczba zespolona sk jest biegunem funkcji F(s), to
również liczba sprzężona šk jest biegunem funkcji F(s). Wtedy prawdziwy jest
następujący wzór:

res [F(s) es' 1+ res lF(s)- e`" l= 2Re[ res F(s)- e`":| (4.3.3)
v¿ 8' s'¿s=. _ s=s¿_ .=. .

gdzie Re[G(s)] - oznacza część rzeczywistą pewnego vvyrażenia zespolonego
G(s) = F(s)-e”.

Wzór (4.3.3) ma duże znacznie praktyczne, gdyż skraca obliczenia. Jak za-
uważamy, aby znależć sumę residuów w punktach osobliwych sk i sk, wystar-
czy wyznaczyć część rzeczywistą residuum F(s)-el' w jednym z tych punktów,
a następnie pomnożyć ją przez 2.

Uwaga 4.3.3. Przypominamy wzory na obliczanie residuum funkcji zespo-
lonej w punktach osobliwych:
l° Jeżeli so jest biegunemjednokrotnym funkcji zespolonej G(s), to

res G(s)= lim [(s - s G(s)] (4.3.4)O
.Y=X0 S -') .YO
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2° Jeżeli so jest biegunem k-krotnym funkcji zespolonej G(s), to

k-1

tej G(S) = (Ű lim LH [(5 _ S0 )* -G(s)] (4.35)
.\`=.` -1 ! S'"'›S0 _

Przykład 4.6. Stosując Wzór (4.3.1) Wyznaczyć transformaty odwrotne funkcji

1.1 z=(..)=s+a, 1.) F(.~)=¿ä.

Rozwiązanie.
. . _ _ .. 1a) Ponieważ s = a jest biegunem pojedynczym funkcji F(s)= Z, to na

s - a
podstawie wzoru (4.3.1) i (4.3.4) mamy

f(t)= L`l[--1j= res[-I -e" }= limj(s - a)_-1 -ellj = e“'.
S161 .\`=U S*-')U

b) Ponieważ s, =-3i, sz =-I-31' są biegunami pojedynczymi funkcji

F(s) = to na podstawie wzoru (4.3.1) i (4.3.4) mamy
S +

_ 1 1 1 _, _
21'): L = Ę 'l'

1 1: ' SI SI :

.lĹ'ÍŠ.~l(s+ ')(s-3¿)(s+3t)e j+.Ĺ›"Ŝ.-l(s l)(s-3¿)(.‹+3¿)e j
. est I est 1 _ _ I _ 1 e3t1 _e-311 1 _

= lim i„+ lim i_=%e 3" +-_e3" =--_--_-=-s1n3t
.v-›-31 s - 31 .Y-›3i s + 31 - 61 61 3 21 3

(skorzystaliśmy ze wzoru 2.1.6).

Zatem ' ƒ(t)=šsin 3t dla t 2 0 (1)

U W a g a. Zauważmy, że jeśli skorzystamy z uwagi 4.3.2, to zadanie nasze
znacznie się uprości. Ponieważ s, =-3i i sz =3i są biegunami sprzężonymi

i zarazem jedynymi punktami osobliwyrni funkcji F(s)= Ÿl`9', to zgodnie ze
S +

wzorem (4.3.1) i (4.3.3)
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fQ)=L*l;§:šj=2R%_§Ĺ;å:šaŸH (m

Korzystając z wcześniejszych obliczeń oraz ze wzoru Eulera mamy

res 2;e"" =i_e3" =-I-_(cos3t+isin3t)=l(sin3t-icos3t).
S=3" 5 +9 61 61 6

Uwzględniając otrzymany Wynik We wzorze (2) otrzymamy

f(t)= 2Re[%(sin 3t -icos 3t):| = 2 - -åsin 3t = åsin 3t,

co jest zgodne z wynikiem (1).
I

Przykład 4.7. Metodą residuów wyznaczyć oryginał dla funkcji
2-3s+8F zi-Z.

(S) s3+4s

R o z W i ąz a n i e . Zauważmy, że funkcja F(s) jest funkcją wymierną wła-
ściwą i holomorficzną na całej płaszczyźnie zespolonej s z wyjątkiem punktów
s, = 0, sz -21, s3 = 2i W których ma bieguny jednokrotne. Zatem transfor-
matę odwrotną można wyznaczyć na podstawie wzoru (4.3.1). Mamy więc

_ 2-3 8 ,
f(t)= L = resF(s)e`" + res F(s)e`" + res F(s)e",

5 +45 s=0 s=-21 s=21

a po uwzględnieniu uwagi 4.3.2 i wzoru (4.3.3)

2 2 <1>
-`= s` +4s .-=2i s` +4s

. _ ..s2-3s+8 „ _ .Obliczamy residua funkcji -3+8 kolejno W punktach osobhwych
s + 4s

sl = 0, s3 = 2i . Korzystając ze wzoru (4.3.4) obliczamy kolejno

2 _ 2 _ 2 _ _
,es fŸ3.:Ê_Í§@-" =1ims.§__ÊÄS_+_ş_e-" = |im~Ÿ2Ä¿~*' =§e0 = 2 (2)
.1'=0 5 +45 s-›0 S' +4s s-›0 5 +4 4
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.ÍŠs~ ,M14 ei _.lÄÊ(S_2i)s(s-2i)(s+21)ei _.lĹÊ'.~ S(s+21) ei _ (3)
1 3- 211'= --+-1 e
2 4

Następnie wyznaczamy część rzeczywistą wyrażenia (3). W tym celu Wyrażenie
(3) doprowadzamy do postaci x(t)+ iy(t). Korzystając ze wzoru Eulera (2.1.5)

-ł+âi 2" = -l+łi cos2r+isin2t)=
2 4 2 4

1 3 3 1 (4)
= --cos2t --sin 2t +i -cos2t --sin 2t _

2 4 4 2

Uwzględniając (2) i (4) We wzorze (1) otrzymamy ostatecznie

oraz

sz-3s+8 ,., . sz-3s+8 ,-, sz-3s+8 ,.,
2! S

mamy

f(r)=2-cos2r-Ŝsinżt ,t>0.
I

U W a g a . Zadanie to było omawiane W przykładzie 4.2 b. Powtórzono je ze
względu na porównanie metod.

Przykład 4.8. Metodą residuów wyznaczyć oryginał f (t) = L” [F(s)], jeśli
F _ s +1 .

(S) (s+3) (s+2)3

R o z W i ą z a n i e _ Ponieważ F(s) jest funkcją wymierną właściwą oraz
holomorficzną W całej płaszczyźnie zespolonej z Wyjątkiem punktów sl =-3
(biegun pojedynczy) i sz = -2 (biegun potrójny), które sąjej jedynymi punk-
tami osobliwymi, to można stosować twierdzenie 4.3.1 o residuach. Zgodnie ze
Wzorem (4.3.1) transformatę odwrotną f (t)= L"'[F dla zadanej transfor-

maty F(s) wyznaczymy jako sumę residuów funkcji F (s)e`" W vvyżej wymie-
nionych biegunach, tj.

(I) _] S 'l" 1
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Obliczamy residuum funkcji F (s)e`” W biegunie pojedynczym s, = -3. Zgod-
nie ze Wzorem (4.3.4) mamy

s+1 _;IJ . s+1
res Ÿ--Å-e = l1m(s+3)í--_'e`"=
S=-3l(s + 3) (s + 2)3 S->-3 (s + 3) (s + 2)3 (2)

= nm _Ĺ13 -2” = 22-3'
S-)-3 (S +

Obliczamy residuum funkcji F (s) e`" W biegunie potrójnym s2 = -2. Zgodnie
ze wzorem (4.3.5) dla k = 3 mamy

2
res Ä,-es' =llimĹ2 (s+2)3¶s+13-e`" =
-*=-2 (s + 3) (s + 2)' 211->~2 ds (s + 3) (s + 2)

1. (12 s+1 ,, 1. d _,., 2 5+1=-_hm-2 Z-e =-11m- e --_zwi =
2 S->-2 ds s + 3 2 S-›-2 ds (S + 3) s + 3 (3)

=l1im e*"'- Z-_43+í4t2+t2-:s+i =-I-e`2'(-4+4t-tz):
2 “-2 (s+3) (s+3) 5+3 2

= @'2' -2+2z-1:2 .
2

Podstawiając wyniki (2) i (3) do wzoru (1) otrzymamy

fr =2e`3'- 2-2t+l12 e`2', t>O.
2

I

4.4. Twierdzenie 0 rozkładzie

Jedna z najbardziej efektywnych metod wyznaczania transformaty odwrotnej
polega na zastosowaniu tak zwanego twierdzenia o rozkładzie.

Twierdzenie 4.4.1. Jeżeli funkcja F(s)= äg gdzie P(s), Q(s) są wielomia-
s

nami zmiennej zespolonej s, przy czym:
1” stopień wielomianu P(s) jest niższy od stopnia wielomianu Q(s),

2" ułamek E jest nieskracalny,Q(s)
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3" wielomian Q(s) rozkłada się na czynniki liniowe, tzn.

Q(S)=(S-S1)(S-S2)--(S-S,.),
gdzie s1,s2,...,s„ są jednokrotnymi miejscami zerowymi mianownika, to trans-

>¬~ Qw

formata odwrotna f (t) wyraża się wzorem:

) .ƒ(z)=L-'[1‹¬(.‹)]= Í ((2; af”, z>0 (4.4.1)

Przykład 4.9. Na podstawie twierdzenia 4.4.1 wyznaczyć odwrotną transfor-
matę Laplace'a funkcji

sz - s + 3
F =í--- 1

(S) s3-2s2-5s+6 ()

R o z W i ą z a n i e . Funkcja F(s) jest funkcją wymiemą właściwą. Mianownik
ma trzy miejsca zerowe s, = -2, s2 =1, s3 = 3 , które są jednocześnie biegu-
nami jednokrotnymi funkcji zespolonej F(s). Zatem na mocy twierdzenia 4.4.1
funkcja (1) jest transformatą oryginału f(t), który Wyznaczymy ze wzoru (4.4.1).

Oznaczamy P(s)=s2 -s+3, Q(s)=s3-2s2 -5s+6.

Obliczamy pochodną Q'(s)= (si - 2s2 -5s + 6) = 3s2 - 4s - 5 , a następnie
kolej no vvyznaczamy wartości

P(-2)=9, 1 P(1)=3, P(3)=9
oraz (2)

Q'(-2)=15, Q'(1)=-6, Q'(3)=10.
Korzystamy ze wzoru (4.4.1) i uwzględniając W nim wartości (2) obliczmy
oryginał:

t-L(_-)-e_ -_e í)e3'=íe`2'+ie'+-2-e3'f“'Q'<-› Q0 <› 18 -S 10"
Zatem szukany oryginał wyraża się wzorem:

|\_)l\J

Ľ? + "`U
/-\

'-*CL
+

łQ~e`/-\
(gb)

f(t)=Ŝe_2' -ået +%e3', t > 0

I
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Uwaga 4.4.1. W zastosowaniach często jeden z biegunów funkcji F (s)=ä

jest zerem. Jeśli przyjmiemy wtedy, że F(s)=-f@- to na mocy tw. 4.4.1
5 ` Q1 (S)

oryginał f (t) = L” [F można wyrazić wzorem

f(z) = U' j-'Ĺ(í)_-j = Ĺ((-ll i,'<)@~*`^" (4.4.2)

/'\

01%

gz

+
Í[\/1=5'Qi(5) Q1(0) Sk 'Qi(5;<)

Przykład 4.10. Korzystając z uwagi 4.4.1. i wzoru (4.4.2) wyznaczyć transfor-
2

matę odwrotną f(t)=L"[F(s)],jeśli F(s) .
s` - s“- s

R o z W i ąz a n i e . Funkcja F(s) jest funkcją wymierną właściwą, przy czym
jeden z biegunów jednokrotnych jest zerem, tzn. so = O, a pozostałe bieguny
jednokrotne to sl = -2, sz = 5. Stosując się do uwagi 4.4.1 funkcję F(s) przed-
stawiamy W postaci

4s2 - 8s + 10F =
(S) slsz -3s -10)

i oznaczamy odpowiednio

P(.‹)=4.‹2-8s+1o , Q,(s)=.‹2-38-10.

Następnie obliczamy pochodną Q1 (s) = (sz - 3s -10) = 2s - 3 i wartości

P(0)= 10, P(- 2)= 42, P(5)= 70,
Q.(0)=-10. Qf(-2)=-7. QĹ(S)=7- <1)

Zgodnie ze wzorem (4.4.2)

@¬= 38\-/

_ -1 4_S2_8S 10, _ 2+ P(_2) e-21+ P(5) esz
f(t)” l.‹(S2-3.‹Í1o)j_ -2-Q,'(-2) 5-Q,'(5)

i po podstawieniu wcześniej wyznaczonych wartości (1) mamy

f(t):-l+3e'2' +2e5', t>O.
I

U W a g a _ Powyższy przykład rozwiązaliśmy W przykładzie 4.3, a teraz powtó-
rzyliśmy ze względu na porównanie metod.
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4.5. Metoda oparta na twierdzeniu Borela

Jak wspominaliśmy wcześniej w rozdziale 3, twierdzenie 3.2.1 Borela
o splocie funkcji wykorzystywane jest często do wyznaczania transformaty
odwrotnej, jeżeli transformata F(s) jest dana W postaci iloczynu transformat
F1(s) i F2(s). W tym przypadku zadanie wyznaczenia oryginału f (t) = L4 [F
sprowadza się najpierw do znalezienia transformat odwrotnych
f, (t)= L4 [Ę i f2 (t)= L4 [F2 (s)], a następnie do wyznaczenia splotu
otrzymanych oryginałów, tj.

f(f)= L" lF(S)1- L* [F1 (S)- F2 (S)1= f1(f)* f. (S) E L* [F. (S)1* U' [F.(S)1<4.5.1›
(por. uwaga 3.2.2, rozdz. 3, Wzór 3.2.2').

U W a g a . Metoda ta została zaprezentowana W podrozdziale 3.3 w przykładzie
3.10. Dla przypomnienia wyznaczania transformat odwrotnych tą metodą roz-
wiążemy przykład 4.1 l.

Przykład 4.11. Stosując twierdzenie Borela o splocie wyznaczyć oryginał f(t),
_ , _ 1jesli F(s)= -zi.

s -9

. . 1 . .R o z W 1 ą z a n 1 e _ Transformatę F(s) =Ű przedstawiamy W postaci
S Ź

1 1 1 1'l _--Å' F =i, F =i.ioczynu s_3 5+3 ioznaczamy ,(s) s_3 2(s) s+3

Ponieważ spełnione są założenia tw. Borela, to zgodnie z uwagą 3.2.2 i Wzorem
4.5.1 W rozważanym przypadku mamy

_ 1 -1 1 1 -1 1 -I 1 31 -31=L'___=L __.__._=L __›1‹L ._=-›1‹ 1
f(t) lsz-9j ls-3 s+3j lis-3j ls+3j e e ()

Z tablic transformat Laplace'a odczytujemy oryginały

f. (t)= L"[s¿3j = @2'. f.(f)=L”= 8"” <2)- s + 3

Uwzględniając związki (2) W prawej stronie wzoru (1) mamy

L-l[ 1 _ 1 _|:e31*e-31.

s-3 s+3
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Następnie z definicji splotu funkcji ze wzoru (3.1.1) obliczamy
t I

f(t): 631,”,-sz :jesz _e-3(z-r)dT = e-3zJ'e6'zd,¿_ =
0 0

:że-31je6z]::) :Ŝe-3z[e6z _1j=å(e3r _e-3z)_

Jeśli uwzględnimy, że -12-(em -e_3')= sinh3t, to szukany oryginał przyjmie

postać

f(z)=åsinh3z, 120.
I

4.6. Rozwiníęcie transformaty (obrazu) w szereg Laurenta

Twierdzenie 4.6.1. Jeżeli funkcja zespolona F(s) jest funkcją analityczną
w otoczeniu punktu s = +°° i w otoczeniu tego punktu, tj. dla |s| > R, rozwija się
w szereg Laurenta postaci

Ź[\/lt (nkPs

F(s)= _ (4.6.1)

to F(s) jest L-transformatą oryginału postaci (p(t) = 1 f(t), gdzie

Ź[\4t
f(i)= åz*-' (4.6.2)

(dowód pomijamy) [1, 13].

Uwaga 4.6.1. Twierdzenie 4.6.1 pozwala otrzymać oryginał (transformatę
odwrotną) f(t) W postaci zbieżnego szeregu potęgowego gdy znane jest rozwi-
nięcie funkcji zespolonej F(s) W szereg Laurenta (4.6.1).

Uwaga 4.6.2. Wzór (4.6.2) otrzymaliśmy formalnie, stosując odwrotne
przekształcenie Laplace'a do obu stron równości (4.6.1), przy czym po prawej
stronie tej równości, tj. do wyrazów szeregu bierzemy przekształcenie odwrotne
L 'I wyraz po wyrazie.
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Przykład 4.12. Na podstawie twierdzenia 4.6.1 wyznaczymy oryginał f (t)

odpowiadający transformacie F(s) = łcosł .
s s

R o z w i ą z a n i e . Zauważmy, że F(s) jest funkcją analityczną W otoczeniu
punktu s = +‹×›, tj. punkt s = O jest punktem istotnie osobliwym funkcji F(s)
oraz F(‹×›)= O. Funkcję tę rozwijamy W szereg Laurenta W otoczeniu punktu
s = +‹×› i na podstawie wzoru (4.6.2) Wyznaczymy jej transformatę odwrotną.

1. Korzystamy z rozwinięcia funkcji cosx W szereg potęgowy o środku
W punkcie x0 = O i promieniu r

2 4 6

cosx=1-X-+Ĺ-x_+..., |x|<r (1)
2' 41 61. 0 z

2. W zaleznosci (1) zmiennąx zastępujemy przez - i otrzymujemy rozwinię-
s

cie dla |s| > R , gdzie R = 1. Mamy Więc
r

1 1 1 1 1 1 1 1-=1- - + - - - +_, >- 2“Es 2132 4184 6186 lq r l)
3. Obie strony (2) mnożymy przez - i otrzymujemy rozwinięcie danej trans-

s
formaty W szereg Laurenta postaci:

1 1 1 1 1 1 1 1 1E-cos;--Ś--2'-3+4'-S5-6'- 7+..., |s|>R (3)
. _ . . S

4. Do obu stron (3) stosujemy przekształcenie L" i korzystając z jego linio-
wości (uwaga 4.6.2) otrzymujemy

_1 1 1 _1 1 1 1 1 1 1 1
L -cos- =L -- - , + - 5 - - 7 +---. =

s s s 2! s` 4! s' 6! s

=L" ł --1--L" Ĺ +l-L"[l -L-L"[-1-j+....
S 2l 53 4l 55 6! 57

_ . , _ 1 2 , . .Następnie stosujemy wzor L lj-,¿:T]=-ti? (por. wzor 1.4.13) i ostatecznie
S .

otrzymujemy
_ 1 1 2 1 i 4 1 1 6

fQ)_l_2r2f +4r4Ű 616Ű +”'
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Szukany oryginał przedstawia się jako suma szeregu potęgowego zbieżnego dla
if 2 O, tj.

f(f)=§(-1)" [ílflí-12" dia zzo.
1

Przykład 4.13. Na podstawie twierdzenia 4.6.1 Wyznaczyć oryginał f(t) odpo-
L

wiadający transformacie F(s) = %.
s

R 0 z W i ą z a n i e . Zauważmy, że funkcja F(s) ma dla s =O punkt istotnie
osobliwy oraz jest funkcją analityczną W otoczeniu punktu s = +°° i F (‹>‹›)= O.
Zatem funkcję tę możemy rozwinąć W szereg Laurenta W otoczeniu punktu
s =+‹><›, a jej transformatę odwrotną wyznaczymy na podstawie tw. 4.6.1 ze
wzoru (4.6.2). Stosujemy schemat rozwiązania przyjęty W przykładzie 4.12.
1. Piszemy rozwinięcie Maclaurina funkcji ex W otoczeniu x0 = O i promieniu r

,. x x2 x3z =1+-+_+-+..., |x|<z~ (1)11 21 3|

2. W zaleznosci (1) zmiennąx zastępujemy przez - i otrzymujemy rozwinię-
s

cie dla |s| > R , gdzie R = ł. Mamy więc
r

l

e~J=1+l+l~ł+-1--ł+..., |s|>R (2)
s 2! s 3! s

1
3. Obie strony (2) mnożymy przez ~\/1= , tj. przez s 2 i otrzymujemy rozwinię-

s
cie danej transformaty W szereg Laurenta postaci

l

el =1l+1, +1- 1+1- 17 +..., |s|>R (3),/Ę 5 Ê 2! Ê 3! 5
S S S S

4. Do obu stron (3) stosujemy 11'] -przekształcenie i korzystając z jego linio-
wości (patrz uwaga 4.6.2) mamy
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l
L"-eÍĹ=L"11+1_+1-1+1-1+...=\/Ę _ ; 2! 2 311

s2 sz S2 S2 (4)
_ 1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1 °°1 _ 1

:L
- - . - . - „=0ł'Ĺ. 11+-

s2 S2 S2 S2 S 2

5. Do wyrazów prawej strony (4) stosujemy wzór (13.10)

1 1*”L =Å (4.63)s ( )“*' I¬ a + 1

, 1 . . ,ktory dla a = n - 5 przyjmuje postac
l

_1 1 f"2 1 (2„)!L gdzie rí„+šj=4„?ł1'«/E (4.64)
S 2"+5 F n + - l `

Uwzględniając powyższe wyniki w (4) otrzymamy

= W 1 4"'”"f"_š = °° (2~/Ü2" (5)f(t) šşnf \/Ę.i(2„) Z (2„)!Żl*/1 å|_
Zatem szukany oryginałjest sumą szeregu potęgowego zbieżnego dla t > 0, tj.

1 °° j2~/Íf(f)=--Z ,f>0 <6)\/E „=0 (2n)!

Zauważmy, że powyższy szereg można rożpisać na sumę dwóch szeregów, tj.

»«<z¿¿;>2"_¿ »°<z¿›'¿¿<«zn«;›" W
= )1

Podstawiając za 2«/Í nową zmienną x zauważamy, że szeregi te przedstawiają
rozwinięcie funkcji ex i odpowiednio e`* w szeregi potęgowe, tzn.

ÊÍÊ/-2-_-):=e2`/7 oraz ž =e"2fl, t>O (8)
„_0 ni „_0 n!

ZM ZM
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Ponieważ å(e” + e” )= coshx , to stąd wynika, że

åiezfl +e`2`/;)= cosh 2«/Í (9)

Uwzględniając związki (7), (8), (9) w odpowiedzi (6) otrzymamy szukany ory-
ginał W postaci

1

f(t)=L"í%}=%cosh 2\/Í , t>O. (4.6.5)
S TU

4.7. Inne metody wyznaczania oryginału

Poza opisanymi metodami, w szczególnych przypadkach, stosuje się metody
oparte na twierdzeniach podanych wcześniej w rozdziale 2 przy omawianiu
własności przekształcenia Laplace'a. W podrozdziale tym na wybranych przy-
kładach przypomnimy i zaprezentujemy wyznaczanie transformat odwrotnych
w oparciu o niektóre ze znanych twierdzeń.

I. Zastosowanie twierdzenia 2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym do wyznacze-
nia transformaty odwrotnej funkcji będącej iloczynem funkcji wymiernej
i funkcji wykładniczej

Niech będzie dana transformata postaci

G(s)= F(s)» @¬"° (4.7.1)

iniech f(f)= L-' [F(s)].
Wtedy na postawie wn. 2.6.1 z twierdzenia o przesunięciu rzeczywistym ze
wzoru (2.6.4) mamy

g<f›=L“'iG<s›1=L*lF‹~‹›-«~~'°l=f‹z-'„›~1<f-4) ‹4v.2›
Zgodnie z uwagą 2.6.3, aby znaleźć transformatę odwrotną funkcji danej

w postaci iloczynu F(s)-e"`"'° należy najpierw znaleźć transformatę odwrotną
funkcji F(s), czyli funkcję f(t)-I(t), a następnie utworzyć funkcję przesuniętą
f(Í_Í0)'1(Í_f0)-
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Uwaga 4.7.1. W poprzednich zadaniach zgodnie z wcześniejszą umową nie
mnożyliśmy otrzymanego oryginału przez funkcję jednostkową, gdyż zakładali-
śmy, że f (t)= O dla t < 0. W przypadku stosowania twierdzenia o przesunię-
ciu rzeczywistym (w dziedzinie oryginału) mnożenie przez funkcję jednostkową
przesuniętą I(t - to) jest bezwzględnie konieczne, ponieważ w tym przypadku
dla t< :O funkcja I(t-t0)=O (por. uwagi 2.6.1, 2.6.2).

U w a g a . W tym przypadku nie można stosować do funkcji G(s) twierdzenia
o residuach.

Przykład 4.14. Wyznaczymy transformatę odwrotną funkcji

3-4 _. 1.»2” G1(S>=.f_Í3..Ę'@ '” G2(S>=.%9'“
R o z w i ą z a n i e . Por. przykład 2.28 w podrozdziale 2.6.
a) Szukamy transformaty odwrotnej gl (I) = L4 [G1 Transformata Gj(s) jest

. . . .. - 4 _ ..postaci (4.7.l), tzn. jest iloczynem funkcji F(s)= -7% 1 funkcji wykład-
S - S +

niczej e`2S , której obecność wskazuje, że po wyznaczeniu oryginału
f (t)= L" [F należy dokonać przesunięcia tego oryginału 0 to = 2 jednostek
w prawo. Korzystamy z przykładu 4.2 a, w którym vvyznaczyliśmy transformatę
funkcji F(s). Mamy

ƒ(z)=z"[T3-ii-j=(@' +@2'1(z) (1)
s -3s+ 2

Zatem zgodnie ze wzorem (4.7.2)
_ 3 -4 _ Yg.<f›=L 2j=f‹f-2›~1<z-2) <z›

s -3s+2

Następnie uwzględniamy (1) w zależności (2), tj. zamiast t podstawiamy
zmienną t- 2 i ostatecznie otrzymujemy

g,(z)= 8” -1(z-2)+@2<'-2) -1(z-2) (3)
K

b) transfomiatę G2(s) zapisujemy w postaci iloczynu G2 (s)= F(8)-e 41 gdzie
TC

F(s)= -Ę, a czynnik wykładniczy e 4` wskazuje na przesunięcie rzeczy-
S +

wiste oryginału o to = Š. Wyznaczymy najpierw transformatę odwrotną
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f(z)=L-'[F(s)]=L-'[-;Lj zœs 31-1(z) (4)
s +9

a następnie na podstawie wzoru (4.7.2) dla to =Š tworzymy funkcję przesu-

_ s -5' rc 11;
g2(Í)=Ĺ l[§e 4 :|=fĹÍ'-"Ãj'I[Í'-'Ę'\J

Uwzględniając funkcję pomocniczą (4) w zależności (5) (zamiast t wstawiamy

niętą

wielkość t - Š) otrzymujemy

gz‹f›=me1'(f›§)
II. Wyznaczanie oryginału gdy F(s)jest transformatą funkcji okresowej.

Niech transformata F(s) ma postać określającą transformatę funkcji okreso-
wej (por. wzory 2.7.1 + 2.7.3), tj.

F(s)= (4.73)

gdzie F.<S›=Lv.<z›1. z f.<f›={f1)' ”Ež°'TŜ.0, re O,T

Uwaga 4.7.2. Jeżeli funkcja zespolona zmiennej zespolonej F(s) ma postać
(4.7.3) oraz istnieje fr (t)=L"[FT i L"[FT (s)]=0 dlat<0 oraz t> T , to
funkcja FT(s) jest transformatą funkcji okresowej fT która w przedziale
<O,T) jest równa

fT(f)=L_]1F7"(5)11
ÍZI1 .

_ L"[F,.(s)], oszsf
fT(t)_i0 , z<0vz>T (414)
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Przykład 4.15. Sprawdzić, czy funkcja

F(s): 1_y|:1_6_` 7-S6-`:|

1-e ` s“

jest transformatą funkcji okresowej f(t), a następnie znaleźć tę funkcję i sporzą-
dzić jej wykres.

R o z w i ą z a n i e . Porównując postać (1) transformaty F(s) ze wzorem
(4.7.3) wnioskujemy, że oryginał f(t) jest funkcją okresową o okresie T= 1, zaś
funkcja, którą oznaczamy przez

1- e`” - se""Ff(s)=1s-.-- <2)
powinna przedstawiać transformatę pierwszego okresu fT (I) funkcji okresowej
f(t). Z jednoznaczności przekształcenia L" (wzór 1.4.4) istnieje transfomiata
odwrotna fr (t)= L4 [FT dana wzorem (4.7.4).

Do obu stron (2) stosujemy odwrotne przekształcenie Laplace'a

_ _ 1 1 _,. 1 _„_L 'iF.<.‹›1=L '[-.-_,-6 1 4-.
S S S

a następnie korzystając z liniowości L" -przekształcenia oraz z wniosku 2.6.1
twierdzenia o przesunięciu rzeczywistym - wzór (2.6.4) oraz z faktu, że

12" = t otrzymamy
s

ff(r)=L"' s_2j-L"E;-e¬“j-L"E-8*]=
=- )-(z-1)-1(z-1)-1(z-1).“ß 'Q Mlííl

í

Zatem na mocy wzorów (2.6.1) oraz (2.6.2) mamy

Q r<0,r>lf.<z›-{, I_ 0śr< '

A więc, funkcja F (s) jest transformatą oryginału okresowego o okresie T = 1,
przy czym f(t)=(t-n)-I(t-n) dla n śt<n+1 , rys. 4.1.



186 Metody wyznaczania transformaty odwrotnej (oryginału)

I f(t)

'Q_....____.. W________ A....______ U,___._.._.._ ¬

_ 1 ›

0

Rys. 4.1. Wykres oryginału okresowegoflt) = (t - n) - I(t - n) dla n S t < n + 1

I

III. Zastosowanie twierdzenia o całkowaniu oryginału.

Mając transformatę G(s) w postaci iloczynu ł-F(s) możemy znaleźć
s

odpowiadający jej oryginał g(t) wykonując transformację odwrotną funkcji
F(s), tj. znajdując f(t) = L`1[F(s)], a następnie scałkować otrzymaną funkcję f(t)
zmiennej rzeczywistej. W podrozdziale 2.2 w przykładzie 2.13 omówiono wy-
znaczanie oryginału na podstawie znanej transformaty W oparciu o twierdzenie
2.2.3 (0 transformacji całki). Teraz na kolejnym przykładzie przypomnimy tę
metodę.

Przykład 4.16. Stosując twierdzenie o transformacji całki vvyznaczyć oryginał

g(z)=L-'[G(.‹)], jeśli G(.‹)=s(+6).

R o z w i ą z a n i e . Przypominamy wzór (2.2.9)
I 1LiIf(f)d'vj=;-L[f(f)l <1)
0

Stąd i z jednoznaczności przekształcenia L” na podstawie wzoru (2.2.10)
mamy

g<›f>=L~'[§-F‹s>j=jf<f›df ‹z›
Aby wyznaczyć oryginał g(t) transformatę G(s) przedstawiamy w postaci
prawej strony wzoru (1)

G‹.‹›=§~§=§-Lif‹1›1 ‹3›
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gdzie

Llf(f)l= F(s)=Š <4)
Wyznaczamy najpierw transformatę odwrotną funkcji (4)

f(t): L"[-2-j = 286' , 12 0.
s - 6

Stosując obustronnie przekształcenie L" do równości (3) na mocy wzoru (2)
mamy

L4 [G(s)]= L4 - = Żjgeófdf = šieóf = -Š-(ew -1).

Zatem ostatecznie g(t) = š(e6' -1) dla t> 0.

I

Uwaga 4.7.3. W niektórych przypadkach niemożliwe jest odnalezienie trans-
fonnaty odwrotnej Laplace'a metodami przedstawionymi w tym rozdziale.
Do tych przypadków należy zastosować całkę przekształcenia odwrotnego

Å+i‹›‹›
f(t)=L jF(s)e`” ds

215 i Hm

(por. wzór 1.4.3).
Powyższa całka, jak wspominaliśmy wcześniej, obejmuje obszarem całko-

wanie płaszczyzną zespoloną. Nie jest jednak zamiarem autorki dokładne za-
głębianie się w studiowanie teorii funkcji zmiennej zespolonej. Zainteresowany
Czytelnik będzie mógł znaleźć liczne źródła, W których temat ten jest omówio-
ny dokładnie, np. [8, 12, 15, 20, 25].

Zadania do samodzielnego rozwiązania

1. Wyznaczyć oryginały f(I) = L "I [F(s odpowiadające danym transforma-
tom stosując metodę rozkładu na sumę ułamków prostych:

1 3s-58) Fit)-(._.r1)_(.:?)' bł F(S)'.T.m'
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C) F(s)=5-SŠ(b%")'-1, ‹1› F(s)=S-,(817),

e) F(s)=%f-Ê,-. D F(s)=:,-Ĺç,1__2š).

g› 1»
1) F(s)= › 1) F(s)=-“Ís-2%,

1‹› 1› Fe)-(s__ms;¬¶).

‹›› F(s)= . p) F(s)=:,Íâ).
2 2

r) S S)

(s+3)2is2 +4i, s3 +6s2 +13s,

3s+2 1tF = , F =--í-,
) (S) isz-siis2+2s+2i U) (S) s3-2s2+5s

3 2 4 3 2W) F(,)=2~*_'Ŝ§5¿7, X) F(S)=s -es +1;°›s2-10s+i2,
(s+2) (s-1)`(s +9)

4 -*+9 2+8.‹+2 -25S SY) F(s>'._nI.¶(Hr° Z) W-(.2....5)(.2.2..5)'
Stosując metodę opartą na twierdzeniu o rozkładzie (wzór - 4.4.1 lub 4.4.2)
wyznaczyć oryginał odpowiadający zadanej transformacie:

2s+1 9s-2F =-ż--, bF =-Ł--,
a) (S) sz-3s+2 ) (S) 6s2-7s-5

2 2_+3 s+2C) F(s)= , ‹1)1‹¬(.~)=-S-fĹ_Ts,:š,
2 2F = s +s-1 , F = s +3s+4 ,

e) (S) (s+2)is2-s-2Oi Ü (S) s3-3s2+2s
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2 2F _ s +12 , h F _ -2s -4 I
g) (S) s2+s (s+2)(s+3) ) (S) s4-5s2+4

Stosując metodę opartą na zastosowaniu twierdzenia o residuach wyznaczyć
oryginał:

1 1a) F(s)=í;, b) F(s)=-çÍs,ŸĹl,),

C) F(.)=¶ç+a_,_). (1) F(.)=s,L(~fç”'J-F-125.
_ 1 S _ 1

6) F(S)`‹s+1))*‹s¬-8)” Í” W (.2...2)2”
s 1g) *”

. _ s _ S _ 16
1) F(s)" <S2+l)2 1 J) F() (S2+4')_2 ›

_ s S _ 1k) F(s)-ÍHY. 1) F() -Í),
sz-4 _ s2+1

m) F(S)- 11) F(S)-s2(s_1)2›
IQ

«

1 1°> '"*')=(.Tz@' '” Fthżfi*
_ 4s-5 S S _ s ,” F1”-(:¶(m) “U “":"(..i)(.2+1)2

t) F(s)= , u) F(s)= .

Wyznaczyć transformaty odwrotne funkcji, korzystając z twierdzenia o prze-
sunięciu rzeczywistym:

32s 9 _Eç

a) F(.)=f;, 1.) F(.)=._¿(:,_¬:L9_)e 4 .
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1 _. .‹2+3.‹+15)F = d F = -22
C (S) sis2+4je ) (S) (s+2)is2+9ie

2 _ . 4 .6) )= s+ 4.1, f) F :__ -8,

S sis2+2s+2ie (S) (2S+1)2 e
4S_6 __5`. 1 _V S _2.F Ż . , .h F _:__ . Å .\,

8) (S)  @ ) (S) se +s2+1e

e~2.i- _ e-1 1_ e-10.1
Í) F(S)=_fi› J) F(S)=í.

2s - 3 _, _ 4 - eåx
k F =-:- "`, l F =í,› (S) (m),«‹.› › <1) „+4

1-e`2s 1-2s _ _,_
111) F(S)=7+-S-› 11) F(S)=¶:'1?@2.

_ w(e-ns _ e-2m) _ e-s _ se-38

0) F(s)-_ sz +002 , P) F(s)- s(s-1) i

Znaleźć oryginały następujących funkcji i przedstawić je graficznie:
1 _ ,. 1 _Sa) F(.‹)=;(1-6 2-), b) F(s)=;(1-e )2.

C) F(s)=Í:-(e""" - e`6” ), d) F(s)= sL2(1- e`5"' -5se`5"" ),

“K-\` 3 _ \'e) G(s)=s_;ç-;Te , Í) G(s)=āe 4` ,

1 5 -Ł
g) G(S)=í:2`(1"e 3' h) G(S)=:ç'ş'+_4@ 3 ›

. 8 -Ł . _,„.
1) G(S)= 6 2 , G(S)=?í_'í(1+6

Korzystając z podstawowych własności przekształcenia Laplace'a (z twier-
dzeń: o różniczkowaniu transformaty, o przesunięciu w dziedzinie obrazu,
otransformacji całki, całkowaniu transformaty itp.) wyznaczyć oryginały,
których transformaty dane są wzorami:
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s+a s+a '
a) G(s)=-(-Ł?-, b) G(s)=í-_ł?, c) G(s)=Z;--arctg[-Š),

2sa s2 -az s+5
Ó) G(S)= - C) G(S)= › Ü G(S)=1n-S-13.

H_s+5,hH_1,.H_3s+2,
g) (S) s2+6s+10 ) (S) S2-4.‹+9 1) (S) s2+4s-21
.H_ 1+7 ,kH_ 21 ,lP_1,
J) (S) s2+14s+43 ) (S) s2+3s+9 ) (S) S2-48
m) P<1)=¶_1T, H) P(s)-XŠĘ). ‹›› Pßßâ.
p) P(s)=ā;¿+¿œ-,), 1) P(s)=íSŰ),, 8) P(s)=%-

Stosując twierdzenie Borela o splocie vvyznaczyć transformaty odwrotne:

a) F<s)=@. b›F<s)=s.Ê5. C) F‹s)=(s.,-131:).
‹1›F‹s)=;¿¿fi), 6) F(s)=-(S%),. f› Fe)-Ê.
Obliczyć różnymi metodami oryginały podanych funkcji. Porównać efek-
tywność tych metod.

_ 1 s_ s+1 C s_ 1

a>F(S)'T2)* W) f‹s¬-2)” W) (.2.1)“
1 2 582 +16s+9d F =-í, F = , F =-í--.

) (S) (s-1)2 (s+2) 6) (S) si4s2 +9i f) (S) s) +4s2 +3s

Metodą rozwinięcia obrazu F (s) w szereg Laurenta wyznaczyć oryginał

f(f)=L"[F(s)l=
1' _l..)F(.)=l.1„ł, b)F(.)=l@ „>0,C)F(.)=_„Ĺ_„.-‹ ,

S S S S
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d) F(s)= , e) F(s)=%cosł, f) F(s)=%sin-L:-.

Uwaga. W przykładach e), Í) przyjąć: l" 2k +l =2 (2/‹)! 2

10.Sprawdzić, czy funkcja F(s) jest transformatą oryginału okresowego. Zna-
leźć ten oryginał i naszkicować jego wykres.

a) F(s)=-;W l+łe¬“ -352” , b) F(s)=L__,
1-e " s s s 1-e"

1 1_ -s -.Y__ -2.8' 1 1

°> F(S>=1 Í -6 Í “')F(”=:'TżF›~¬-" s+ -"
1

S'

e) F(s)=ł-il-f ,l>0, f) F(s)=-1-_-Í-1--le” -le 2.
s l+e_1" 1-e¬` sz sz s

1 1. Dowolną metodą wyznaczyć oryginał dla zadanej transformaty:
3s+1 1 1

a) F(s)= 9.‹2+6s+5° b) F(s)= 482 -9” C) F(s): s(s-2)2 9
S2-6s+3 /os-1 s2+3„‹+3

d) F(s)= só , 6) F(s)= 4s3 -3s+l, O F(s)= S(s+l)2 ,

s+2 15s+8g) '“(”=(?;7y(Sí:3)* “> F<~*>=w:í*
1 10s s+1` F = , ' F =í--, k F =-í--,

1) (S) s3js2 + 4j J) (S) s4 -s2 -6 ) (S) s4 +s3 -2s2

1 3 1
1) F(S)=Ê:8”;› m) F(S)= „fl) F(S)= ,

1 2s2+4 S2-2S+4
0) F(s)= e s S4 _SS2 9 r) 7

2s+5 _2„. 3s+l ' 1
F :-__í `, F :Å-í-i-, F = O ,

S) (S) (5+3)2 e O (S) s3 -282 +3s-6 u) (S) s3js“ -lj

= /3-1

V) F(s) s(s2 +2s+5)2 j
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Odpowiedzi:
-1 _ -21 -1: _ -r - _1. a)e e ,b) 7e` 4e , C) 4e'+'2e' 1, d)t-sint, e)t-1-%ë',

1 . 1 . _ _i)„šs1nh5t-Ešt, g) cos3t+s1n3t-e ', h)-e '(t+2)+3,

. _ . . _ 1 _ _ .1) -1-@ '+cos2t-žs1n2t, j) l+smt, k) ge '-Š-e 2'(2s1n3r+cos3t),

I) -1-e' "-le"(cos2t-3sin 2t), m) t+1-Ŝe' -âcos2t--łsin2t,
8 8 5 5 5

n) sint-cos2t, 0) 2¿9je"5'(2sin2t-5cos2t)+Sj,

1 . _ _ .
p) 512 +å(c0s4t-1), r) s1n2t-te 3', s) 2+e 3'(s1n 2t+2cos2t),

t) e' -1- e"/gin t, u) l+le'(sin2t-2cos2t),
5 10

w) -äf* +2-213 -1__7r2 +21 e`2', x)1r2e" +cos3r-sin3r,
24 3 2, Ł
_ . _ . 1 _ .y) 1+e¿' +2cost+3smt, z) e 2's1nt-še's1n2r.

5 I
9 _ __ 1 _ _

2. a) -38' +5e"', b) 83! +le 2,, c) -e' +le '+-ie 5',
,Ż, 3 4 12

<1) %(8@3' +1252' -5), e) šeí' +%e-4' -1l4e"2', fm” -86' + 2,

g) 2-L2âe" +8e`2' -še`3', h) e' -e" +e'2' -e2'.

3. a) lsinhat, b) -17(coshar-1), c) lą(sinhat-at),
a a a

d) -Z-e`4' +łt+-Ż-, e) l(2t2 -2t+l)e_' -łe`3' ,
16 4 16 8 8

_1 1 . 1 1 __f) E2-tcosœt+ž-a-Fslncot, g) -š(cost-cos2t), h) š(3te' -e' +e W),

i) å(sinr+rcosr), j) -2rcos2r+sin2r, k) årsinr,

1 2 1 . 5 , ,1) -t cos2t-_ts1n2t-:cos2t, m) tcos2t, n) 2te -2e +t+2
128 64 256
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1 _0) š[e'(2z:-1)+@ *(312 +4z+2)], p) zoshz-1-šfi,
7 1 1 . .r) [Et-šjey +šcost-ł-Z/šeslnt, 8) å(ts1nt-tcost+ œ§'Ĺ)-åe”,

t) -še"(tsint+tcost-sint), u) --Š-+2ł5e"[(2t+4)sin2t-(t-3)cos2t].

_„ ,_ł
a) e j zj -I(t-Ê), b) Iít-Ej-[1-cos3(t-:C-}+lsin3(t-EH,

2 4 4 3 4

c) -Å-[1-cos2(t-1)]-I(t-1), d) je`2("2)+sin3(t-2)]-I(t-2),

_±,_6) _[1+œS(t_4)}e~<'~4>.1(z-4), 1) zę-1).(f-1)@ 4 ”,
g) [-2(z-5)@-1'-5)+sin2(1-5)]-1(z-5), 11) cos(t-2) -1(z-2)+,Ł(¿-4),
1) 1(z-2)-s1n(z-2)-1(z-1)-sin(1-1), j) e'2' -e"2<'-'°>-1(z-10),

_ _ . 1 .1<) [2-5(f-3)]e (' 3)-1(z-3), 1) 2811121'-5s1r12[z-3-1(z-3,
m) 1-6"' +1(f-2)-[@"<'-2)-1], n) 1(z-2)-(z-2)-(1-8-2),
0) [1‹[z - zz)-1(z-211)] sin wf, p) 1(z-1)- [8-' -1]- W -1(z-3).

aj» f(z)=1(z)-1(z-2), b) f(r)=1(z)-2-1(z-1)+1(z-2),
C) f‹[z)= 1(z-1)-1(z- = z-1(z)-1(z-5)- (z-5)-5-1(z-5),
e) g'Ĺt)= I(t - 1c)-cos(t- 1:) = 3e`2("4) - I(t -4),

g) g(;)=e-2'-e'2("3)-I(r-3), h) g(r)=Źsin2 1-Í -1 r-Í ,
2 3 3

1
i) g(t)=2-I(t-š)cosš-(t--Š-j.

a) te`“', b) åt2e`“', c) il?-, d) tsinat, e) tcosat, Í) Š(e`5' -e`2'),

O\ \_/

'o. ak/

*s

0Qf¬:` fşá/ Q/

“uz
œ 53g) e`3'(cost+2sint), h) Ĺ siną/Št, i) e`2'[3cosh St-şsinh St),
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3
j) e`7' cosh«/6t, k) e EIĹZCOSÄŠ-t-Ł/žsing-\žt}, 1) ł(e4' -1),

2 3 2 4

1œ2, 1 2, 1 _ , 3
-ze +1, 11)

2/[\)›-^
Í

s) åte' -šte 2 cosşt+«/3sin--

l\) He+e

~eŠ

_5,

1 1 _2 _„ 1 1 _ 1 _0) a-2[1-(ša°t +at+l e Ä, p) 5214.1-ísinwt, r) ía-tslnhat,

1 4, 1 1 1 _¬, 5 _ ,7. - -1,b --+- +- `, - - ,a) 4(e ) ) 25 St 25e c) 2(s1nt cost+e)

1 1 . 1 " 'z
d) ---.C‹1›j4t, e) tsmt, f) Š e3 -e 3

16 16

1 '-1 .
8. a) ł-le`2', b) -+łt-le`2', c) -tcost+łs1nt,

2 2 4 2 4 2 2

d) å(@-2' +316' -ef), e) Š-ś cosåf, f) 3+@-' +@¬“'.

2 4 ‹×= 2/»

9. a) 1--Í'-+"_-...=§1(-1)*'i,(2-Y W [(2/‹)!]2
b) ž(-1)* -1--(az)'“ =J„ C) Ê(-1)*Ąz”,,F0 (k1)2 ,„_„ 1< !(„ + /<)!

Ü sinh¬/E?-sim/ZW ,

10.a) f(z)={ 1 dla 2nśt<2n+1
2 dla 2n+1śr<2n+2, neN°

b) nie, C) f(t)=l-e`("”), nśt<n+l,
d) nie f(t): I(t)+ I(t - 2)+ I(t - 4)+ (tzw. funkcja schodkowa),

cosh 2\/ít ~ cos \/Z(wf (af)“` (af)°d 1- - ...=J , ,) 22 +22-42 22-42-62+ "(01) C) ¬/E
gdzie J„ - funkcja Bessela pierwszego rodzaju.



196 Metody wyznaczania transformaty odwrotnej (oryginału)

11a)

Z

Üff=

p_A

d)-

g) _E6-r +_e2r

k) ----r+-

.Al

[\_)›_›

5 --1

M +Í§e 57

_Ź _.Ź , _í it

J||~.›Ó'\ +

ŜIUJIQ

6

e) f(z)= 1(z)-1(z -1)+ 1(z - 21)- 1(f -31)+ T = 21,
dla nśt<n+å

()
r-n-1 dla n+Ŝsr<n+1,neN, f(r)=0,r<0

0\›-ŁUJ

,_.“f

.läv-1
N

'Pn

1-d+g")

-P-31-1
H

uz

'-'ox

CD
Vø

\o:N
fß

›-

+

-lš-

wà

_ß›-Ł l\J

l

-e ýcosåt, b) 4-smhât, c) Ł--ez' +lte2',

2 1 _ _
štezt, f)-te '-r3”Źe Ć)W

Í\7_""' +

Oç›-Ł

--5-sin 2t-Í6cos2t, L) -12 +í1š(cos2t-1),

3

ÊŹÃ, j) 2c0sh\/šf-200»/žz,

+1-12-e`2', l) -ê--í1Ãe`2"-4›±igŁcos«/3t

m) -1-sin2t--sin~/71', n) -17 1-coslt-t ,
2 1: 2\1

0) l2[1-‹;‹›s1‹(z-1)]- 1(1-1), p) 2(s1nh zz-sinhz),
TC

r)t -2z'°+šz* e-', S) [2-(z-2)]e'-*"21-1(z-2),
1 1

t) e 2' -cos\/3t+¿sin«/3t, u) cosht-1--t2,`/Š 2

v) - -1- + Le" (Mt sin 2t-;ot cos 2t +8 cos 2t +1§ sin 2t).
25 200



5.
Zastosowania przekształcenia Laplace'a

Przekształcenie Laplace'a stanowi podstawę metody operatorowej, która ma
szerokie zastosowanie przy rozwiązywaniu następujących typów równań:
a) równania różniczkowe zwyczajne liniowe o stałych współczynnikach n-tego

rzędu z zadanymi warunkami początkowymi;
b) niektóre typy równań różniczkowych zwyczajnych liniowych o zmiennych

współczynnikach;
c) równania różnicowe liniowe o stałych współczynnikach;
d) niektóre typy równań różnicowych liniowych o zmiennych współczynni-

kach;
e) niektóre typy równań całkowych liniowych (typu splotowego) oraz równań

różniczkowo-całkowych liniowych;
1) równania różniczkowe cząstkowe liniowe o stałych współczynnikach dwu

zmiennych z odpowiednio sformułowanymi warunkami granicznymi;
g) niektóre typy równań różniczkowych cząstkowych liniowych o zmiennych

współczynnikach z warunkami początkowymi i z odpowiednio sformułowa-
nymi warunkami granicznymi;

h) szczególne przypadki nieliniowych równań różniczkowych zwyczajnych,
cząstkowych, różnicowych i całkowych;

i) układy równań różniczkowych zwyczajnych o stałych współczynnikach
z warunkami początkowymi.
Ponadto metody przekształceń całkowych są stosowane w wielu innych od-

rębnych zagadnieniach, np. obliczanie całek, sumowanie szeregów, itp.
Wymienione typy równań należą do najważniejszych i najczęściej występu-

jących w zastosowaniach.
Zachowanie się większości układów fizycznych (np. elektrycznych, mecha-

nicznych, hydro - i aerodynamicznych, itp.) opisuje się równaniami któregoś
z wymienionych rodzajów, pod warunkiem, że układy te, przynajmniej w pew-
nym zakresie zmian parametrów, można uważać za liniowe.

Rachunek operatorowy stał się ogólną metodą badania dynamiki układów li-
niowych, niezależnie od ich charakteru fizycznego. Wszechstronne i najpełniej-
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sze zastosowania rachunek operatorovvy znalazł w zakresie analizy obwodów
elektrycznych i teorii automatycznej regulacji.

Szerokie zastosowanie przekształceń całkowych w matematyce, fizyce
idziedzinach technicznych wynika z faktu, że pozwalają one sprowadzić roz-
wiązywanie równań różniczkowych, różnicowych, całkowych i równań im po-
krewnych do rozwiązywania równań algebraicznych, w których niewiadomymi
są obrazy szukanych funkcji równań wyjściowych. Po rozwiązaniu równania
algebraicznego (tzw. równania operatorowego lub równania dla transformaty)
iwyznaczeniu obrazu (transfomiaty) niewiadomej funkcji wykonujemy trans-
formację odwrotną Laplace'a i znajdujemy funkcję (oryginał) będąca szukanym
rozwiązaniem wyjściowego równania.

„Algebraizacja” równania różniczkowego lub całkowego polega na tym, że
uzyskane równanie operatorowe nie zawiera żadnych pochodnych i całek,
a działania operacji różniczkowania i całkowania zostają zastąpione przez pro-
ste działania algebraiczne, tj. przez mnożenie lub dzielenie. Równanie algebra-
iczne jest łatwiejsze do rozwiązania, chociaż mogą się niekiedy pojawiać trud-
ności przy obliczaniu transformaty odwrotnej.

Na schemacie (rys. 5.1) przedstawiono cykl zastosowania przekształcenia
Laplace'a do rozwiązania pewnego równania uzyskanego ż badanego problemu
fizycznego.

rozwiązanie
Pf0blCm Równanie bezpośrednie Rozwiązanie równania
fiZyCZl1y Ę problemu DI )l (problemu)

(różniczkowe, całkowe, itp.)
l"\`

"`::\` L transfonnacja L ' transfomiacja
"~"~ prosta odwrotna\ `

\ \~` \»\
\ \
Ł \¬¬_\ Równanie Rozwiązanie

operatorowe równania operatorowego
(r. algebraiczne) (wyznaczenie transformaty)

Rys. 5.1. Cykl zastosowania przekształcenia Laplace'a do rozwiązania równania
uzyskanego z badanego problemu fizycznego

Uwaga 5.1.1. Zastosowanie metody operatorowej tylko wtedy będzie miało
znaczenie praktyczne, gdy uzyskanie rozwiązania tą metodąjest prostsze i ła-
twiejsze do efektywnego wykonania niż bezpośrednie wyznaczenie rozwiązania
danego równania metodami klasycznymi bez użycia rachunku operatorowego.
Należy zaznaczyć, że zalety metod operatorowych w porównaniu z metodami
klasycznymi polegają głównie na uproszczeniu obliczeń algebraicznych, często
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bardzo uciążliwych, a także na ich ujednoliceniu. Zalety te występują tym wy-
raźniej, im bardziej skomplikowane jest rozpatrywane zadanie.

W tym rozdziale omówimy zastosowania przekształcenia Laplace'a do wy-
znaczania rozwiązań tylko niektórych typów równań.

5.1. Równania różniczkowe liniowe zwyczajne przy danych
warunkach początkowych

Rachunek operatorowy odgrywa podobną rolę przy rozwiązywaniu równań
różniczkovvych jak zastosowanie logarytmów do upraszczania rachunków nu-
merycznych. Działaniem odpowiadającym logarytmowaniu jest L-przekształ-
cenie Laplace'a, natomiast delogarytmowaniu odpowiada odwrotne przekształ-
cenie Laplace'a L". Analogię między zastosowaniem rachunku logarytmiczne-
go i operatorowego przedstawiono na rysunkach 5.2 i 5.3.

Liczby logarytmowanie logarytm liczb
a, b M log a, log b

199

×4__-____

Omówim teraz schemat zastosowania transformaci La lace'a do rozwią-Y

,._.___.___
`‹

` I

iloczyn liczb delogarytmowanie logarytm iloczynu
(iloraz liczb) Å (logmyimilorazu)

mnożenie dodawanie
(dzielenie) (odejmowanie)
bezpośrednie logarytmów

Rys. 5.2. Zastosowanie rachunku logarytmicznego

zywania równań różniczkowych liniowych.
Rozważmy równanie różniczkowe liniowe rzędu n o stałych współczynni-

kach

x(")(r)+ a„_, -x("“')(r)+ a„_2 -x("`2)(r)+ + a, -x'(t)+ ao -x(r)= f(t) (5.1.1)

gdzie stałe ai e R, i=0, 1, n -1, a f(t) jest oryginałem;
oraz warunki początkowe w postaci:

x(0+ )= xo, x'(0+ )= x, , ..., x(”")(0+ )= x„_, (5. 1 .2)

gdzie x('<>(o*)=11m x('°l(z), 1< = 0,1, 2,..,„ - 1.
I -›0"
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Równanie różniczkowe Ĺ"PrZ°kSZtał°enie Równanie operatorowe, tzw.
(z warunkami początkowymi) równanie dla transformaty

z niewiadomą funkcją x(t) X(s)=L[x(t)]

rozwiązanie przekształcenia
metodą algebraiczne

_ klasyczną
/I
Iu-111

z`\
\""

-1 .
Rozwiązanie równania: x(t). L `prZekSZtałœme Uzyskanie rozwiązania

Wyznaczenie oryginału operatorowego; wyznaczenie
X0): L4 [X(s)] transformaty X(s)

Rys. 5.3. Zastosowanie rachunku operatorowego do rozwiązywania równania różnicz-
kowego

Równanie (5.1.1) uzupełnione warunkami (5.1.2) nazywa się zagadnieniem
Cauchy 'ego lub zagadnieniem początkowym.

Zakładamy, że szukane rozwiązanie x(t) wraz z pochodnymi aż do rzędu n
włącznie spełniają warunki istnienia transformaty Laplace'a. Szukamy rozwią-
zania szczególnego x(t) równania (5.1.l) dla wartości argumentu r > 0 spełnia-
jącego warunki początkowe (5.1.2).

W celu znalezienia rozwiązania postawionego zadania metodą operatorową
dokonujemy transformacji Laplace'a do obu stron równania (5.l.l) oraz korzy-
stamy z liniowości L-przekształcenia (wzór (2.1.3)) i otrzymujemy

L[x(")(r)j+ a„_,L[x("`*)(r)j+ + a,L[x'(r)]+ a0L[x(r)]= L[f(t)] (5.l.3)

Oznaczamy obrazy funkcji x(t) i f(t) odpowiednio przez X (s)=L[x(t)] oraz
F(s)=L[f(t)]. Stosując następnie wzory (2.2.1) i (2.2.4) z twierdzeń 2.2.1
i2.2.2 0 różniczkowaniu olyginału oraz uwzględniając warunki początkowe
(5.1.2) mamy kolejno

L[x'(t)j= s - X(s)- x0

L[x"(t)]= sz - X(s)- s - x0 - x,
............................................... .. (514)
Llx("`l)(t)j= s"" - X(s)- s"`2 -x0 - - s ' x„__, - x„_2

L[x(")(t)j= s" - X(s)- s”`1-x0 - s"`2x,...- s - x„_2 - x„_,
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Uwzględniamy następnie zależności (5.1.4) po lewej stronie wzoru (5.1.3),
anastępnie po przekształceniach i uporządkowaniu otrzymujemy następujące
równanie algebraiczne

M(.‹)-x(.‹)-W(.‹)=F(.‹), (5.1.5)
gdzie

M(s)=s"+a„_, -s"" +...+a, ~s+a0 (5.l.6)

jest wielomianem charakterystycznym równania liniowego jednorodnego, a
_ n-1 n-2W(s)- s -x0 +s -(xl +a„_, -x0)+...+s (x„_2 +a„_2 -x„_3 +...+a2 'x0)+

+ (x„_, +a„_, -x„_2 +...+al ~x0) (5.1.7)

jest wielomianem zmiennej zespolonej s stopnia n - l.
Równanie algebraiczne (5.1.5) jest równaniem pomocniczym dla równania

różniczkowego (5.1.1) z układem warunków początkowych (5.1.2) i nazywamy
go równaniem operatorowym (lub równaniem tworzącym). Niewiadomą
w równaniu (5.1.5) jest transformata Laplace'a X (s)=L[x(t)] szukanego roz-
wiązania x(t).

Rozwiązując równanie operatorowe (5.l.5) względem transformaty X(s)
otrzymamy rozwiązanie operatorowe, które ma postać

x(s)= (5.1.8)

Zauważmy, że przy zerovvych warunkach początkowych (5.1.2) mamy
W(s) E O i wtedy lewa strona równania (5. 1 .5) przyjmuje prostą postać

M(s)' X(s)= (s" +a„_, -s"`] + +a, -s+a0)- X(s),

do której można łatwo dojść zamieniając w wyrażeniu (5.1.1) operator różnicz-
N

kowania 3-„na czynnik s" i wyłączając funkcję X (sj poza nawias. W tym
t

przypadku rozwiązanie operatorowe (5.1.8) przyjmuje postać
F(S)X =Z 5.1.9(S) M (S) ‹ ›

Wykonując następnie transformację odwrotną Laplace'a do obu stron (5.1.8) lub
(5.1.9) przechodzimy do oryginałów i znajdujemy rozwiązanie szczególne x(t)
równania różniczkowego (5.1.1) przy warunkach początkowych (5.1.2).
Funkcja

x(z)= L-' [X (s)] (5.1.10)
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jest jedynym szukanym rozwiązaniem równania (5.1.1), które spełnia warunki
początkowe (5.1.2). Prawa strona równania operatorowego (5.1.8) jest zazwy-
czaj funkcją wymiemą właściwą. Aby ułatwić posługiwanie się tablicami obra-
zów (transformat), należy rozłożyć prawą stronę równania (5.l.8) na ułamki
proste. Możemy też stosować inne metody wyznaczania olyginału x(t) omówio-
ne w rozdziale 4, np. metodę opartą na twierdzeniu 4.4.1 o rozkładzie (wzór
4.4.1) lub metodę opartą na twierdzeniu 4.3.1 o residuach (wzór 4.3.1).

Uwaga 5.1.2. Oryginał x(t) może nie spełniać równania (5.l.l) w pewnych
punktach izolowanych, co nie przeszkadza, że nazywamy go rozwiązaniem tego

, .

I`OWnaI11a.

Często się zdarza, że oryginał f(t) na przedziale (O, +‹×›) jest identyczny
z pewną funkcją g(t) będącą sumą szeregu potęgowego zbieżnego na zbiorze R
(np. oryginał f(t)=1(t)sin at i funkcja g(t)=sin at). W tym przypadku roz-
wiązanie równania (5.l.1) z warunkami (5.l.2) otrzymane metodą operatorową
jest identyczne na przedziale (O, +‹×›) z rozwiązaniem tego równania uzyskanym
metodą klasyczną z prawą stroną f(t) = g(t) i warunkami początkovvymi postaci

xmfiüzą dm k=oL„n-1 (51n)
Natomiast na przedziale (-‹×›, 0) te dwa rozwiązania są na ogół różne.

Zwróćmy uwagę, że rozwiązując metodą klasyczną .równanie (5.1.1), gdy
f = g z warunkami (5. 1.1 1) przyjmujemy, że funkcje pochodne

f“0)mak=oL„n-1 (5Lm)
są ciągłe dla t=0 i wówczas warunki (5.1.2) i (5.1.11) są równoważne.
W przypadku zaś stosowania metody operatorowej funkcje pochodne (5.1.12)
mogą nie być określone w punkcie t=0. Dlatego w zadaniach rozwiązywa-
nych metodą operatorową podaje się warunki początkowe postaci (5. 1 .2) [5,24].

Praktyczne znaczenie zastosowania przekształcenia Laplace'a przy rozwią-
zywaniu równania różniczkowego polega na tym, że:
1° obojętne jest czy dane równanie różniczkowe jest jednorodne, czy też nie-

jednorodne;
2° metoda ta daje od razu rozwiązanie równania różniczkowego przy danych

warunkach początkowych;
3° obliczenia prowadzimy nie na funkcjach, lecz na ich obrazach o postaci bar-

dziej przejrzystej;
4° odwzorowane równania w przestrzeni obrazu mają prostszą postać i są na

ogół łatwiejsze do rozwiązania, niż równania wyjściowe z przestrzeni olygi-
nału.
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Jak wiemy, klasyczna metoda rozwiązywania równania (5.1.1) przy warun-
kach początkowych (5.l.2) wymaga najpierw znalezienia całki ogólnej równa-
nia jednorodnego, a następnie całki szczególnej równania niejednorodnego,
a potem takiego doboru dowolnych stałych C1, C2, ..., C„ występujących w całce
ogólnej równania niejednorodnego, aby spełnione były dane warunki począt-
kowe. Dla równań różniczkowych rzędu wyższego niż pierwszy prowadzi to na
ogół do uciążliwych rachunków.

Rozpatrzymy kilka przykładów znajdowania rozwiązań szczególnych rów-
nań różniczkowych metodą operatorową w oparciu o przekształcenie Laplace'a.

Przykład 5.1. Metodą operatorową rozwiązać zagadnienie Cauchy'ego dla
równania różniczkowego:

Ś/E-2x(t)=5cost,t>O (1)
di

z warunkiem początkowym x(0+ )= 0.

R o z w i ąz a n i e . Szukamy oryginału x(t) i zakładamy, że istnieje jego
obraz X (s)= L[x(t)].

1. Do obu stron (1) stosujemy a'
transformację Laplace'a L Ź` 2x(t ) = Lls C05 I]

2. Korzystamy z liniowości dy
przekształcenia Laplace'a Llā _ 2L[x(t = 5L[C°Stł

3. Ze wzoru (2.2.1), z uwzględnie- __ 5
niem warunku początkowego SX (s)_ 2X (S) _ 5 S2 +1
i ze wzoru na transformatę cost

4. Uzyskujemy równanie operatorowe (S _ 2)X (S) :_Å
względem transformaty X (S) sz +1

- - 5s_ Wyznaczamy rozwiązanie X (5) = (2)
operatorowe X (s) (S _ 2152 +1)

6. Prawą stronę (2) rozkładamy X(s): 2 _ 2 25 + 21 (3)
na ułamki proste 5 _ 2 S +1 S +1

5

7. Do obu stron (3) stosujemy L-1[X(s)]=L-1[ 2 _2 25 + 21 j
przekształcenie L4 8-2 S +1 S +1
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8. Korzystamy z liniowości L" [X = 2L"'[Ĺ] -2L"'[,lj + L_'[-,lij
s - 2 s' +1 s +1

9. W f .„dÍ„í'Ê,ÍÊŹa1`Êl.ŁÍ`åĹ1Z”nÍ`Íty ›‹<f›- 2-2'~1‹z›-20081-1‹f›+S1nz~zo. [ER
rozwiązanie

Rozwiązując równanie metodą operatorową interesuje nas rozwiązanie tylko
na przedziale (0, +=×›), zatem szukane rozwiązanie szczególne równania (1)
z zadanym warunkiem początkowym ma postać

x(t)= 2e2' -2cost+sint dla t>O
I

Przykład 5.2. Metodą operatorową rozwiązać zagadnienie początkowe
Cauchy'ego dla równania różniczkowego liniowego rzędu drugiego:

2
%-y=1(z)~1(z-3), y(0+)=o, y'(o*)=-2 (1)

R o z w i ąz a n i e . Zakładamy, że funkcja y = y(t) jest rozwiązaniem zagad-
nienia (1), oraz że istnieje L[y(t)]= Y(s).

1. Do obu stron równania (1) stosujemy transformację Laplace'a

Lb' - yl= L[1(f)- 1(r - 3)] .
2. Korzystamy z liniowości przekształcenia Laplace'a

Ll››”]- Lbl= L[1(f)l- Ll1(r - 3)] <2)
3. Ze wzoru (2.2.6) wyznaczamy transformatę drugiej pochodnej

L[y"]= sz - Y(s)- s- y(0+ )- y'(0+ j, uwzględniamy warunki początkowe
oraz obliczamy pozostałe transformaty

sz -Y(s)+ 2 - Y(s)=l-lew
s s

4. Otrzymujemy równanie operatorowe względem transformaty Y(s)
1 l _ ,.(S2 -1)~Y(.‹)=-2+---e 3* (3)
s s

5. Rozwiązujemy równanie (3), tj. wyznaczamy transformatę (obraz)

Y(s)=_s22-1+slsł-1j_s(sĘ-ljeąs (4)
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6. Do obu stron (4) wykonujemy odwrotną transformację Laplace'a i z prze-
strzeni obrazu wracamy do rozwiązania y(t): L`1 [Y w przestrzeni ory-
ginału. Korzystamy z liniowości L4-przekształcenia i otrzymujemy

7. Wyznaczamy kolejno transformaty odwrotne (najczęściej korzystamy z ta-
blicy 2 zamieszczonej w Dodatku lub z dowolnej znanej nam metody).

Mamy więc, L`1[2;lj=1(t)- sinht. Zauważmy następnie, że wyrażenie
s Ż

1 . , . 1 s 1można zapisac w postaci = - , zatem
sls2 -ll s(s2 -lj sz -1 S

Ľ' = L" - L"=(cosht-1)- I(t).

Trzecią transformatę odwrotną we wzorze (5) obliczymy z twierdzenia
o przesunięciu rzeczywistym, na co wskazuje obecność czynnika e`3"'. Zatem
ze wzoru (2.6.3) (patrz uwaga 2.6.3 oraz por. przykład 2.28) mamy

rr' = [‹;‹›Sh(z _ 3)- 1]~ 1(z - 3)
Uwzględniając powyższe wyniki w (5) otrzymujemy rozwiązanie zagadnie-

nia (1)
y(1)= (- 2slnl1z+ c0shz-1)-1(z)-[c0sŁ(t- 3)-1]-1(z _ 3), z e R.

Przykład 5.3. Metodą operatorową rozwiązać równania różniczkowe liniowe
trzeciego rzędu z zadanymi warunkami początkowymi

a) x^'(z)-x'(z)=o, x(0+)=3, x'(0+)=2, x'(0+)=1 (1)

b) x"'(z)-x(z)=16e¬*', x(0+)=0, x'(o*)=1, x'(0+)=-2 (2)

R o z w i ąz a n i e . a) Zakładamy, że funkcja x(t) jest szukanym rozwiąza-
niem zagadnienia (1) oraz istnieje L[x(t)]= X W celu uzyskania rozwiąza-
nia metodą operatorową postępujemy analogicznie jak w przykładzie 5.1.

1. Do obu stron równania (1) stosu- ,, , _
jemy transformację Laplace'a Llx 0)- x (t)]` Lłoł



206 Zastosowania przekształcenia Laplace 'a

2' Li›‹'<1›1- ßi›‹'‹'›1- ‹›
3. St " ' 2.2.4

uvlfāgllāāllaízyfohvíirunkl :il-;Zzątkowe S3X (S) _ 332 _ 25 _ 1 _ SX (S) + 3 _ O
4. Uzyskujemy równanie operatoro- 3 _ 2

we względem transformaty X(s) (S _ s)X (S) _ 35 + 28 _ 2
5. Wyznaczamy rozwiązanie opera- 352 + 2; _ 2

torowe X(s) X (S) _ (3)

6. Prawą stronę (3) rozkładamy na 2 3 1 1 1. X = _ __ _ _._ 4ułamki proste (4.2.3) (5) S + 2 s_1 2 3+1 ( )

7. Do obu stron (4) stosujemy L_, [X (s)]_ L_, 2 + 3 1 _ 1 1
przekształcenie [Í] s 2 s -1 2 s +1

_| 1 3 _, 1 1 _, 18. Korzystamyzliniowości =2L _ + L _ L
s 2 s-1 2 s+1

9. Wyznaczamy transformaty . x(t)= 2+łe1_le-1 _I(t) ,te R
odwrotne 1 otrzymujemy oryginał 2 2

Szukane rozwiązanie szczególne równania (1) z zadanymi warunkami począt-
kowymi ma postać

1 _x(z)= 2+łe' --e' dla r>0.
2 2

b) Zakładamy, że oryginał x(t) jest rozwiązaniem zagadnienia (2) i istnieje jego
obraz L[x(t)]= X
Do obu stron równania (2) stosujemy przekształcenie Laplace'a i korzystając
z jego liniowości otrzymamy

L[,."(i)]_2[„(i)1=1621.-1] <5)
W myśl wzoru (2.2.4) wyznaczamy transformatę pochodnej trzeciego rzędu
i uwzględniamy podane warunki początkowe

L[x"(t)]= s) - X(s)- s2 'x(0+ j- s - x'(0+ )- x"(0+ )= S3 'X(s)- s + 2 (6)

_ 1 . . . , _Z faktu, że Lle 3'j=7 oraz uwzględniając wynik (6) w rownaniu (5) otrzy-
s +

mamy równanie operatorowe
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sß.X(.)_.+z+›‹(i)=i,
s+3

które po uporządkowaniu przyjmuje postać

sz + s + 10
(53`1)'X(S)=T (7)

Rozwiązaniem równania operatorowego (7) jest transformata (obraz)
2s +s+10X(~°>*‹T¬f5(fT1) <8)

Wykonując następnie transformację odwrotną do obu stron (8) od obrazu prze-
chodzimy do oryginału x(t)= L" [X Ponieważ X (s) jest funkcją wymierną
właściwą, to prawą stronę wzoru (8) rozkładamy na sumę ułamków prostych
postaci (por. wzory 4.2.3 i 4.2.8)

s2+s+l0 : s2+s+10 _ A + B + Cs+D (9)
(s+3)(s3-1) (s+3)(s-l)(s2+s+1j 5+3 S-l s2+s+1

Aby wyznaczyć współczynniki A, B, C, D mnożymy obie strony (9) przez
wspólny mianownik i otrzymujemy tożsamość

S2 +s+1ozA(.‹3 -1)+ ß(s+3)(.ę2 +s+1)+(C.‹+D)(.‹+3)(s-1).

Znanym sobie sposobem wyznaczamy współczynniki A = -Ś , B = 1,

3 15 _ . _ _ .C = -7, D = -7 1 po uwzględnieniu ich w rozkładzie (9) otrzymamy

4 1 + 1 1 3s+l5 (10)X :_ . _ .
(S) 7 s+3 s-1 7 s2+s+1

Mianownik trzeciego ułamka po prawej stronie wzoru (10) doprowadzamy do
postaci kanonicznej i następnie przekształcamy go do postaci, z której łatwojest
wyznaczyć transformaty odwrotne (por. przykład 4.4). Ostatecznie otrzymamy
następujący rozkład transformaty (8)

i Ĺ4 i 1 3 8+ 9«/3
X(s)__7. +s l_ -(s+å)Ŝ+__ 7 -(s+;2)2 (11)s+3 - 7 _ _ _

-J=-.›› +
-l'¦~'¬››
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Do obu stron (1 1) stosujemy przekształcenie odwrotne Laplace'a i korzysta-
jąc z jego liniowości mamy

-złiX‹-›1--2-Palai--1.1.1-ż-~1....;;ž.,1+17 <~‹+i>2+-2 '
a następnie z tablic transformat odczytujemy transformaty odwrotne (lub do
trzeciego i czwartego ułamka prawej strony równania (1 1) stosujemy twierdze-

nie 2.5.l - por. wzory (4.2.11) zastosowane dla ot =š i ß = lg- ).

Ostatecznie otrzymujelny rozwiązanie
l l

x(t)=-źe* +e' -Ŝe 5 cosfit-Êe 5 sinfít dla t>O.
7 7 2 7 2

I

Nie należy sądzić, że metody operatorowe pozwalają znaleźć tylko rozwią-
zania szczególne równań różniczkowych. Metodą operatorową można również
posłużyć się do uzyskania rozwiązania ogólnego równania różniczkowego li-
niowego. W tym celu należy traktować wartości określone warunkami począt-
kowymi jako dowolne stałe, które wejdą do końcowego rozwiązania. Zilustru-
jemy to na następującym przykładzie.

Przykład 5.4. Wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania

(12 .-7x+k2~x(t)=a-sinkt (1)
dr

gdzie k - pewna stała dodatnia, a - dowolna stała.

R o z w i ąz a n i e . Szukamy x(t). Zakładamy, że x(t) jest oryginałem
i oznaczamy jego obraz przez X (s)= L[x(t)]. Aby uzyskać rozwiązanie ogólne
równania (1), za warunki początkowe przyjmujemy odpowiednio wartości

x(o* )= c,, x'(0* )= C, (2)
dla dowolnych stałych C, i C2.
Do równania (1) stosujemy obustronnie przekształcenie Laplace'a

2
Lj-¿:7t2ł+ kz -x(t)} = Lla - sin kt] ,
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korzystamy z jego liniowości
2

L[“Ĺ'1_fj+ /<2 -L[x(z)]= iz-L[sin1‹f] ,
I

a następnie stosujemy twierdzenie o różniczkowaniu (wzór 2.2.4), uwzględnia-
my warunki początkowe (2) oraz odczytujemy z tablic transformatę prawej
strony i otrzymujemy równanie algebraiczne z niewiadomą funkcją X(s)

2 2 a ' ksXs -Cs-C +kXs =---.( ł l 2 ( ) S2 + kz

Po uporządkowaniu równanie operatorowe przyjmie postaci
-k(s2+1‹2)X(.‹)=_Ê-7+c,.‹+c, (3)

s +k

a stąd dzieląc obie strony równania (3) przez sz + k2 , wyznaczamy
a 'k s 1

X = +Cí-+Cí 4
(S) ls2+k2j2 ls2+k2 2s2+k2 ()

Aby ułatwić posługiwanie się tablicami transformat, pierwszy ułamek lewej
strony (4) przekształcamy do postaci

A a-k, _a-k_(k2-s2)+(s,2+k2j_ a kz-s2, + 1
(s2+/‹2)2 _2/<2 (s2+1‹2)2 `2/< ls2+1<2)2 12+/<2

Uwzględniając ten wynik w (4) otrzymamy
k2-sz 1 s 1X = “ - +c -_ C -__ 5(S) 21‹l(.‹2+1‹2)2+.‹2+1<2j ' s2+1<2+ 2 s2+1‹2 U

Następnie do obu stron (5) stosujemy odwrotną transformację Laplace'a
i uwzględniając jej liniowość z przestrzeni obrazu wracamy ponownie do prze-
strzeni oryginałów. Mamy zatem .1-21‹ (.‹2+1‹ .‹ +1<

1+8 2-' ¿j+c..2-'[_j.
I l:s2+k2 " s2+k2

Z tablic odczytujemy transformaty odwrotne i otrzymamy rozwiązanie ogólne
równania różniczkowego (1) wyrażające się wzorem

x(z)=i -zœs/<z+lSin1<z +c,‹>0s1<i+Ê2-ginie diaz>o. (6)21< /‹ 1<
I
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U w a g a . Ponieważ C, i C2 są wartościami początkowymi funkcji x(t) ijej
pochodnej x'(r), gdy warunki początkowe dane są dla t = 0, więc z otrzymane-
go rozwiązania ogólnego (6) można uzyskać odpowiednie rozwiązania szcze-
gólne bez konieczności rozwiązywania układu równań algebraicznych dla uzy-
skania waitości C, i C2. W tym celu podstawiamy dane warunki początkowe
1 mamy

x(0¬“ )= X0 = C, 1 x'(0+ )= X, = C, _
Często zachodzi potrzeba przyjęcia warunków początkowych w punkcie

t = to ± O. Wówczas konieczne jest rozwiązanie układu równań algebraicznych
dla wyznaczenia stałych.

Za pomocą splotu (3.1.1) lub całki Duhamela (3.3.1) i stosując tw. Borela
o splocie można w dogodny sposób przedstawić rozwiązania równań różnicz-
kovvych zwłaszcza W tych przypadkach, gdy funkcja f(t) (tzw. funkcja wymu-
szająca) stojąca po prawej stronie w równaniu (5.l.l) nie jest bliżej określona.

Przykład 5.5. Przedstawić w postaci splotu rozwiązanie x(t) danego równania
różniczkowego, przy założeniu, że f(t) jest dowolnym oryginałem i warunki
początkowe są z góry określone

3) x'(z)+z„(f)= f(t), x(‹>+)=z <1)
b) x”(z)- 4x'(z)+13x(z)= f(z), x(0* )= x'(0* )= 0 (2)

R o z w i ąz a n i e _ a) Rozwiązanie równania (1) zależy od funkcjif(t). Z za-
łożenia f(t) jest oryginałem, więc na podstawie tw. 1.2.2 oryginały są beż-
względnie transformowalne, tj. istnieje transformata F(s) = L[ƒ(t)]. Zakładamy
również, że istnieje rozwiązanie x(t) bezwzględnie transformowalne, tj. L[x(t)]
= X(s). Aby rozwiązać równanie metodą operatorową do obu stron równania (1)
stosujemy L-przekształcenie

L[›‹'(f)+ 2›‹(f)]= L[f(f)] <3)
Korzystamy z liniowości L-przekształcenia, a następnie ze wzoru (2.2.1) obli-
czamy transformatę pochodnej i uwzględniając warunek początkowy otrzyma-
my równanie algebraiczne

S- X(s)-3+ 2X(_‹)= F(s).
Po uporządkowaniu (s + 2)- X (s)= F(s)+ 3,
a stąd wyznaczamy rozwiązanie operatorowe
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Następnie wyznaczamy rozwiązanie x(t)= L” [X W tym celu do obu stron
równania (4) stosujemy przekształcenie odwrotne L” i korzystając z jego linio-
wości otrzymamy

Le' [›‹‹s›1=f1[F‹~‹›-±j+ßf' [~1_] <s›s+2 s+2

_ _ 1 .Ponieważ Lle 2'j=í oraz na podstawie tw. Borela - wzór (3.2.1), trans-
s +

formata splotu równa się iloczynowi transformat, tj. Llf(t)*e`2'j=
Lle 2'j, więc uwzględniając powyższe w zależności (5) otrzymujemy,

że rozwiązaniem równania jest funkcja

+

QŁÊ

Wx(z)=f(r)*e'2' +3e"2' =3e"2' '2'f(r-f)d'r, r>0

zależna od funkcji f(t).

b) Zakładamy, że L[x(t)]= X Stosujemy do obu stron równania (2) prze-
kształcenie Laplace'a, korzystamy z jego liniowości i otrzymujemy

L[x'(r)l-4Llx'(f)l+13Llx(r)l= Llf(f)l
Na podstawie wzorów (2.2.6) i (2.2.1) z twierdzenia 0 różniczkowaniu
oryginału, uwzględniając zerowe warunki początkowe oraz przyjmując
L[f(t)]=(I>(s), otrzymujemy następujące równanie operatorowe względem
transformaty X (s)

s2x(_‹)-4»X(s)+13X(s)=‹1›(.‹).
Stąd, po uporządkowaniu

(52 -4S+13)- x(s)= ‹i>(_‹) (6)
_ <I>(S)

X(s)" S2-4.‹+13 (7)
Mianownik po prawej stronie wzom (7) sprowadzamy do postaci kanonicznej
irozwiązanie operatorowe X (s) przedstawiamy w postaci następującego ilo-
czynu

›‹‹S›=_1._-‹1›‹s› ‹8›
S +(-2) 9
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Następnie do wzoru (8) stosujemy obustronnie odwrotne przekształcenie Lapla-
ce'a oraz twierdzenie Borela o splocie - wzór (3.2.2') (por. uwaga 3.2.1). Mamy
zatem

rr' [X (s)]=17'- ‹1›(S)j = åß' ›« L-' [‹1›(s)] (9)S-22+9 -2 9

PonieważL”= Ŝe” sin 3t i L” [<I>(s)]= f (I), to uwzględniając te
s - +

wyniki w (9) otrzymamy rozwiązanie równania (2)
1 .x(t)= šeż' sin 3t * f(t).

Stosując teraz definicję splotu (3.1.1) uzyskamy szukane rozwiązanie równania
(2) przy zerowych warunkach początkowych w postaci całki splotowej

I

x(z)=%jf(z-f)@2f sin 3141 , zz 0.
0

I

5.2. Układy równań różniczkowych liniowych przy danych
warunkach początkowych

Metodą operatorową można rozwiązywać układy n równań różniczkowych
liniowych zwyczajnych o stałych współczynnikach o n funkcjach niewiado-
mych x,(t), i = 1, 2, n, przy danych warunkach początkowych (tak zwane
zagadnienie Cauchy'ego lub zagadnienie początkowe dla układów równań róż-
niczkowych). Stosując do takiego układu metodę przekształcenia Laplace'a
sprowadzamy dany układ do układu równań algebraicznych liniowych, którego
niewiadomymi są transformaty Laplace'a

X1(s)=Llx1(f)l„--¬X„(s)=Llx„(f)l
szukanego rozwiązania x,(t),...,x„ Stosując wzory Cramera (lub dowolną
inną metodą) wyznaczamy X , (s),..., X „(s). Następnie wykonując transforma-
cję odwrotną Laplace'a do obrazów przechodzimy ponownie do oryginałów.
Wtedy szukane rozwiązanie układu równań różniczkowych wyraża się wzorami

x1(f)= L” [X 1 (S)l›--¬x„ (f)= U' [X „ (S)l
przy czym transformaty odwrotne L`l[X,(s)], i=1,...,n, jest najwygodniej
odczytać z tablic transformat Laplace'a.
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Schemat postępowania jest taki jak na rysunku 5.1.

Przykład 5.6. Metodą operatorową rozwiązać układ równań różniczkowych
liniowych o stałych współczynnikach

-Ĺ-Q6--2x-2y=e_2'
dl 1

źli - 3x - '- O ( )
dr y

z warunkami początkowymi x(0+ )= O, y(0" )= -2 (2)

R o z w i ą z a n i e . Szukamy funkcji x = x(t), y = y(t) i zakładamy, że istnieją
transformaty L[x(t)]= X (s) , LĹy(t)]= Y(s).

1. Do obu stron każdego z równań układu (1) stosujemy przekształcenie Lapla-
ce`a

L[% - 2x - 2% = Lle`2'j

Lííiłl- - 3x - y] = L[0]
dr

2. Korzystamy z liniowości L-przekształcenia

_ - 2L[xl- 2Llyl= Llf” l
z[_j _ 3201- i.[y]= 40]
l`¬

iii

ê.-Ŝ~E~.§~

Mi

3. Ze wzoru (2.2.1) wyznaczamy transformaty pochodnych oraz obliczamy
pozostałe transformaty

sX (s)- x(O+ )- 2X (s)- 2Y(s)= -1-~
s + 2 .

.‹Y(.‹)- y(0* )- 3X(s)- Y(s)= 0
4. Uwzględniamy warunki początkowe (2)

sX(.‹)-0- 2X(.‹)- 2Y(s)=å _
sY(s)+ 2 - 3X(.‹)~ Y(S)= 0
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5. Porządkujemy i otrzymujemy układ równań algebraicznych względem trans-
format (obrazów) X(s), Y(s)

(S - 2)X(.‹)- 2Y(s)=Ê (3)
- 3X(s)+ (S -1)Y(s)= -2

6. Rozwiązujemy układ metodą Cramera (lub metodą przeciwnych współczyn-
ników). Obliczamy wyznaczniki

S-2 -2 L -2 3s+9= -z ._rl=S2-35-4' Wf 5+22 s 1 S

s_2 L -2s2+11W,= 5+2 =¶-
_3 _2 S'l'2

i znajdujemy rozwiązanie układu (w dziedzinie obrazów)

- 3 +9 - 2 2 +11›‹<s›= (S l ; Y‹s›= S <0
(s+2)ls2-3s-4l (s+2)ls2-3s-4l

7. Wykonujemy odwrotne przekształcenie Laplace'a do transformat (4) i od
obrazów przechodzimy do rozwiązań x(t) i y(t) w dziedzinie oryginałów, tj.

„(z)=L-1 [x(S)]=t-1 _ “+9l Ű,
y<'›=f'[Y‹s›1=L~'

8. Dowolną metodą (np. rozkład na sumę ułamków prostych, lub twierdzenie
4.3.1 o residuach, lub tw. 4.4.1 0 rozkładzie) znajdujemy transformaty od-
wrotne.
Wyznaczymy x(t)= L” [X , y(t): L4 [Y metodą residuów. W tym
celu zauważmy, że sl = -2, sz = -1, s3 = 4 są biegunami pojedynczymi trans-
fom1atX(s) i Y(s). Zatem na podstawie wzoru (4.3.1) mamy

Lßl

*M 'Ráfvr IM /'Â \_/ /5 Q/ /Ä. \_/

W.

MJ”(f)=”`l l=' = .+23ÍÍ19.-4 `
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_, -2s2+11 _ 3 -2s2 S,

9. Ze wzoru (4.3.4) obliczamy residua i otrzymujemy rozwiązanie układu (1) z
warunkami początkowymi (2)

x(t)=[-Ŝe* +şe" -íżóei" ¶-I(t)
, z R.

(t)= le-2'_2e~'_l@4' .10) Ey 2 5 10
I

Przykład 5.7. Metodą operatorową rozwiązać zagadnienie początkowe
Cauchy'ego dla układu równań

za_ ()=
žfwt 1 , x(0*)=2, y(0*)=1 (1)
Ê:-x(r)+2y(r)=-3

R o z w i ąz a n i e . Niech x(t) i y(t) będą rozwiązaniami rozważanego zagad-
nienia początkowego. Postępując analogicznie jak w przykładzie 5.6 zakłada-
my, że X (s)= L[x(t)], Y(s)= L[y(t)] są transformatami oryginałów x(t) i y(t).
Do obu stron układu (l) stosujemy przekształcenie Laplace'a i korzystając
z jego liniowości otrzymujemy

L[§j+L0‹z›1=L1r1
_ L[„(f)]+ zL[y(f)]_ _zim

Ze wzoru (2.2.1) na transformatę pierwszej pochodnej, uwzględniając warunki
1

początkowe oraz z faktu, że L[1] = - mamy
s

s-X(s)-2+Y(s)=ł
S (2)

S - Y(s)- 1 _ X(s)+ 2Y(.‹)=_š”_
Po algebraicznych przekształceniach i uporządkowaniu otrzymujemy następują-
cy układ równań operatorowych
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...x(.)+Y(..)_2i_+_1
_x(.)+(.‹+z).Y(:)_f;_3 (3)

względem niewiadomych obrazów X(s) i Y(s), którego rozwiązanie otrzymamy
stosując wzory Cramera. W tym celu obliczamy wyznaczniki układu (3).

1
W= S |=s2+2s+1=(s+l)2,

-1 s+2
2s+1 2s+1__ 1 _.___W Z S :2s2+4.‹+5, W: S S :S2-s+1_

X 5-3 S l S_3 S1 8+2 -1 -
S S

Jedynym rozwiązaniem układu (3) według wzorów Cramera dla W #0 są
W.

funkcje X(s)=%, Y(s)=?/Ĺ-. Zatem

2s2+4s+5 . s2-s+1
X(s):-;zw 1 Y(S)=`ç(:1-)7 (4)

Następnie rozkładamy otrzymane transformaty na sumę ułamków prostych (por.
wzór 4.2.5)

2s2+4s+5=A+ B + c i.~2_.ę+1=D+ F + F (5)
s(s+1)2 S S+1 (s+l)2 s(s+1)2 S S+1 (s+1)2

Znanym sposobem wyznaczamy współczynniki: A = 5, B = -3, C = -3 i odpo-
wiednio D = 1, E = 0, F = -3. Uwzględniając otrzymane współczynniki w roz-
kładach (5) a następnie we wzorach (4), otrzymamy rozwiązania operatorowe

5 3 3 . _1_ 3
Q X(s)-Š-Š-W 1 Y(s)-S _~_(s+1)2 (Ó)

Stosując transformację L`l do obrazów (6) powracamy do przestrzeni oryginału
i otrzymujemy rozwiązania x(t) =L" [X(s)] i y(t) = L4 [Y(s)] zagadnienia
początkowego (l). Zatem

_1 _ _| â_¿_ 3
'Ĺ' łX(s)l_L [S s+1 (s+1)2j

_, _ _, ¿_ 3
L lY(S)l`L <.‹+1›2l
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Korzystając z liniowości odwrotnego przekształcenie Laplace'a otrzymujemy

L” [X (s)]= 5 - L" - 3 - L-' - 3- L-'

L-' [Y(s)] = L" - 3 - 5'

Z tablicy 2 zamieszczonej w Dodatku lub stosując odpowiednie wzory wyzna-
czamy transformaty odwrotne i ostatecznie uzyskamy rozwiązanie układu

_ _ -:_ -r . : _ - _ -_(5 38 3z@ )1(z) tel, lub x(z) 5 3@' 3z@' dlat>0_
=(1-3te")-I(t) i ly(r)=1-3re"

I
Ul/J/\(ê'A .

Zalety metody przekształcenia Laplace'a można w pełni docenić dopiero
przy rozwiązywaniu układów równań różniczkowych, gdyż metoda ta jest
przejrzysta i wymaga dużo mniejszego nakładu pracy niż metoda klasyczna.

Istotna korzyść polega także na tym, że każdą niewiadomą funkcję można
obliczyć oddzielnie, bez znajomości innych, co w metodzie klasycznej, przy
zadanych wartościach początkowych, w zasadzie nie jest możliwe. Jest to waż-
ne wtedy, gdy interesujenas tylko jedna niewiadoma) mo,ćofn'‹„¿a,;{-
f>o20-s1Š'0\17¶J¿z, .w¿ew1a.olofrnz¶‹:¿‹« rfauefa učelłwåz ‹,‹,¿0z»z,‹,a›,
/W28. ol‹›Ĺ¿C2‹'-'ŁČ -

M \<>< /„TCP \./\-/

5.3. Równania różniczkowe z przesuniętym argumentem

Definicja 5.3.1. Równanie różniczkowe postaci

x(")(r)+ a„_,x(”")(r - r„_, )+ + a,x'(r - r, )+ a0x(r - to ) = f(t) (5.3. 1)

nazywamy równaniem różniczkowym z przesuniętym argumentem,
gdzie t > 0, ak, tk - stałe, k = 0, 1, , n-1,ƒ(t) jest oryginałem.

Równania tej postaci występują między innymi w automatyce, gdzie stan
urządzenia w danej chwili wpływa na działanie tego urządzenia w chwilach
następnych.

Przyjmujemy dla uproszczenia, że warunki początkowe są zerowe, tzn.

x(0+ )= x'(0+ )= ...= x("'”(0+ )=0 (5.32)
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Stosując do obu stron równania (5.3.l) przekształcenie Laplace'a i wykorzystu-
jąc jego liniowość oraz twierdzenie 0 przesunięciu rzeczywistym na podstawie
wzoru (2.6.3), otrzymamy równanie operatorowe postaci

I-T

3 +
PP „Mi

Qks^'@"'^'[- x(s)= F(s) (5.3.3)

gdzie F(s)= L[f(t)] , X (s)= L[x(t)].

Stąd wyznaczamy transformatę (rozwiązanie operatorowe)

x(.‹)=-_M (5.3.4)
91

=
+

7*3 sl*/1-
Q ›› @

»-
W

-rkr

a następnie stosując obustronnie przekształcenie odwrotne Laplace'a i wykorzy-
stując jego liniowość wyznaczamy oryginał x(t): L" [X odpowiadający
transformacie (5.3.4), który jest rozwiązaniem równania (5.3.l) przy zerowych
warunkach początkowych (5 .3 .2).

Przykład 5.8. Metodą operatorową wyznaczyć całkę szczególną równania róż-
niczkowego

x”(z)+2x'(z-2)+x(f-4)=z (1)
z zerowymi warunkami początkowymi x(O+ )= 0, x'(0+ )= O (2)

R o z w i ą z a n i e . Niech X(s) będzie transformatą niewiadomej funkcji x(t),
tj. L[x(t)]=X Do obu stron równania (1) stosujemy przekształcenie Lapla-
ce'a oraz korzystając z jego liniowości otrzymujemy

L[x'(z)]+ 2L[x'(r - 2)]+ L[x(r - 4)]= L[z] (3)
Następnie, korzystając ze wzorów (2.2.1) i (2.2.6) na transformatę pierwszej
idrugiej pochodnej oraz ze wzoru (2.6.3) (twierdzenie 2.6.1 o przesunięciu
rzeczywistym) obliczamy kolejno

L[x"(t)]= sz - X(s)- s - x(0+ )- x'(0+ )= sz - X(s),

L[x'(t)]= s- X(s)-x(O+)= s' X(s), (4)

L[x'(t - 2)]= e`2""s- X(s), L[x(t -4)]= e`4" 'X(s).
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Uwzględniamy związki (4) w równaniu (3) i po uporządkowaniu otrzymujemy
równanie operatorowe

_ . _ „. 1
(s2+2se 2°+e 4')X(s)=? (5)

z którego wyznaczamy rozwiązanie operatorowe (obraz) X(s) w postaci

1 1 l l
(S) S2 s2+2se-2.»~ +8-4.; S2 <s+e_2_„)2 ( )

Funkcję tę, po odpowiednich równoważnych przekształceniach, można przed-
stawić wzorem

1 1 1 -2.1' -2

X(s)= 4- ,= 4[1+e J (7)
s e-2-f s S

S

Prawą stronę (7) przedstawiamy w postaci szeregu potęgowego, wykorzystując
w tym celu szereg dwumienny Newtona. Mamy więc,

-s -2 _ -.v _ -s 2 °° _ - s

s 1 s 2 s ,F0 s

Uwzględniając rozwinięcie (8) po prawej stronie wzoru (7) otrzymamy rozvvią-
zanie operatorowe w postaci sumy szeregu nieskończonego

x<.‹›= 1.ž<'1>'('“;“1)@`2"` =ž<-1›*‹'‹+1›% <9›
S k=0 S 1‹=0 S

Wykonując do obu stron (9) odwrotne przekształcenie Laplace'a, a następnie
1 /C

korzystając ze wzoru (2.6.34), z faktu, że L" = % oraz ze wzom (2.6.4)
s

(wniosek 2.6.1 twierdzenia 0 przesunięciu rzeczywistym) otrzymujemy rozwią-
zanie (oryginał) x(t): L" [X w postaci

W k (Í _ )k+3
x(z)= (-1) (1<+1)¶-1(z_21<), z>0.

ZM
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5.4. Równania całkowe typu splotu oraz równania różniczkowo-
całkowe

Definicja 5.4.1. Równaniem całkowym pierwszego rodzaju typu splotu nazy-
wamy równanie postaci

©'._¬_.

7% 4-7 -f)x(r)dr=f(z), (5.41)

gdzie x(t) jest funkcją niewiadomą, a K(t - I) i f(t) oznaczają funkcje dane.

Definicja 5.4.2. Równaniem całkowym drugiego rodzaju typu splotu nazywa-
my równanie postaci

I

x(t)+_[K(r-r)x(r)dr=f(t), (5.4.2)
0

gdzie x(t)jest funkcją niewiadomą, a K(t - T) i f(t) oznaczają funkcje dane.

Przykład 5.9. Metodą operatorową rozwiązać równanie całkowe
I8x(t)--3-_[(1-'r)3x(r)d'L'=2r (1)
0

w zbiorze funkcji ciągłych dla t 2 0.

R o z w i ą z a n i e . Zakładamy, że pewien oryginał x(t) ciągły, zredukowany
do przedziału (0, ‹×›) spełnia równanie 1) i jego obraz oznaczamy przez
X (s)= L[x(t)]. Funkcję potęgową t3 pod całką możemy traktować jako orygi-
nał, ponieważ t -I 2 O dla każdego t > 0. Również funkcja po prawej stronie
równania (1) może być traktowana jako oryginał ponieważ 2t =2t-I(t) dla
t > O _ Całka po lewej stronie równania (1) przedstawia więc splot oryginałów
f,(t)= ti i fz (t)= x(t) (por. definicja 3.1.1), zatem równanie (1) możemy za-
pisać w postaci

x(z)-Š-zi -'‹ x(z)= 21 (2)
Dalej postępujemy według następującego znanego schematu:

1. Do obu stron (2) stosujemy 8
Przekształcenie Laplace'a L[x(f)- 513 * X(f = Ĺl2fl
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2 Korzystamy z liniowości 8
L-przekształcenia Llx(t)]_ §Llt3 * x(t)l= 2Llt]

3. Korzyt e oru(3.2.1) 8.W...dĹŜ.Š?Šš..ŹrŹ t1x(z›1-¿Llf1~L1›‹(z›1=ztu
4. Obliczamy transformaty X (s)- Ê - 34' X (s)= Â,

s s

ś<5. Otrzymujemy równanie operatoro- 16 2
we względem funkcji X(s) (1 _ (S): Ê? (3)

7. Wyznaczamy rozwiązanie równania _ 282
<3) X 0)' S4 _ 16 (4)

Prawą stronę funkcji wymiernej (4) rozkładamy na sumę dwóch funkcji doko-
nując następujące równoważne przekształcenie

282 _ . 2x? ._ (S2 +4)+(f -4)
s4 -16 [sz -4fls2 +4) [sz -4[[s2 +4['

Ostatecznie rozwiązanie operatorowe (4) przyjmie następującą postać, wygodną
do korzystania w dalszym etapie z tablic transformat

1 1X zl __ 5(S) S. 4+„+4 <)
_ S'

Mając X(s), wykonujemy transformację odwrotną i wyznaczymy oryginał
x(t)=L" [X Zatem do obu stron (5) stosujemy odwrotne przekształcenie
Laplace'a i korzystając z jego liniowości otrzymujemy

_ _ l 1 1 _ 2 1 _ 2L `lX(f>l=L
a następnie wyznaczamy transformaty odwrotne i otrzymujemy rozwiązanie
równania (1) w postaci

x(t)=lsinh zz +ĹSin 2:, 120.2 2
I

Przykład 5.10. Metodą operatorową rozwiązać równanie różniczkowo-całkowe

%+x(z) ”x(z)1f=1, zzo (1)

0++ Q/0*?

W

z warunkiem początkowym x = 0 (2)
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R o z w i ą z a n i e . Zakładamy, że szukana funkcja x(t) jest oryginałem i jej
obraz L[x(t)]= X Zauważmy, że całka W równaniu (1) określa splot funkcji
e' i x(t), zatem równanie to można zapisać w postaci

x'(z)+ x(z)+ e' ›=‹ x(f)=1 ' (3)
Do obu stron równania (3) stosujemy przekształcenia Laplace'a i korzystając
z jego liniowości otrzymamy

z1›‹'<»›1+Lr›‹('›1+Ll«'-›‹‹z›1=z111 ‹4›
Ponieważ

L[x'(t)]= s ' X(s)-x(O+ )= s- X(s) (por. wzór 2.2.1)

L[e' *x(t)j= L[e' L[x(t)] (por. tw. Borela - wzór 3.2. 1)

oraz z faktu, że L[1]= ł-, L[e' j= -I-1 , to uwzględniając te wyniki w równaniu
s s -

(4), po przekształceniach otrzymamy równanie operatorowe

(s+1+-L)-X(s)=ł,
s-1 s

a stąd ostatecznie
2 1i-X0h- <8s - 1 s

Z równania (5) wyznaczamy transformatę (obraz)

X®=5Ê=%-Ä œ)
S" S S'

Wykonujemy następnie do obu stron (6) odwrotne przekształcenie Lalpace`a
i od obrazu X(s) przechodzimy do oryginału x(t) = L"[X(s)].

Mamy L" [X (.‹)]= L” - = Ľ' - L* .

Obliczamy transformaty odwrotne i otrzymujemy szukane rozwiązanie równa-
nia (1) w postaci

1x(t)=t-Ef dla 120.
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W zagadnieniach elektroniki i mechaniki spotykamy równania różniczkowo-
całkowe zawierające całki funkcji niewiadomych. Są to równania postaci

I

x'(z)+a-x(f)+1›jx(r)dr = f(t) (5.4.3)

gdzie a, b - stałe, f(t) - dana funkcja, x(t) - niewiadoma funkcja.
W przypadku tych równań również możemy posłużyć się metodą operato-

rową wykorzystując twierdzenie o transformacie całki (por. wzór 2.2.9)
I

L[jf(1:)drJ=ř-F(s).

Zakładając, że istnieją transformaty L[x(t)]= X (s) i L[f(t)]= F(8), a na-
stępnie stosując obustronnie przekształcenie Laplace'a do równania (5.4.3)
i korzystając z jego liniowości otrzymamy

L[x'(t)]+a - L[x(r)]+b-LI: (r)dr[=L[f(r)] _
©'~1-±.¬

><

Korzystając ze wzoru (2.2.1) na transformatę pierwszej pochodnej i wzoru
(2.2.9) na transformatę całki otrzymamy równanie operatorowe

s- X(s)-x(0+ )+a-X(s)+b-lX(s)= F(s)
s

i po algebraicznych przekształceniach uzyskamy rozwiązanie

X (s)= ĹĘ-śřšš'-'_-Fll (5.4.4)

Jeśli przyjmiemy, że warunki początkowe są zerowe (taką sytuację mamy
np. w przypadku układów elektrycznych znajdujących się pod wpływem sił
zewnętrznych, jeśli w chwili początkowej prądy w cewkach i ładunki konden-
satorów są równe zeru), to opisany powyżej sposób uzyskania rozwiązania
znacznie się upraszcza_ Otrzymamy wówczas

s- F (S)X(s)= ,_-_- (5.4.5)
s + as + b

a stąd, dokonując transformacji odwrotnej, vvyznaczamy oryginał
x(t): L"' [X będący rozwiązaniem równania (5.4.3).
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1

2.

Zadania do samodzielnego rozwiązania

Metodą operatorową znaleźć całkę szczególną równania rozniczkowego
spełniającą podane warunki początkowe (zagadnienie Cauchy ego)

a) x'+2x=te',

iz) x'-2x=-z2,
c) x'+x=2sint,

d) Y'-y=f„
e) y'-4y=2e4',
f) y'-2y=6cos2t,

g) y'+2y=25 t2e3' ,

h) 2y'+y=sintcost

Metodą operatorową znaleźć całkę szczególną równania rozniczkowego

f+)
xl =
xi

xl

yl

yl

yl

FÓD'G`
++

QJQJ

M10* Ii

yl

10+)
/0+ \›
K I

10)?-
0,25

O

=O

Ĺ0+)=1

=-1

=_ł
5

ĹO+)=1 _

rzędu drugiego spełniającą podane warunki początkowe:

W 2;
bjl 'F-X=25+e

Í

c) x"+4x'+4x=t2,

d) x"+25x=O,

e) x"+4x=sint ,

f) x”-x'-6x=2,

g) x”+2x'+x=e',

h) x”-5x'+6x=2e',

1) x”-x'=2(i-z),
j) x"+4x=2cos2t,

k) x"-6x'+9x=O, x.

X

_X

x.

X.

x.

_X

r +\
.xl

f$¬
+

1

2

><_
\f©G

++

Dale,

f©\ƒ©\
++JQĘQ

fox

+

\1

21) Y"+4y = @", y(0") = y'(0+) =

x(0*) = x'(0*) =

(0 ›=x'(0*) =0
= 0, x'(0*)=i

x'(O+ )= 1

,O\zo
++

5))GT.\C`:_. ›<\kxŰ:C+›<\,L`”c`'<9Q"“'c>`O
+++++

M¬,ś_2Ź;M

_X I

O

O

=0

)= -2

=1

=4

=-4
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,@\f,:\\,©\
'l''l'-l''l-

QlQlYJQlĹl
><`Ć[\J

/_\
Š

+R\
\J/*`\*`Z*/“`\

o'o`”c>`<2o 'ł'+++

Q/\_/\_/Š/Q/

1) x"+2x'+x=t2, x `=O, x =1

ł) x”+2x'+x=e"(cost+t), xlß )=1, x =-1
Í

m) x”-2x'=e'(t2+t-3), x*Q+ = , x =2

n) x”+k2x=0 , x *=a, x'l =b
Jy0) +x”+ 4x'+13x= zes' , xi'0+ ~= = -1

p) x"+2x'+2x=2e"sint, x = =1

rox

'l'

QJ

\ +q) x”-2x'+10x=10z2+18f+6, X )=1,x p )=3,2

říëí_51><___

+++++++

ŠÍ2Š

ą ›‹><' ›<><\<\,-Ł›‹\̀\ _-1”ö`Of5\'ć>¬'<5`O++++ +*J+Q/\_/
\_/

r) x'-9x=2-t, x *= =1

S) x'-3x'+2x=e3', =1 =O

i) x'+9x=1_@ ', = )=1
fx

+

\J
u) x"+2x'+5x=sint, x10 = =2

v) x”+4x'+13x=te", x *= )=2

w) y'+2y'-8y=-25613, y(t)* i=15, y'(0+)= 36
x) x"+4x=sinht, '=O, x'(O+ )=1

y) x”+x'=i2+2z, ~=4 , x'(0+)=-2
z) x"+2x'+x=t+4cos2å, x*[0+ l=O, x'(0+)=2

a,)y'+4y=1(1)_1(z_4), y 1=3 =-2

costdla0śt<%
bi) y'+›' = › Y(0+)=1› Y'(0+l=

O dmr<0,r2Š
f

Srnzidiaosmš
C1) Y'+2Y'+y =< n› Y(0'l=1› ›"(0+l=

0 dmr<O,r2š

d1)y'+y'+7Y=<:Ĺ) Ĺl:l(::),<t222› Y(0'l=0› Y'l0+l=
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2:: y<‹›+›=‹› f‹‹›+›=‹›
„ , 1<11aosz<1,2gz<3 + ,+

fl) y _3y +25): 0 d1az<0, 1sz<2, 123' ylo )=0' y(0 )=0'

Rozwiązać metodą klasyczną i metodą operatorową równanie różniczkowe
z podanymi warunkami początkowymi:

O
+

O
+

a) X”-2x'+x=2(1+s1nz), x( )=3,x'(o*)=0
b)x”+x'+x=1-zœsz, x(0+)=1,x( )=-2.

Rozwiązać metodą klasyczną i metodą operatorową równanie różniczkowe:
x"+5x'+ 4x=4r+5

_ +z podanymi warunkami początkowymi x(0+)- 2 , x'(0 )= -1 .
Czy rozwiązanie wyznaczone metodą klasyczną lub operatorową ma eks-
tremum właściwe?

Metodą operatorową rozwiązać podane zagadnienia początkowe Cauchy'ego
da równań różniczkowych liniowych trzeciego rzędu:

a) x"-x=e" , x(()+]“= x'(O+)=O, x"(0+)=1

b) x"'+x=z‹›sz, xĹ(›*`i= x'(0¬“)=-2, x'(0*)=0O

\W

O
+

\_/

\

cj›x"'-3x'+2x=8z@"', x(0*\=x =0,x'(0+)=1
<1) x”+6x”+12x'+8x=0, x~Ĺ0+ =1, x'(o+)= -2, x”(0*)=4
ej» x"+ 3)/+3x'+x=1, xĹ()* l= x'(0*)= x'(0*)=0
fi» X”-3)/=0, =2,x'(o*)=0,x”(0+)=1
g)x”+x'=z, x =- (0*)=1,x'(0*)=0
h)x”-6x”+11x'-6x=@4', x = )=x )=0

><_ 'o
+

>< __ f©`'O`r©`rO`fO`rO`
++++++

Ł!¶ĘŁAJQĘ9)Q3

><><><

~<2<1<2,R +Ł)L)̀

äää

”ć>`'CT"ć›`
+++

`\_Ż\_Ż 'ł'

i)x^'+x'=10@2', xl i= =x =0
px”-X”-4x'+4x=z2-8, x = =x zo
k) x”+x'-sx' = 0 , X =0, x'(0+)= x'(0*)=1
1) x”+x=o, =1,x(0 )=3,x (0 )=8
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© :Š-\/ëkÊÊÊ
+'i'+

\_/\_/

RÊ Ś
+m) x"+x=%t2e', x( )= ( )=x'(O+)=O

n)¿x”'+5x”+ x'-X = 0, =0, x'(0")= 1, x'(0+)=-1
‹›)x^'-X'-6x'= , =15,x'(0+)=2,x”(0*)=56.

Metodą operatorową rozwiązać podane zagadnienia początkowe Cauchy'ego
d4a równań różniczkowych wyższych rzędów:

a) x(4) - x” =1 , x(()+ j*= x'(O+ )= x” = =

P:

><^><şą 5;E'B

+

4444><444

©«f©¬f©\f©\,©\,©\,©¬f©«©\
+++++++++

l_'R><H><`\lR><`R ><~f<5`\'ë`\fà'5\'›<f<5`\"<=¬'ā>`*

,Q++++„*\+++
fa+§/\../\_/§/@+g/\_/g/

+\../

X*Oki›‹§'OR*“idRäkäRäĘ„_'Rfö~f<=¬›‹_'¬c>N>‹_'<'=¬fa<5*„'~>fa
'ä++,¬+ç,¬++++

\-/;Ę,bjg/\_/Qřř/Rq§/\_/\_/§<`g/ ><'c›`\./>‹“/9"o>‹c'C18 ,_=\+><'a'= ©+\_/_>.</-\©+><ą\//6+ Y/1*'@-+`%/'©'ř`“[\)Q/

Š
,GT/©\_/R3G

LJ
b) x(4) - x” = 4t , x*:0+ \*= 1, x'(O+ )= = = 5

\

c) x(4) + x'" = cost , x *= x'(O+ )= = =
\

Í

+4x=t2, x*Q+ = = = =
Me) lOx'+9x=0, x = = = =

Í) +2x'+x=cosht, *= = =- =-2

g) x(t) -16x = 0, x = = ”(o* )= -44, x”'(o* )= 58
h) xl” + 2x”+ x=(›, x i= = = "(0*)=1
1) x(t) -x= -4z<›sz, x = = = 2, x”(0*)= 0
j) x(4)+2x"+x=e2' x = = =x'”(O+ )=0

k) x(t)-2x'+x=s1nz, x i= = = ”(0*)=0
1) xl”-5x”+10x'-6x=0, x¿ = = =e,x^'(0*)=-14
m) xl”-6x"+9x'=54z+18,

x(0*)= x'(o*)=0, x = =13, x<4>(0*)=87
n) xl”-x'=8Sinz, x(0+)= x'(0*)= = =0, x<“*>(0+)=1.

Przedstawić w postaci splotu rozwiązanie równania różniczkowego, jeśli
f (I) jest dowolnym oryginałem, a warunki początkowe są zerowe:

a) x'+2x'+2x=f(z), 1-›)x'+6x'+5x=f(z)
c) x”+9x=f(t), d) x'+x'-2x=cost

e) x”-2x'+x=e', f)x”+6x'+13x=ƒ(t)

g) x”+4x'+4x=f(z), h) x”+x=1n(z+1)
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8. Metodą operatorową wyznaczyć całkę ogólną równania różniczkowego:
a) x'-3x'+2x=e3'(t2+t), b) x”-2x'=3t+2te',

c) x”- 2x'+x=sint+sinht, d) x”-2x'+10x=sin3t+e',
e) x”-2x'+5x=e'cos2t, Í) x"-x=t3-1,
g) x"+x'+x'+x=te', h) x"+x=t+2e',
i) x"+5x'+6x=e" +e`2' , j) x"~2x'+x'=2e'
k) x”-3)/+2x=(4fi +4z-10)@-', 1) W -2x"+x=z2 -3
m) xw +x"=cost, n) x(4)+3x'"+3x"+x'=e".

9. Pokazać, że jeżeli funkcjaf (t) jest oryginałem, to rozwiązanie x(t) zagadnie-
nia początkowego

2+ ßÊ+ ‹1'x(1)= f(t), x(0+) =x'(0") =0dr dr
wyraża się wzorem
8) X(f) =<P(f) * f(f)
gdzie (p(t) jest rozwiązaniem zagadnienia Cauchy'ego

x”+ px'+ qx =O, x(O+) =O, x'(O+) =l

b) x(t) =-žlf/›<f> * f(t)]
gdzie q :Ł 0, ‹p(t) rozwiązanie zagadnienia początkowego

x'+ px'+qx = O, x(0+) = l, x'(O+) = 0.

10. Metodą operatorową wyznaczyć całkę szczególną równania różniczkowe-
go (z przesuniętym argumentem):

a) x'(r)-x(r-1)=O, x'Ĺr)=r, -15:50
1b) „'«[„;'_x(f_1)=1, x‹[0+ t=0

c) x”l(t'-xt-1 = *= =O
Í /-Å Ś/

"$

4ř<4

f\f©¬,Ofo\

++

\,\,„,„J„ ><><><>'<
\```

©Ó©Ó
++++

L/LŻLŻŚ-Ż

d) x"(r)-2x'(r-1)=r, xi " = =0

e) x"|[tjl-2x'(t-1)+ x(t-2)=1, x = =O

f) x”<:t)+ 2x'(t - 2)+ x(t - 4)= t, x 0+ l= = O.

11. Rozwiązać metodą klasycznąi metodą operatorową układ równań różnicz-
kowych liniowych z podanymi warunkami początkowymi:
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'dx-+y(r)=0a) ‹ gf x(0*)=2, y(0+)=0
ž+;<f(r)=0

Ê-›‹(f›+y(f>=%f2
b)‹df x(0*)=2,y(0+)=0.

íł;+4x(z)+2y(z)=4f+1
\

12. Metodą operatorową rozwiązać układy równań różniczkowych przy da-
nych warunkach początkowych:

, ,_ :O
a) ‹x, y x(0*}=0, y(0*)=1

`y -x=0
f , :O

b) ‹ x,+y xi:0+:l:] ,
py -2x-2y=O

"- -5 =0C) <.x, -X y x(O+:,=2,

`y+x+3y=0

fx'+x-3y=0 r+\
d) * z -z XXO )=1' y(0+)=l`y -x-y=e

@›‹:i::;:;;, x<‹›+›=~<‹›+›=1
Ü {;Ĺf 11:11 ›‹<‹›+>=z, ››<‹›+›=z

I I

y __34y =I12 x(0+)=2, y(0+)= -2_ y:

x,)::ic_+y2_; :cost x(O+ ): O, y(O+ )= O

MM `<̀<`*XN«<>‹

++ >‹

-2x-4y=cost _ _
+x+2y=sint x(O+)_0, y(0+)_O

x'-2y'+2y=sint x(0+)=0,3, y(0+)=O,3
'-x-y=0
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'° l*Ĺ¬:ffY=@ ' ›‹<‹›+>=-2, ››<‹›+>=1y +2x +2y=sint

i>l:1”=;:1r ›‹‹‹›:›=~<r›+>=‹›-_-x:

x'-x-2y=
m) ,

y -2x+y=0

'x'+2y=3t
m< ,

`y -2x=

'xŸ-x- =l

\y'-3x+y=

'x'+4x+4y=0P)< ,`y +2x+6y=O

) f3x'+2x+y'=1
q _x'+4y'+3y=0

{x'=12x+5y
r) ,

y =-6x+y

O x(O+) = l, y(O+) =l

4 x(0*)=2, y(o*)=3

‹››‹ Y O x<0*>=o y<0*›=1

x(0+)=3, y(o+)=15

x(0*)=0, y(0*)=0

x(0*)=0, y(0*)=1.

13. Metodą operatorową rozwiązać podane zagadnienie Cauchy'ego dla da-
nych układów równań różniczkowych liniowych:

'ƒ=x+y
21)<)"=y+Z X(0+)=1,)'(0+)=0,2(0+)=1

I`z=z
"Ix=y-z

b)<)"=X+y X(0+)=1›Y(0+)=2„Z(0+)=3
`ž=x+z

z-x-y=0

'#+y+z=O

if-y-z=0
' + +‹z)‹y -x-z=0 x(0 )=2,y(0 )=2,z(0*)=-1

‹1)‹y'+x+z=0 x(o+)=-1,y(o*)=0,z(o+)=1
`ž+x+y=0
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f-y-z=0
g) yl'-3.7C_Z=O

Ă-3x-y=O

ß+x-y-z=0
f) y'-x+y-z=0

Í-x-y-z=0

'x'=-2x-2y-42
g) ‹ y'=-2x+y-2z

_ž=5x+2y+7z=0

x'+x-y-z=e'
h) ‹ y'-x+y-z=e3'

jž-x-y-z=4

x'=y-z
1) y'=2-2x

z'=2x-y

_ x'-y'-2x+2y=l-2t
J) {x"+2y'+x=0

x'-x+2y=O
k) 0 Ix -2y =2t-cos2t

1) x'+2x-y'+y=e"
x"+x'+y'-y=e'

-2x=0

) rx'-3x-4y+3=0
n <

\y'+x+y-5=O

{x'+,2y = O
m) ”

Y

r

x"+ y=O
o)‹ ,

Y + ›<=/l
x'+y'=2t

p)‹ »Y 2

x

r

`x -y=-t

x(0+)= 0, y(0+)= 1, z(0*)=

x(0+ )= 1, y(0+ )= 0, z(O+ )=

x(0*)=1, y(0+)= 1, z(0¬“)=1

x(o+)=o, y(0+)=0, z(0*)=0

1y 1

*<4
ÍGÊ

+

x

Y

x
yl

xl

Y

x*(()+ll>+<
Y10 „*=Y( =

t›‹1‹>*)=0›

44`<4

'O"©`r©"©`FOŃÓrC`
++++++'l'

\Jx4\4J\ýJ\J\_4\4J

›‹:Ĺ‹>*}=1,y(0*)=0›z(0*)=0

,©\
+ 9„Í”c›'o`

><++

`<~fàVV O+
+\„z©

:X :O

=-1
= )=0

=%, x":O+ )= -Š

=O, Y'i0+l=%

=O, x'*:O+)=1
=)/(ot ~=0
=x'(0+ )=0
= y'(0+ `=0
=1, x'(0*)=0
=1, Y'(0+l=0

Jxq

\J\

Ê

+

\4
X =x'(0+)= 1, x'(0*) =-

Y(0+l=0
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x"+x
r) „

ly -3x+3y=0

14. Metodą operatorową rozwiązać równania całkowe z niewiadomą funkcją

o >‹

f-K"<9Ó++_,

x(z) W zbiorze funkcji ciągłych;

= 4, x'(0* )= 0
)= y'<0*)=0 .

a) „(„)=@' -zjœS(z-z)x(f)df, 1,) x(f)=f+jS1„(,_z)x(f)dz,

C) „(z)=1+åj(f_f)ßx(z)dz,
I

e) x(t)= 1+ _[sin 2(t -r)x(r)d1',

"T)x(t')dT = tze'Q- \/
<;‹._¬-¬

N Ii

Ü
©'___ş"¬

<7 -r)2x(t)dr = t3

I t

g) x(f)= Sin 21 --Êjsinh 3(z -f)x('z)df, 11) je'-fx(z)df = fe'
0 0

k) x(t) = "§
LŃ

+

Čtífi'

U3

I

i) x(t)=cost-2jcos(t-1')x('L')dt', j) j-sinh(t-T)x('r)dt'=1-cost,
0 0

›(('f3 I

in(t - T) dr , l) x(t)= ez' +cos3t +jsin(t -T) x(T)dT,
0

m) x(z)+3j sin(1-1) x(r)d'r=z, fe (0,+‹›‹›),
O

I

n) x(t):cos3r+je`("“x('r)d'r, 0) x(t):sinr+åj(r-r)2x(r)dr,
0 O

p) _[cos(t -'L')x('Ł') dr = sinht , q) x(t)= e' - Sjcos 2(t -T)x(r) dt' ,
0 0

f

r) x'(f)+ zjsino -f)x(f)dz = 1, x(0*) = 0,
O

I

s) x'(t)-I(t-1')x('r)d1'=cost, x(0+)=l.
0
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2.a

Odpowiedzi:

1. a)

<1) 6'-1 -1,e)(2z+1)@4',1),4„@2'+

)

C

J)

ł)

0)

›±A n1119 _ 1 1 l-e 2' +-te' --e', b) -t2+-t+-, c) e" -cost+sint,
9 3 9 2

)/10
1

(J~|,_.O\*-*l\)'-'
-e

)-12-lr+
4 2

1

l\J

ł°`°°4>
- _8sm 2t ¿cos 2t ,

u.›U.`__,

-s1n2t- cos t+-e` 12e'+- ` -25+-e

_ 2 -1g -@ 2'+ 5z2-2z+- 63', 11) Ĺ 196 2-200821-+lsin2z .5 17 2

1. __ 2 1 , b) 386, 1 2,
5 ` 3 3 '

--1-e`2'(2t+3), d) lsin5t, e) cos2t+lsin 2t+lsint,
8 5 3 3O0

f) --Š+%e`2' +í8še3', g) że' -ští' -że” , h) e', i) tz +e',

zsin2z+2s1n2z, 1<) -13z@~*' +382 1) 12-4z+6-fe-'-se-',

M
L» _ _ _ 1 .e '+2e '-e 'cost, m) ez' -e't2 -te' +e', n) ;C-bs1nkt+acoskt

-r 1 -2: 2 -2! ' -z -r - -r-Ŝe cos3t-ge s1n3t, p) -e tcost+3e s1nt+e cost,

q) rz +Ľr+Ä+ie' cos3r+-18' sin3r, r) Ĺ(3r-6+7e:" -63'),
5 5 25 25 27

s) e

u)e

Ż
2

'-2e2' +le3', t) l-le '-¿cos3t+Ľsin3t,
2 2 9 10 90 30

, 11 29 _ I 1 .
--cos2t+-s1n2t --cost+-smt,
10 ,ZO 10 5

v) -_ sf-1 e-'+ œs31+32sin3f)@°2'], w)15+36z+32fi+.z‹«f'“
Ľll silí

'/Ÿ' \_/ f¬
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/*\,/`i\×U"[\)
1\›-1>-

+ O OU1'-'

;__/93,-.

x) -sin2t+-sinht, y) -t

Ł” \/

O' Cz

'JJ +2e"+2, z) t+sint,

Í S21-smzf -1(z)+%[1-c‹›S2(z-4)]-1(z-4),

-cost+årsint)-1(r)+å[sin(r-Š)-[r-šjcosír-Ŝjj
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cl) 2-+9-t e"--Ecos2t-ł-%sin2t+łe-[t-šl- 4+ t-Ĺ -I t-Í -
5 5 25 25 5 2 2

í 4cos2 t-Í +3sin t-Ĺ -I t-Í ,
25 2 2 2

el) (2e" +št3 -12 + 21-2)-1(r)+[1-(z-1)-š(t-1)2 -e`("')j-I(t-1).

a) x(t)=2+cost dla te R, x(t)=(2+cost)-I(t), te R,
b) 1°) x(t)=1-2sint, te R. Rozwiązanie x(t) ma okres T = 21: i jest funk-

cjąciągłąi ograniczoną, -1 ś x(t)ś 3, te R.
2°) x(t): (1-2sint)-I(t), te R - oryginał okresowy T = 21t ciągły na

R \ {0}, punkt nieciągłości t= 0, x(0) = åx(0")= Š .

=C,e_4'+C2e"+t, x(t)=t+2e", te R, xmin =x(ln2)=ln2e,W

/"\×

Ă"$

›_ß[\.)\/

/-\ Ĺ? /_\ g/x0)= 2) xz 26-'+z -1z, ze R, z=0 _ punkt nieciągłości,
x(O)==šx(O+)= 1 , xmin = x(ln 2)= ln 2e. Na przedziale (-‹›‹›, 0) oba rozwią-

zania nie mają ekstremum właściwego.

1 4, 2«/Š -Š' . «/Š-e --e ---e s1n_t,
2 3 2

l l

b) -e" +-1-cost-lsint -fiezt sinfit-ez' cos-2/-Š-t,
2 2 3 2 2

W\./

l\J'-^l\-7'-'

_ 4 _ l _ _ _
c) e 2'+te'-e'+2te ', d) e 2”, e) l--žtze '-te '-e ',

5'x/ WVŃ +
›-

W
-'Ê ›-Ł

W
if 'l'

D115

N
Ši7 1 1 1: 1 1 1 2 -r hl____ _ ~ , _-__ 2 _4 _f) 9 3r+9e g) 6x 21: + 1 +e 6 2 2 6

i) ez' +4cost-2sint-5, j) I-16-(32e' -15e2' +5e`2' +4r2+8r-22),
l

k) i(6e2'-5-53'), l) 2e"-e2, cosfit--llsinåt ,15 2 ,/5 2
Í

m) Ł tz-3t+ł e'-ie”-1 cosfit-«/šsin-2/št e2,
4 2 24 3 2 2
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1
n) %e3r +Ĺåt-1íß}e", 0) 6+5e`2' +4e3'

1

/a) -łtz-l+le' +le"', b) --2-t3-7t-l+łle' -le”,
2 2 2 3 2 2

›_nl\),__

c) žtz -4t+4--9-e" +łcost--sint, d) łtz-łe'sint+łe"sinr,
2 2 2 4 8 8

„ 1 . 1 _ 1 , _, 3 1 . 1 1 .e) -šs1n3t+šs1nt, f) še +-e +-cost+-sint+-tcost--tsint
O0 -lš- l\J l\J -Ă

g) 9cos2t+-1-lsin2t+íâe2'-§íe`2', h) l(sint-tcost),
8 16 16 2

1) zs1nz,j)l (5f-1)c‹›sf- Ŝz+7 Sinz+@2' ,
25 2

_ , _ 1 1 _ ,k) å[e'(t-2)+e"(t+2)+2s1ntj, l) e (s1nt+cost--2-)+še 3,

3 3_ ; _
m) x3 +312 +13r+8_5+fle`3' -äef cosl«/Šr+2,e2' sinfiz,

9 63 7 2 Żflš 2

n) -9+Że' +Że" +Ecost+2tsint,
4 4 2

a) x(t)=f(t)* e" sint , b) x(t)=åf(t)* (e" -e`5'),

c) %sin3t*f(t), d) š(e' -22')*cost, e) te' *e', Í) Ŝe* sin 2t*f(t),

I

g) te`2' *f(t), h) sint*ln(t+l)=jln(l+'i')sin(t-'r)dt'.
0

1a) Że-*'(z2 -2f+2)+ c,@2' +c,e', 1›) C, +c,@2' -zze' -0,75z(z+1),
1 1 1 _

c) (C, +C2t)e' +Ecost+Zt2e' -Š-e ',

. l . ld) (C, sm 31+ C2 cos3t)e' +-3-?(s1n 3t + 6cos3t)+-§e',

e) e'(C, sin 21 +C2 cos 2t)+0,25te' sin 2t,

Í) C,e' +e`°'5'[C2 cos-`Śít+C_, sinştj-I3 -5,
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-'-. 1 .g) C,e '+C2 c0sr+C3 s1nr+8e (2r-8), h) C, cosr+C2 s1nr+r+e',

1 _ ._ 0 [i) C,e'2' +C2e`3' +še '+re 2', j) C, +(C2 +C3r+r2)e ,

k) C,e' +C2re' +C_,e'2' + (12 +1-1)e',
l) e'(C, +C2z)+e"(C, +C4r)+r2 +1 7

l .m) C,r2 + C21 + C, + C,,e"' + -Ź-(cost - smr),

n) C, +(C2 +C3r+åC,,r2 je” -Ê

C) 2('i<l__.1(,_k)

CD »×

Do 2k+3

,ZO (3+21‹)1

OO

3:M
»M8

3te'

10,) „(z)=[.;_z2 _fj.1(„)- Ż (L(żfĹ.1(f-1,), b) k°`ĘĹ(IÅ)k,¿_].1(f_1<),

O

'~:,,,
”>?':.¬ + UJ \_/

k+1 = k+1'
k+3i)_.1(,_k),

ž .1(,_k) W _ )k _1(,_2k)_
Ps' O

(/‹+2)1 Ĺ-> ŜĽÍ1 »-0

(k+3).

ll.a) x(t)=2cosht, y(t):-2sinht; b) x(t)=`ž{Z'¿ .7§¿`%+%i¿3"f

, "1««‹›=f~++±;z'›‹›eff
12_a) x(r)=åe' -åe”, y(t)=å-e' +še"; b) x(t)=e' cost-2e'sint,

<1)

y(t)= e' cost+3e' sint; c) x(t)= 2e" cost-e" sint, y(t)=-e" cost;

x(t)= -e' +še2' +-šeą' , y(t)=-Ŝe' +še2' -Êe`2'; e) x(t)= e',

y(t)=e'; f) x(t):-ā+%Ŝ-cos2t-3sin2t, y(t)=%t+3cos2t+şsin2t;

8) x(t): 12 +łr+l-4re2' +1e2', y(t): lr+ł-4re2' -2e2';
2 4 4 2 4 4

2«/7 -~1
h) x(t)=e' -ie “isin-Ł?-t-cost,

7 4
1 1-- 1 -- 7 1 l .

y(t)=--1-e' +í-7-e 4tsinfit--e 4tcosĹt+-cost+-sint;
4 28 4 4 4 2 2
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i) x(t)=4t+2-2cost-3sint, y(t):-2t+2sint;

j) x(t):-lie” -šcost-Šsint, y(t):-Ŝe' +-Ŝe” +%cost+í16sint;

k) x(t):-e"' -2:-cost-sint, y(z)=2-2e"' +cosr;

l) x(t)= [-1-t+-Š-e' -Ŝe” )'1(t), y(t)=[-3+t2 +%e' +Ŝe" J-I(t);

m) X(fl=(š“3T`{)'Tş-`J¿_`/gt +[å-+-3Í\ş}`/gt : (Ĺt9Ŝh(ll7.fĆ)“'l" Ăå._`.L:'Mw1't)ć

= Łgfß'-,z„ii(1fi›

-Ä'-^-l>~U1

n) x1,t,|= --+%cos 2t - 3sin 2t, y(t)= Ŝt + 3cos 2t +-křsin 2t;

0) x1[t)= --+še2' -šeą' , y(t)=-å+še2' +åe`2';

p) x‹[z)= -86"” +11e"8', y(z)= 4e-2' +112-8' ,
r) 1 _t "_6`t 1 l _I _ít

q) xl,t,>=ñ 5-2e -3e 1' , y(t)=š e -e 1' ,

r) x(z)= 587' - 5126*, y(f)= -567' + seß' .

l3.a) x(t)=e'[l+/åtz , y(t)=te,f z(t)=eł; b) x(t)=2-e',

y(t)= -2+4e' -te', z(t)= -2+5e' -te'; c) x(t): e" +e2',

y(t)=e" +e2t, z(t)=-2e" +e2'; d) x(t)=-e', y(t)=0, z(t)=e';

e) x(f)= 0,4(e3' - 6-2' y(f)= 0,2(3@3' + 28"” z(z)= 0,2(3e3' + 2e*2' );
1 1 1 1 , _ 1 2,1) 0 3 6 2 yo 3 2 ,

Š 89)”
,,W

2xt =-e"+-e2'+-e`2', t =-e` + --e`

1 -t 1 21 1 21 r 3:z(t)=-ge +58 ; g) x(t)=6e -e - y(t)=3e -2e ,

z(t)=-6e' +e2' +6e3'; h) x(t)=:-1-e`2' +Ee" +łe' +282' +ie3' -
15 12 6 3 20

y(t)=ie`2' +-128” -le' +łe2' +1-e3' -2,
15 12 6 3 20
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â,t×JL›J-t>-
Zł.'~> D

z(t)=-ge”--še'+-e +¿ł,-e3', i) x(t)=ž+%cos\/5t,

2 2 2 2 2 .y(r)=š--5-c0s\/5:-_ 1/Šr,z(i)=š-šc0s«/Šr+Ês1n«/51;

j) x(1)=2-2e"(z+1), y(z)=2-1-2@"'(z+1),
l

1<) x(r)= -6-41-12 ¬:å-[100e2'+2‹z‹1s2z+%S11121}
l

y(z)=-1-1-Ŝfi +å[100@2' +2‹>‹›s21+9s11121'j;

l) x'Ĺt)=åe' +e", y(t)=%te'; m) x(t)=å(costsinht+sintcosht),

y(t:>=š(sintcosht-costsinht); n) x(t)=17+7tsinht-17cosht,

y(t) l2cosht-ltsinht-12; 0) x(t)=1+lcost-łcosht,= 2 2 2
y(t)=šcost+åcosht; p) x(t)= t+cost, y(t)=t2+sint;

r) x(t)=3+cos2t, y(t)=3-3cos2t.

11 'J 1), - 1
ß

/5C'\›-Ł

W
Ŝa)

¬› Ó14.a cosht-te` -It b) t+ )-(cosht+cost), d) 2te'_t2e',
2

e) Š-Šzos,/31, 1)3, g)š13s11121-165111111), 11) 3128, 1) ë'(1-1),

j) 2cost-1, k) t3 +¿t5, ' -le" +-1-e`2'(cost+3sint),
20 2 2

Í\J%|L¿.)›-A

m) (Š-sin 2t+åt)-I(t), n) cos3t+-sin3t,

o) å[3cost+3sint+e' -4`e5tcos_tj,p) 2cosht-1,

11_1i,/712,4:) 5-še '+Tře2 8111711) š(45@ -32‹z‹1s3z-181-5),
1 _ _ -18) š(cost+s1nt+e'), ŚQŁ- 'āigf +%e 4.



6.
Funkcje uogólnione

W tym rozdziale rozpatrzymy pewne uogólnienie klasycznego pojęcia funk-
cji, a mianowicie pojęcie funkcji uogólnionej w ścisłym ujęciu zwanej dystrybu-
cją na przykładzie tzw. delta-funkcji _

Pojęcie to pojawiło się w związku z rozwiązywaniem wielu różnorodnych
zagadnień matematyki, fizyki, mechaniki i elektrotechniki teoretycznej, przy
opisie których klasyczne pojęcie funkcji i caly aparat analizy matematycznej na
tym pojęciu oparty okazał się niewystarczający.

6.1. Wprowadzenie pojęcia delta funkcji Diraca

W badaniach i opisie zjawisk fizycznych przy pomocy aparatu matematycz-
nego nieuniknione jest korzystanie z różnych abstrakcyjnych pojęć matema-
tycznych, m.in. z pojęcia punktu. Mówimy np. o masie skupionej w danym
punkcie przestrzeni, o punktowym ładunku elektrycznym, o sile przyłożonej
wdanym momencie czasu, o punktowym źródle pewnego pola fizycznego,
o gęstości punktu materialnego, czy też o wielkich lecz krótkotrwałych siłach
elektrodynamicznych, itp. Przy wykorzystaniu aparatu matematycznego jest to
wygodne, mimo że oddajemy niezbyt dokładny obraz rzeczywisty, gdyż jak
wiadomo, każda masa posiada określoną objętość, każda siła oddziałuje w okre-
ślonym przedziale czasu, każde źródło pola posiada określone wymiary itd.

O przytoczonych powyżej zjawiskach i im podobnych mówimy w fizyce, że
mają charakter impulsu. Impuls można traktować jako zjawisko graniczne ciągu
zjawisk tego samego typu, wywołujących ten sam efekt, podczas gdy czas
trwania zjawiska dąży do zera. W takich sytuacjach jedyną informacją jaką
mamy o funkcji f(t) opisującej dany problem to fakt, że f(t) jest zerem z wyjąt-
kiem bardzo krótkiego przedziału czasu to S t S t, i że całka tej funkcji w grani-
cach od - ‹×› do + ‹>° jest liczbą 10 :Ł 0. Jeżeli IO nie jest bardzo małe, wówczasf(t)
będzie vvystarczająco duże w przedziale to S t Ś tl. Takie funkcje nazywamy
funkcjami impulsowymi (lub zderzeniowymi),la wykres charakterystyczny dla
takiej funkcji jest dany na rysunku 6.1.
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Do opisu zjawisk mających charakter impulsu dogodne jest wprowadzenie
pewnych wielkości zmiennej t, które nie są funkcjami w znaczeniu klasycznej
analizy matematycznej. Jedną z nich jest dystrybucja delta Diraca lub krócej
5-funkcja.

Nazwa tej niefunkcyjnej wielkości pochodzi od angielskiego fizyka Paula
Diraca, który w 1928 roku wprowadził do mechaniki kwantowej nowy element
formalizmu matematycznego, oznaczył go symbolem 5(t) i nazwał funkcją
delta (6 -funkcja). Oczywiście 5 (t) niejest zwykłą funkcją.

Jednakże Dirac w swojej kontrowersyjnej metodzie, rozwiniętej dla funkcji
impulsowych, formalnie traktował wielkość 5(t) jakby rzeczywiście była zwy-
kłą funkcją. Metoda ta była krytykowana przez matematyków, którzy zarzucali:
„jak można wierzyć, że ö(t) jest funkcją, jeśli w sposób oczywisty nią nie
jest”, lecz Dirac i jego następcy otrzymywali zawsze poprawne wyniki. Dlatego
fizycy (i nie tylko oni) chętnie stosują 5-funkcję, ponieważ jest ona wygodna do
przybliżonego, ale wystarczającego opisu wielu zagadnień fizycznych.

W tym rozdziale teoria dotycząca 5-funkcji i jej przekształceń jest utrzyma-
na na pewnym poziomie ścisłości wystarczającym do naszych rozważań.

Rozpatrzymy teraz przykład w którym, jak się sami przekonamy, znane nam
pojęcie funkcji okaże się niewystarczające do formalnego matematycznego
opisu badanego problemu. W sposób naturalny wprowadzimy nową niefunk-
cyjną wielkość, oznaczymy ją przez ö(t) i w sposób poglądowy wyjaśnimy
sensjej podstawowych własności.

W charakterze przykładu rozważmy działanie siły impulsowej (,,krótko-
trwałej”).

Przypuśćmy, że w chwili t = O na ciało o masie m :Ł O podziałała siła, nada-
jąca mu stałą prędkość v0 ;Ł 0, którą określamy zależnością

vo, r > 0v(z)=1›,,-1(1)={0 , ,<0 (6.11)

gdzie 1 (t) - funkcja jednostkowa określona wzorem (l.l.6'), po czym działanie
siły ustało (rys. 6.2).

v(t)

f(1)
V0

P
O to 11 Í O t

Rys. 6.1. Wykres charakterystyczny Rys. 6.2
dla funkcji impulsowej f(t)
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Na przykład można przyjąć, że siła ta „pochodzi” od ścianki, w którą uderza
cząstka materialna (przy założeniu idealnie sprężystych zderzeń, które w rze-
czywistości nie istnieją lecz są W wielu sytuacjach dobrym przybliżeniem zja-
wiska). Gdy cząstka uderzy w ściankę wystąpi impuls siły, który spowoduje
natychmiastową zmianę jej pędu. Oznaczając przez f(t) siłę, działającą na cząst-
kę w chwili t, mamy

ƒU)=0‹flat±0 (612)
W chwili zderzenia t = 0 (trwa ono bardzo krótko -jest to mały ułamek sekun-
dy) średnia siła impulsowa „pochodząca od ścianki”, zgodnie z naszą intuicją
musi być bardzo duża. Do tego wniosku dochodzimy również stosując wzór Ap
= f(t)- At określający zmianę pędu p: jeśli czas zderzenia At jest dostatecznie
krótki, to zmiana pędu jest dostatecznie duża. Można więc przypuszczać, że
..f(0) = °°”-

Spróbujmy to uzasadnić, tj. znajdźmy czemu jest równa siła f(t) dla t = 0.
Przypomnijmyjak to wygląda w przypadku sił opisanych funkcją ciągłą. Jeśli F
oznacza siłę, a - przyspieszenie, p - pęd, to w mechanice klasycznej zależność
F = m'a i F = dp/dt są dla pojedynczych punktów całkowicie równoważne.
Newton w swych słynnych Principiach wyraził drugą zasadę dynamiki za po-
mocą pędu (który nazwał „ilością ruchu”). Zatem, zgodnie z drugim prawem
Newtona gdy masa mjest stała, to siła f(t) wyraża się wzorem

f(z)=%=%2=„1-% (6.1.3)

Zależność (6. l .3) można zapisać w postaci

dp=f(r)az=m-dv (6.1.3')
Zmianę pędu cząsteczki podczas zderzenia znajdujemy całkując wyrażenie

(6.l.3'). Funkcja prędkości v(t) jest tu funkcją różniczkowalną. Zakładając, że
f(t)=Odlat<0mamydlat>O

j f(+)d1 = „1 . „(1) (61.41
(Jako dolną granicę całkowania przyjęliśmy -‹><›; można oczywiście zamiast niej
przyjąć dowolną liczbę a < 0, ponieważ do chwili t = 0 ciało pozostawało
w spoczynku).

W tej całkowej wersji drugie prawo Newtona ma szersze zastosowanie niż
w postaci (6.l.3) do ruchów opisanych całkowalną funkcją. Ponieważ zgodnie
z twierdzeniami rachunku całkowego, funkcja górnej granicy całkowania funk-
cji całkowalnej jest ciągła, więc prawo (6.l .4) dotyczy ruchów o ciągłej zmianie



242 Funkcje uogólnione

prędkości. Nie opisuje jednak zderzenia sprężystego, którego prędkość jest nie-
ciągła (patrz rys. 6.2).

Zwróćmy też uwagę na to, że z punktu widzenia znanej nam definicji całki,
równość (6.l.4) nie zachodzi w przypadku funkcji f(t) równej zero we wszyst-
kich punktach poza punktem t = 0, bo stojąca po lewej stronie równości (6.1.4)
całka jest równa zero, podczas gdy prawa strona tej równości jest różna od zera.
Otrzymaliśmy więc sprzeczność chcąc formalnie poszerzyć stosowanie wzoru
(6. 1.4) na ruch o nieciągłej prędkości v(t) (por. wzór 6.1.1) pochodzącej od sily
impulsowej. Wynika stąd, że „obiekt” opisujący siłę impulsową nie może być
funkcją całkowalną ani żadną imią funkcją (bo niecałkowalnej funkcji się nie
scałkuje). Zatem niezbędne jest wprowadzenie nowego pojęcia, gdyż znaleźli-
śmy się poza granicami stosowania znanego aparatu analizy matematycznej.

Załóżmy dla uproszczenia (tzw. warunek normujący), że ilość ruchu (pęd),
którą otrzymało ciało jest równa jeden (W jednostkach umownych), tzn., ze

mv=1 (6.1.5)

zaś szukany „obiekt” opisujący siłę impulsową f(t) działającą na cząstkę ozna-
czymy przez ó` (r). Wtedy wzór (6. 1.4) przyjmie postać

I

ja(z)dz=1, z>0 (6.16)

Aby znaleźć „obiekt” Ó` (t), opisujący siłę impulsową, postępujemy tak, jak
to często robią fizycy, tj., najpierw określimy własności jakie obiekt ten powi-
nien posiadać. W tym celu idąc za Diracem popatrzymy na badane zjawisko siły
impulsowej jako na zjawisko graniczne polegające na działaniu siły W przedzia-
le czasu od 0 do h (h > 0) opisanej fiinkcją ciągłą którą oznaczamy przez ö;,(t).
Zakładamy przy tym również, że siła ta nadaje badanemu ciału tę samą ilość
mchu (ten sam pęd) co siła impulsowa nadająca mu prędkość v, tj.

h +00

jâ,,(r)dr=jâ„(t)dr=m-v.

Znajdziemy teraz siłę ó`;„(t). Dogodnie jest tu wybierać, ze względów mate-
matycznych, funkcje 5„(t) (aproksymujące 5(t) ,,w pewnym sensie”) kształtu
krzywej Gaussa. My, ze względów na prostszą ilustrację zagadnienia, będziemy
opierać się wyłącznie na impulsach prostokątnych, ponieważ kształt impulsu nie
jest taki ważny a wymagane jest, aby czas jego trwania był dostatecznie krótki
i impuls miał pole jednostkowe.

Przyjmijmy zatem, że ó`),(t) jest stałą siłą oddziałującą W przedziale czasu od
0 do h. Ponieważ siła ó`;,(t) jest równa zero poza przedziałem (0, h), zaś na tym
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przedziale jest stała, tzn. 5,,(t) = const, możemy przyjąć, że funkcja 5,,(t) vvyraża
się następującym, prostym wzorem

Ĺ, O<t<h
51(f)= 11 (6.1.7)

O, t<O v t>h

przy czym h może być liczbą dowolnie małą, dodatnią. Ponadto ze wzoru
(6.l.7) mamy

jo, (1)dz =1 (6.1.8)

Funkcja (,,rozłożona siła”) 5,,(t) dla h > 0 przedstawia impuls prostokątny
o amplitudzie l/h, trwający h sekund, rys. 6.3. Jak widać z rysunku, pole obsza-
ru ograniczonego wykresem funkcji ö,,(t), prostymi t = 0, t= h i osią Ot nie
zależy od h i jest równe jedności. Gdy h dąży „skokowo” do zera to otrzymuje-
my ciąg impulsów ojedrjâšowych polach i wzrastających wysokościach.

¿h

o Ę--
Ÿ

Rys. 6.3. Ilustracja funkcji ö,,(t)

W oparciu o funkcję 5„(t) można wyjaśnić sens podstawowych własności
5-funkcji. Należy przypuszczać, że krótkotrwałą siłę 5 (t) otrzymujemy z ,,roz-
łożonej sily” ö„(t) w wyniku przejścia granicznego przy h-›0", tj. przyjmujemy

6(f)= 5,, (1) (6.19)
i vvtedy możemy zapisać

OO I+ , t O6(1)={0 #0 (6.1.10)

Zauważmyjednak, że wzór (6. l.l0) nie umożliwia otrzymania wzoru (6.1.6)
przy wykorzystaniu znanej definicji całki. Nasuwa to myśl, że ważnym atrybu-



244 Funkcje uogólnione

tem wielkości (impulsu sily) 6(t) jest całka, i że niezbędne jest wprowadzenie
I

odrębnej definicji „całki” j6(t)dt, t> O.

W fizyce uważa się, że pęd nadany ciału przez siłę impulsową 6 (t), stanowi
granicę pędu nadanego ciału przez rozłożone w czasie siły 6,,(t), kiedy czas ich
działania dąży do zera, tzn. przy h -> 0+. Dlatego przyjmiemy, że

I I

jö(z)d1=h11¿š1 j5„(1)dr , z>0 (6.1.11)

Ponieważ 6,,(t) jest funkcją całkowalną, to ze wzoru (6.l.7) funkcja górnej
granicy całkowania

0 dla tś0
I

F„(z)=j6,,(1)d1= źdia 0<zs/1 (6.1.12)
-co

l dla t>h

tzn. dla 0 < h < +‹×= każda z całek jest funkcją ciągłą zmiennej t i w każdym
punkcie ciągłości funkcji 6,,(t) pochodna funkcji F,,(t) istnieje i zachodzi rów-
ność

F,@)=6„Q)dm t±0 it±h.

Przebieg funkcji (6.l.l2) jest pokazany na rysunku 6.4 i ma ksztalt pochyłego
schodka.

h=åh=1 h=21 f-,--
I

II
[I
/I
I/

Pl l l

0 1 2 Í

Rys. 6.4. Ciąg funkcji F,,(t) otrzymanych przez scałkowanie funkcji prostokątnych 6,,(t)

Ustalmy teraz t i poszukajmy granicy ciągu wartości całek, gdy h maleje do
zera. Z (6.l .12) otrzymujemy

' 0 dla tś0
1' 6 d = 6.1.13

1120) _-Ĺ "(T) T ll dla t>O ( )
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Stąd dla t > 0 i dla wszystkich h > O na podstawie (6. l .l l) wynika bezpośrednio

równanie (6.l.6), tj. j6(t)dt =l _ Można pokazać, że w konsekwencji

+00

j5(z)dz=1 (6.1.14)

Zatem, kiedy mówi się, że całka postaci (6.l.6) lub (6.l.l4) funkcji 6(t) równa
się l, to całkę tę zgodnie z (6.l.l l) należy rozumieć jako granicę odpowiednich
zwykłych całek funkcji 6„(t) przy h -› 0+. W takim ujęciu wielkość 6(t) i jej
własności są scharakteryzowane własnościami funkcji 6,,(t), 0 < h < +°°, będą-
cymi funkcjami we właściwym znaczeniu.

Pokazaliśmy, że poszukiwany przez nas „obiekt” 6 (t), opisujący siłę impul-
sowąf(t), scharakteryzowany własnościami (6.l.l0) i (6.l.l4) nie jest funkcją
w znaczeniu przyjętym w analizie matematycznej, można go natomiast wyrazić
za pomocą pojęcia åfunkcji.

Przyjmujemy zatem następujące określenie:
6 -funkcją nazywamy wielkość 6 (t) o następujących własnościach:

6(t)=0 dla r=±0 (6.l.l5)
co

1 jā(1)d1=1 (6.1.16)

Podkreślamy, że sama „funkcja” 6(t) będąca granicą rodziny funkcji 6„(t)
nie jest zwykłą funkcją.

U w a g a. „Obiekt” matematyczny poprawnie zdefiniowany posiadający
własności (6. l.l5), (6.l.l6) to tzw. „dystrybucja w sensie Schwartza”, która jest
pewnym funkcjonałem liniowym, do określenia którego potrzebna jest jeszcze
własność filtracji opisana formułą (6.3.3).

Interpretacja fizyczna 6-funkcji. Warunki (6.l.15)
i(6.l.l6) mają wyraźną interpretację, zatem pojęcie 6-funkcji posiada sens fi-
zyczny. Jeśli mianowicie zmienną t jest czas, to wielkość 6 (t) można wyobrazić
sobie jako idealnie wąski impuls nieskończenie wielki o ekstremalnie krótkim
czasie trwania, występujący w chwili t = 0. Efekt działania tego impulsu jest
przy tym różny od zera, o czym świadczy warunek (6.l.l6), określający „pole”
ograniczone tym impulsem (mierzone wartością całki), które jest skończone
iunormowane do wartości l. W fizyce i mechanice 6(t) nosi również nazwę
jednostkowej funkcji impulsowej.
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Wielkość 6(t) jako wielkość niefunkcyjna nie ma wykresu i jest przedsta-
wiona graficznie (rys. 6.5) w postaci strzałki o jednostkowej wysokości.

11 ,

-ll 0 l to l`›

Rys. 6.5. Graficzne przedstawienie dystrybucji 6 (t) i 6 (t - to)

Jeżeli w równaniach (6.l.l5) i (6.l.l6) w miejsce zmiennej niezależnej t
podstawimy t - to, to otrzymamy 6-funkcję przesuniętą, tj. przyjmiemy, że
wielkość 6 (t - to) ma własności

O dla tzfit6 - = ° 6.1.17(I t°) +‹›‹› ‹11a1=z0 ( )

maz j6(z-z,,)dz=1 (61.18)

Punkt t = to, w którym 6 (t - to) jest nieokreślona nazywamy punktem oso-
bliwym wielkości 6 (t - to). Wielkość 6 (t - to) można traktowaćjako siłę impul-
su w chwili t = to, odpowiadającej masie jednostkowej i prędkości jednostko-
wej.

Zaprezentowana metoda ma cechy metody opartej na pojęciu funkcji aprok-
symujących, rozpowszechnionej zwłaszcza w fizyce i dyscyplinach technicz-
nych. Nie ma ona wszystkich cech poprawnej metody matematycznej, ma jed-
nak kilka praktycznych zalet: jest prosta, poglądowa i dobrze odpowiada intu-
icyjnemu wyobrażeniu o wielkości 6(t) i jej pochodnych 6'(t), 6 "(t) itd.
W myśl tej metody wielkość 6(t) traktujemy jako granicę dobranych funkcji,
które w pobliżu zera przyjmują bardzo duże wartości, a we wszystkich innych
punktach są równe zero.

Innymi słowy, interpretując wyrażenia zawierające dystrybucje przechodzi-
my na pewne ciągi 6,,(t) skończonych impulsów o jednostkowym polu, które są
krótkie, ale nie o zerowym czasie trwania i mają pewien szczególny kształt;
wykonujemy na nich wskazane operacje, takie jak całkowanie, różniczkowanie,
mnożenie itp., a następnie obliczamy granicę, gdy czas trwania impulsu zbliża
się do zera. Ten sposób postępowania będziemy stosowali w dalszym tekście do
każdego wyrażenia, w którym wystąpi åfunkcja.
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6.2. Związek 6-funkcji z funkcją jednostkową

+00

Z przyjętej definicji całki j6('t)dt' na podstawie wzoru (6.l.l l) oraz bez-

pośrednio ze wzoru (6.l.l3) i zgodnie z definicją funkcji jednostkowej I(t)
mamy

I I

j6(t)dt=llin)i, j6,,(t)dt=1(t) (6.2.l)

Własność ta wskazuje na ścisłą zależność dystrybucji 6 (t) z funkcją skoku jed-
nostkowego I (t) (patrz wzór 1.1.6').

Ponieważ dla zwyklych funkcji na podstawie wzoru całkowego Newtona-
l`

Leibniza [10] z zależności jf(1')d7: = g(t) wynika, że f(t) = g'(t), więc przez

analogię z (6.2. 1) przyjmujemy

ö(z)= Ź-[1(1)] (6.2.2)

co oznacza, że ,,pochodnąfunkcji jednostkowej powinna być dystrybucja 6 (t)”.
Ponieważ funkcja jednostkowa faktycznie nie ma pochodnej w zwykłym sensie,
więc twierdzenie to na podstawie (6.2.l) może być interpretowane następująco:
jeżeli ciąg różniczkowalnych funkcji W granicy dąży do I(t), to pochodne wyra-
zów tego ciągu tworzą ciąg określający dystrybucję 6 (t).

Zauważmy, że obliczając pochodną funkcji I(t), na podstawie znanej nam
definicji pochodnej, ze wzoru (l.l.6'), definiującym funkcję I(t), otrzymamy

, O dla t±01 (1~)={ (6.2.3)
nie istnieje dla t =0

Porównując wzory (6.l.l5) i (6.2.3) niesłusznie na tej podstawie byłoby
twierdzić, że pochodna 1'(t) jest funkcją 6(t). Wiemy, że 6-funkcji nie można
określić tylko wzorem (6.l.l 5), ponieważ nawet fizycznie jest jasne, że z same-
go tego wzoru nie wynika, że rozpatrywana W naszym przykładzie siła impul-
sowa 6(t) nadaje badanemu ciału pęd równy dokładnie jedności (wcześniej to
założyliśmy - wzór 6.1.5). Jednakże wygodnie jest założyć, że

1'(z) = 6(z) (6.2.4)
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6.3. Własność filtracji

W zastosowaniach rzadko posługujemy się 6-funkcją w formie bezpośred-
niej. Zazwyczaj 6-funkcja lub jej pochodne występują pod znakiem całki. Dla-
tego, przy interpretacji wyrażeń zawierających funkcje uogólnione, pożyteczne
jest określenie fizycznego sensu ogólniejszej „całki”, a mianowicie całki postaci

+00

1= _[ö(z)g(z)dz (6.3.i)

gdzie g(t) jest dowolną funkcją ciągłą.
Zgodnie z wcześniejszymi uwagami działania na 6-funkcji wykonujemy

W ten sposób, że wykonujemy je najpierw na funkcjach 6,,(t) postaci (6.l.7),
a następnie obliczamy granicę otrzymanego wyniku dla h -› 0+. Zatem, postę-
pując podobniejak w przypadku formuły (6. l .l l) przyjmujemy, że

jö(r)g(r)dr = lim jöh (t)g(t)dt (6.3.2)
li->0

Można wykazać (szczególy pomijamy), że

;,i¿1¿iÍß,.‹z)g(1)df=g(0).
Uwzględniając ten wynik w (6.3.2) możemy więc napisać

+00

jö(z)g(z)dz = g(0) (6.3.3)

Zauważmy, że stąd, przy g(t) zł wynika wzór (6.1.l6).
Związek wyrażony wzorem (6.3.3) nazywamy własnością filtracji 6-funkcji,

ponieważ operacja nad funkcją g(t) wskazana po lewej stronie równości (6.3.3)
wyodrębnia pojedynczą wartość funkcji g(t).

W szczególności własność filtracji 6-funkcji możemy uogólnić na 6-funkcje
o przesuniętym argumencie i wtedy odpowiednio otrzymamy

+...,
j6(t-t,,)g(r)dt= g(t,,) (6.3.4)

Zależność (6.3.4) można interpretować w ten sposób, że wielkość 6 (t) znaj-
dując się pod znakiem całki powoduje „wyciągnięcie” pozostałej części wyra-
żenia w punkcie to, tj. g(to).
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U w aga. Podobieństwo (6.3.4) do całki (7.7.l) (lub 3.1.1) wyrażającej
splot można podkreślić pisząc

+00 +0018<f)g‹z-641- 181-z›g‹«)dz-g(t)
lub używając symbolu splotu w postaci

6(f)*g(')=g(')>==6(f)=g(f) (6.35)
Własność 6 (t) opisana równaniem (6.3.5) oznacza, że 6-funkcja jest elementem
neutralnym mnożenia splotowego (por. uwaga 3.1.3).

Jakkolwiek sposób wprowadzenia delta funkcji przedstawiony w paragra-
fach 6.l+6.3 jest z punktu widzenia fizyki oczywisty, nie można zapomnieć, że
6-funkcję należy stosować z dużą ostrożnością. Korzystając z całki (6.3.l) po-
ruszamy się po niepewnym gruncie, gdzie zwykłe twierdzenia matematyczne,
np. o całkowaniu przez części, zamianie zmiennych, przejście do granicy (np.
+°° ') +°°

j j'ij›1g6,,(t)dt=},i_i_›1g j6,,(t)dt) itp., nie zawsze są wykonalne. Teoria matema-

tyczna, na gruncie której można wprowadzić pojęcie delty Diraca w sposób nie
budzący zastrzeżeń, nazywa się teorią dystrybucji. Pierwsze największe sukcesy
w tej dziedzinie zawdzięczamy francuskiemu matematykowi L.Schwartzowi.
Bardziej przystępne ujęcie tej teorii podali w latach 1955-1957 polscy matema-
tycy Jan Mikusiński oraz Roman Sikorski. Znajomość tej teorii osiągnąć można
jedynie na drodze rozszerzonych studiów, których trudno wymagać od techni-
ków i inżynierów. Zainteresowanego Czytelnika odsyłam do literatury [2, 3, 13,
14, 23, 25]. _

Zwróćmy jeszcze w tym miejscu uwagę na pewną analogię. Tak jak kiedyś
rozszerzono pojęcie liczby rzeczywistej na liczby zespolone, tak pojęcie funkcji
zostało rozszerzone na dystrybucje.

Na przykład, jak wiemy, równanie x2 + l Ć 0 nie ma rozwiązań w zbiorze
liczb rzeczywistych ma natomiast dwa rozwiązania: xl = -i, x2 = i (i -jednostka
urojona) w zbiorze liczb zespolonych, które są rozszerzeniem (uogólnieniem)
liczb rzeczywistych.

Analogiczna sytuacja pojawia się również w zbiorze funkcji pojmowanych
jedynie w myśl klasycznej definicji analizy matematycznej, w której występują
przypadki niewykonalności niektórych działań. Na przykład: nie każda funkcja
ciągła ma pochodną, nie każdy szereg funkcyjny można różniczkować lub cał-
kować wyraz po wyrazie, nie każda funkcja okresowa lokalnie całkowalna ma
szereg Fouriera zbieżny do niej samej, itp. Natomiast wszystkie wymienione tu
działania są wykonalne (mają sens) w zbiorze dystrybucji.
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W dalszym tekście nasze rozważania ograniczymy jedynie do tych zagad-
nień dotyczących dystrybucji Diraca, które mają istotne znaczenie dla zastoso-
wań i są związane z metodą przekształcenia Laplace'a.

6.4. Transformata 6-funkcji

Umawiamy się, że transformatą Laplace'a dystrybucji 6(t) jest granica
transformat L[6,,(t)] rodziny funkcji 6,,(t) wyrażonych wzorem (6.l.7), przy
h -> 0+, tzn.

L[ā(1)]= 11111 Llö (1)] (6.4.1)h
h-›0"

Weźmy pod uwagę funkcje 6,,(t) określone wzorem (6.l.7) i zapiszmy je za
pomocą funkcji skoku jednostkowego następującym wzorem

6,,(1) = %[1(1)- 1(z - /1)] (6.4.2)
Następnie utwórzmy transformatę Laplace'a tych funkcji. Z liniowości L-
przekształcenia oraz z twierdzenia o przesunięciu rzeczywistym (wzór 2.6.3)
otrzymamy

L[ö,,(1)] = LE (1(1) - 1(1- 11))j = Ê (1 - @¬"") (6.4.3)

Następnie obliczamy granicę uzyskanych transformat przy h -› 0+

_ -sh -h.i'

11111 L[ö, (1)]= 11111 -:Ie - = 11111 -_-se = 11111 e'-*" =1
/1-›0* 11-›0* sh H 11-›0* 5 /1_›0*

(do ostatniej granicy zastosowaliśmy regułę de L'Hospitala).
Uwzględniając otrzymany wynik w (6.4.l) przyjmujemy, że transformata dys-
trybucji 6(t) jest stała i równajedności, co zapisujemy wzorem

L[ö(1)]=i (6.4.4)
U w a g a . Jeśli funkcję e"`” przedstawimy W postaci szeregu potęgowego

2 2 3 3

@¬*"'=1-.111+l-1+-~ . (6.4.5)
2! 3!

to wyrażenie (6.4.3) przyjmie postać L[6,,(t)]= 1 -åsh+ås2h2 ---- i w gra-
. 6

'nicy przy h -› 0+ otrzymamy ten sam wynik, tj. wzór (6.4.4).
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6.5. Pochodne 6-funkcji i ich transformaty

Analogicznie do określenia 6-funkcji wzorem (6.l.9) wprowadza się po-
chodne 6-funkcji. W tym celu rozpatrujemy rodzinę funkcji 6,Ę”(t) (rys. 6.6)
określonych wzorem:

1_Ż dla O < t < h
h

ö,f”(t)=í_--ö'*(t)_Ź"(t_h)= -hl, dla h<t<2h (6.5.1)

` O dla t<0,t>2h

lub używając funkcji jednostkowej 1 (t) i jej przesunięć rzeczywistych

15,5” (1) = h_, [1(1) _ 2 - 1(1 _ /1) + 1(1 _ 2/1)] (6.5.2)

lĘ)
/12

o
G

_;__
-o IQ3'

Ą

t

-ż -, sie

Rys. 6.6. Ilustracja graficzna funkcji 6Ĺ” (1) , którą można uważać za dwa kolejne

impulsy o przeciwnych kierunkach trwające po h sekund i amplitudzie hi,

Granicę ciągu funkcji 6,f”(t), określonych wzorem (6.5.l) przy h-›0+,

oznaczamy symbolem 6”)(t) i przyjmujemy jako określenie pierwszej po-
chodnej 6-funkcji lub nazywamyfunkcją Diraca rzędu pierwszego. Mamy zatem

5(1)(t):I,,T+ öł(1)(t):h,,r(§, 1(l`)-2-1(i;í'l)+1(t-2h) (6,53)
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ö,,(r)-ö,,(t-h)
U w aga. Wartość --Tí możemy interpretować jako średnią

szybkość zmian wartości funkcji 6,, (t) w przedziale (0, 2h), a „podwójny im-

puls” 6,f”(t) jako grube przybliżenie pierwszej pochodnej 6-funkcji.

Granicę (6.5.3) można uważać również za drugą pochodną funkcji jednost-
kowej 1 (t) co umownie zapisujemy:

1"(1)=Ź(ö(1))=ö“”(1) (6.5.4)

tzn. pochodna dystrybucyjna rzędu drugiego funkcji 1(t) określa pochodiią
6(')(t) dystrybucji 6(t).

U w aga. Aby poprawnie interpretować wyrażenie (6.5.4) określające po-

chodną 6(“(t) riależy całkę j6(')(t)dt rozumieć, analogicznie do (6.l.l1),

jako granicę postaci
-ł-oo

lim jö,Ê')(t)dt,
I1-›0+ _M

przy czym 6,f1)(t) jest pochodną funkcji aproksymującej 511(t).
Podobnie (szczegóły pomijamy), wyższe pochodne dystrybucyjne funkcji

1(t) określają pochodne dystrybucji 6(t) , tj. umownie zapisujemy:

1<"*'>(1) = 5<">(1), 11 G N (6.55)
przy czym analogicznie do zależności (6.l .l5)

ö<">(1)=0 111111140 (6.5.6)
Oznacza to, że każdą dystrybucję można utożsamić z funkcją stałą równą ze-

ro w dowolnym przedziale (tl, to), takim że: t, < to < 0 albo O < t, <t2.
W punkcie osobliwym t = 0 pochodne dystrybucji 6 ('”(t) nie są określone.

Analogicznie, jak w przypadku wcześniejszych rozważań umawiamy się, że
transformatą Laplace'a pierwszej pochodnej 6(”(t) jest granica transformat

rodziny funkcji 6,§”(t) wyrażonych wzorem (6.5.l), gdy h -› 0+, tj.

Ll6“)(t)j= lim Llö,(,“(t)j (6,57)
h-›0+
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Korzystając z liniowości L-przekształcenia i twierdzenia o przesunięciu rze-
czywistym - wzór (2.6.3) wyznaczamy transformaty funkcji 6,f')(t) określone
wzorem (6.5.l). Mamy zatem

L[5,Ę“ (1)]= hl,(L[1(1)]_ 2- L[1(1_ 11)]+ L[1(1 _ 2/1)])=
I (1 M ), (6.5.8)

= :J1_í(, _ 26-111 _,_ 6-21/1): _?@l1ž__

Po podstawieniu wyrażenia (6.5.8) do prawej strony wzoru (6.5.7) obliczamy
granicę przy h -› 0+, korzystając dwukrotnie z reguły de L'Hospitala, i otrzy-
mujemy

[ <1) ] ' [ (1) j - (l"e_+hl2L6 (t) = lim L6, (t) = lim _-,i-=s (6.5.9)
h-›0+ h-›O+ Sh”

Wobec tego - przyjmujemy

Llö <“ (1)]= 1 (6.5. io)
W podobny sposób rozumiemy transformaty od wyższych pochodnych dys-

trybucji 6('”(t), tj. przyjmujemy

Ll‹Sl"l(1)j= 11111 L[5<"l(1)j. (6.5.11), h
h-›0

Na podstawie odpowiednich rozważań otrzymujemy wzór

L[ö<">(1)i=.‹", 11 =1,2,3,--- (65.12)
Na dystrybucje można przenieść twierdzenia rachunku operatorowego, na

przykład: twierdzenie o przesunięciu rzeczywistym, a inne twierdzenia przy
odpowiednich dodatkowych założeniach. Na przykład, stosując twierdzenie

o transformacji pochodnej (wzór 2.2.1), z faktu, że L[1(t)]=-1- oraz przy zało-
s

+żeniu, że 1(0 ) = 0, oraz ze wzorów (6.2.2) i (6.5.4) otrzymamy kolejno

Ll‹S<1›l= Ll1'0'›l= 8 - L[1(')l= 8 -1 =1.s

L[öl'l(1)]=L[1”(1)]= 12 -L[1(1)]=12 -l=1
S

Zauważmy, że L-transformaty dystrybucji 6(t) i jej pochodnych 6(”)(t) są
nieujemnymi, całkowitymi potęgami zmiennej s. Transformaty Laplace'a wyra-
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żone wzorami (6.4.4), (6.5.l2) nie spełniają warunku koniecznego
Rłimœ F(s) =0 , jaki spełniają transformaty wszystkich funkcji, bo nie są to L-

transformaty funkcji. Wymienione jednak wzory rozszerzają zakres zastosowań
metody operatorowej na dystrybucję 6(t) i jej pochodne. Biorąc pod uwagę
liniowość L-przekształcenia otrzymamy, zgodnie ze wzorami (6.4.4), (6.5.l2),
następującą zależność:

Llao6(t) + a,6")(t) + - - - + a„6(”)(t)j= ao + a,s + - - - + ans” (6.5.13)

gdzie ak e R, k =0,l,2,...,n.

Zależność (6.5.l3) umożliwia rozważanie w dziedzinie zespolonej s transfomiat
Laplace'a, będących dowolnymi funkcjami vvymiernymi.

Załóżmy, że funkcja wymierna o współczynnikach rzeczywistych ma postać:

F(s) = E, gdzie stopień P(s) 2 stopnia Q(s) .
Q(s)

Dzieląc licznik przez mianownik otrzymujemy:

P
F(s)=ao+a,s+a2s2+--'+aksk +-QL) (6.5.14)

Q(S)

przy czym stopień Po(s) jest mniejszy od Q(s) , tzn., że funkcja Fo(s) = gg

jest funkcją vvymierną właściwą. Zatem, zgodnie ze wzorem (6.5.l4) oraz
(6.5.l3) transformata odwrotna przyjmie postać:

L" [F(s)] = ao5(t) + a,‹S“)(t) + ---+ a,6””(t) + fo(t) (6.5.l5)

gdzie ƒo(t) = L`+ [Fo(s)] jest funkcją (oryginałem).
Stosując do dystrybucji 6(t) twierdzenie rachunku operatorowego o przesu-

nięciu rzeczywistym oraz uwzględniając wzory (6.4.4) i (6.5. 12), przy założeniu
to > O, otrzymamy transformaty Lalpace`a dystrybucji przesuniętej 6 (t - to).
Mamy więc

L[6 (1 - to )]= e""° -L[6(t)]= e""'“ , (6.5.l6)

.1[‹s<">(1_1.,)]= .1[8<">(1)]= 1" . (65.11)
Wszystkie zależności jakie w tym rozdziale spotkamy, wyrażające pewne

własności 6-funkcji, możemy traktować jako zbiór pewnych reguł postępowania
z 6-funkcjami.
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Rozdział ten podany został jedynie informacyjnie z żamysłem wprowadze-
nia Czytelnika w tę ważną problematykę.

6.6. Przykłady zastosowań 6-funkcji
Dystrybucje znajdują szerokie zastosowanie zarówno w naukach stosowa-

nych jak i w wielu dziedzinach matematyki, a w szczególności przy rozwiązy-
waniu równań fizyki matematycznej, ponieważ funkcje impulsowe są wygodną
idealizacją funkcji i stąd wynika celowość ich zastosowania (np. w układach
liniowych).

I. Omówimy zastosowanie 5-funkcji przy określaniu warunków początkowych
równania różniczkowego.

Z mechanicznej interpretacji 5-funkcji wynika, że obecność 5-funkcji po
prawej stronie równania różniczkowego może służyć określeniu warunków
początkowych lub odpowiedniej zmianie warunków początkowych tego równa-
nia. Wyjaśnimy to na przykładzie.

Przykład 6.1. Rozważmy równanie różniczkowe
dí:=ax(r)+bf(r) (6.6.1)

z warunkiem początkowym x(t0 )= x0
oraz równanie różniczkowe

Ś:-å=ax(t)+bf(t)+x0 -5(t -to) (6.62)

z warunkiem początkowym x(t(§ )= O,
gdzie a, b - dowolne stałe.
Pokażemy, że dla równania (6.6.1) warunek początkowy przy t -› fg ma postać

x(t$ )= x0.

Zauważmy, że rozwiązania równań (6.6.1) i (6.6.2) są identyczne dla t 2 ro.
Możemy sprawdzić tę równoważność całkując drugie równanie, co daje w wy-
niku

+

2:'Å*-‹şír.-+ ,2*2' _~.«+

x(r0 )- x(r0")= _[ax(r)+ bf(r)]+ x0 - jö(r -z0)dr.
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Pierwsza całka po prawej stronie jest całką zwyczajnych funkcji w nieskoń-
czenie małym przedziale, więc ta całka znika, a druga całka na podstawie wa-
runku (6.1.18) jest równa jedności. Stąd otrzymujemy określenie warunku po-
czątkowego

x(r0" )= x0 ,
jak oczekiwaliśmy.

1

II. Metodą operatorową możemy rozwiązać zagadnienie początkowe dla rów-
nania różniczkowego liniowego drugiego rzędu o stałych współczynnikach

aĹ¿š+b%+cy=f(t), y(0+ )= yo, y'(0+ )= yl (6.63)

przy założeniu, że f(t) jest 5-funkcją(impulsem), tzn. wielkością o własno-
ściach (6.l.l5)i(6.l.16) lub (6.1.17), (6.1.18).

W celu rozwiązania problemu początkowego (6.6.3) metodą transformacji
Laplace'a będziemy postępowali analogicznie jak w przypadku rozwiązywania
równania różniczkowego z przykładu 5.2 W rozdziale 5. Musimy dodatkowo
znać tylko transformatę Laplace'a funkcji 5(t) lub 5(t - to). Transformaty te dane
są wzorami (6.4.4), (6.5.l6). Zauważmy, że bezpośrednio z definicji 1.2.1 trans-
formaty Laplace'a oraz ze wzom (6.3.4) uzyskamy

‹×›

L[6(r - ro )]= je`°"'6(r - ro )dr = e¬"'", ro 2 O,
0

co jest zgodne z wynikiem (6.5. 16).

Przykład 6.2. Sprawdzić, że równanie różniczkowe
2d_f = f(f)+ (sę) (6.64)

dr

z zerowymi warunkami początkowymi: x(O+ )= O i x'(0+ )= O
ma takie samo rozwiązaniejak równanie różniczkowe

fi = f(z) (6.65)
dr2

z warunkami początkowymi: x(O+ )= O i x'(0+ )=1 .
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Rozwiążmy najpierw równanie (6.6.4) metodą operatorową. Zakładamy, że
x(t) i f (I) są L-transformowalne, tzn. istnieją obrazy tych funkcji
L[x(t)]= X (s) oraz LĹf(t)]=F Do obu stron równania (6.6.4) stosujemy
przekształcenie Laplace'a i otrzymamy

L[›‹”(f)]=Llf(f)l+Ll‹S(f)l
Ze wzoru (2.2.6) wyznaczamy transformatę drugiej pochodnej, uwzględniamy
warunki początkowe oraz Wzór (6.4.4) i uzyskujemy równanie operatorowe

s2X(s)=F(s)+1 (1)
którego rozwiązaniem jest funkcja

X(s): F(Êł+l:ígS)+S12 I

Poprzez transformację odwrotną Laplace'a przechodzimy od obrazu ponownie
do oryginału i korzystając z liniowości przekształcenia L4 mamy

f'[×‹s>1=f'[si,~F<s›]+f'
a stąd po zastosowaniu twierdzenia Borela (wzór 3.2.1) otrzymamy ostatecznie
rozwiązanie równania (6.6.4) w postaci

x(f)= f(z)(z_adr +1 <3)
Podobnie, rozwiązując metodą operatorową równanie (6.6.5) z podanymi

warunkami początkovvymi otrzymujemy równanie operatorowe postaci

sz -X(s)-1 =F(s),

które jest równoważne równaniu (1), i którego rozwiązaniem jest również funk-
cja postaci (2). Zatem i rozwiązaniem równania (6.6.5) jest funkcja dana wzo-
rem (3).

I

W n i o s e k _ Podany przykład ilustruje,jak wprowadzenie dystrybucji 6(t) do
prawej strony równania różniczkowego umożliwia dowolną zmianę niezero-
wych warunków początkowych danego równania na równoważne równanie
z zerowymi warunkami początkowymi.
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Przykład 6.3. Wyznaczyć rozwiązanie równania

4% dE7-4í:+4x=36(z-1)+ö(z-2) (1)

z warunkami początkowymi x(O) = 1, x'(O) = 1 (2)

Ro zw i ąza nie. Niech L[x(t)]=X(s).
1. Do obu stron równania różniczkowego (l) vvykonujemy transformację

Laplace'a

L[;f--4%+4xj =L[36(r-1)+6(r- 2)]

2. Korzystamy z liniowości L-przekształcenia

L[x”(r)]- 4L[x'(z)]+ 4L[x(r)]= 3L[5(z -1)]+ L[6(z - 2)].
3. Korzystamy z twierdzenia o transformacie pochodnej, uwzględniamy wa-

runki początkowe (2), ze wzoru (6.5.l6) obliczamy I[5 (I -1)]= e"",
1[ö (I - 2)]= e"2`l i po przekształceniach otrzymamy równanie operatorowe

(S2 - 4s + 4)X(s)= 3e"" + e`2"` + s - 3.

4. Wyznaczamy rozwiązanie operatorowe
~s -2.\' _3e + e + s 3 (3)

X =-Å--_
(S) sz-4s+4

W konsekwencji, uwzględniając rozkład na sumę ułamków prostych, mamy

_ 1 _ 1 3 -s 3 ~2.\'X(s)-S 2 (S 2)2 +(S 2)2 e +i--(S2), e (4)

5. Stosując transformację odwrotną do obu stron zależności (4) z przestrzeni
obrazu przechodzimy z powrotem do przestrzeni oryginału i otrzymujemy

" -"I 1- 1 + 3 e'“"+--3e`2'“.Ĺ [X(s)]-Ĺ' l:s_2 (s_2)2 (s_2)2 (S_2)2 :I

6. Korzystając z liniowości L”-przekształcenia oraz odczytując transformaty
odwrotne z tablicy 2 zamieszczonej w Dodatku otrzymujemy rozwiązanie

x(z)= (1 - z)e2' -1(f)+ 3~ [1(f -1)- (z-1)@2("'> + 1(f - 2)- (1 - 2)‹.›2('"2>].
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Pouczające jest otrzymanie rozwiązania dłuższą drogą, tj. znajdując x(t) od-
dzielnie w każdym przedziale: O S t < 1, 1 ś t < 2, 2 ś t < +‹×›. Zachęcam
Czytelnika do rozwiązania zagadnienia początkowego (1), (2) tym sposobem.

III. Zastosowania w fizyce i technice

Przytoczymy teraz przykłady charakteryzujące dość dobrze modele mate-
matyczne, dla których próba formalnego opisu matematycznego prowadzi
w sposób naturalny do 5-funkcji Diraca. W rozpatrywanych przykładach, jak się
sami przekonamy, pojęcie funkcji (jakie dotychczas jest nam znane) okazuje się
niewystarczające do opisu przebiegającego zjawiska. Pojawia się więc koniecz-
ność wprowadzenia nowej niefunkcyjnej wielkości jakąjest 5-funkcja.

Przykład 6.4. Rozważmy obwód elektryczny przedstawiony na rysunku 6.7.
Obwód ten zawiera źródło stałego napięcia E, kondensator C oraz wyłącznik W.
Przed zamknięciem obwodu kondensator nie był naładowany i prąd w obwodzie
nie płynął, tzn. dla t < 0, u(t) = 0, i(t) = 0. W chwili t = O zamykamy obwód.
Z uwagi na brak oporności (pomijamy oporność kontaktów oraz doprowadzeń
ze źródła) kondensator o pojemności C zostanie naładowany raptownie (w nie-
skończenie krótkim czasie) od napięcia równego zero do napięcia stałego
u(t) = E, a prąd wyraża się zależnością

¿(z)= cş- (6.66)

która z racji występowania pochodnej wymaga, by napięcie wyrażało się funk-
cją różniczkowalną. Dla wartości t > O mamy w obwodzie stan ustalony, tzn.
napięcie na kondensatorze u(t) = E i prąd w obwodzie nie płynie, tj. i(t) = O.

i(t)
wyl '

+
C u (t)

E : 

Rys. 6.7

Jeżeli napięcie wyrazimy zależnością

u(t) = E-I(t) ,
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gdzie I(t) jest funkcją jednostkową, określoną wzorem (l.l.6'), rys. l.2b, to

pochodna % istnieje ijest równa zero w każdym punkcie t :Ł O, natomiast nie
I

istnieje W punkcie t = 0 (bo jest to funkcja nieciągła). Z zależności (6.6.6)
otrzymamy

i(r)=0dlar±O,
natomiast W chwili zamknięcia obwodu, tj. t = 0 W oparciu o przesłanki fizycz-
ne (podpowiada nam to również intuicja) prąd powinien osiągnąć wartość nie-
skończenie wielką. Zatem całkowity przebieg prądu można określić następująco

_(Í) 0 dlar='±O (667)
I = ..

+‹×› dlar=0

Na skutek przepływu prądu całkowity ładunek

Q = E - C (6.6.8)

zostaje przeniesiony ze źródła prądu na okładki kondensatora. Ładunek ten
może być formalnie policzony z zależności

+00

Q = j¿(z)dz (6.69)

Zwróćmy uwagę, że z punktu widzenia klasycznej matematyki, tj. z definicji
całki, równanie (6.6.9) nie ma sensu, gdyż funkcja i(t) jest równa zero we
wszystkich punktach oprócz t = 0 i dlatego całka, po prawej stronie wzoru
(6.6.9) jest równa zero, podczas gdy lewa strona tej równości na podstawie
(6.6.8)jest różna od zera.

Wielkość i(t) (W naszym przypadku natężenie) określona przez własność
(6.6.7) i (6.6.9), które odpowiadają warunkom (6.l.l5) i (6.l.16), nie da się
przedstawić za pomocą żadnej funkcji. Warunki te określająjednak wielkość
i(t) (tj. natężenie prądu) jako 5-funkcję, tj.

i(z)= E - c - 6(z) (66.10)
(przyjęliśmy opór R = 0).
W szczególności, przyjmując (warunek normujący) E C = Q = l (W umownych
jednostkach), mamy

i(t) = 6(t).
I
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Przykład 6.5. Rozważmy W pewnym obszarze przestrzennym V masę m
iprzyjmijmy, że rozkład przestrzenny tej masy określony jest funkcją gęstości
;,¿(x, y, z) = ,u(P), gdzie P = P(x, y, z) oznacza punkt przestrzeni, przy czym

„(P)=0 jeśli Pzv (6.6.11)

6r6z j u(P)dv = m > 0 (6.6.12)
V

Rozważmy teraz przypadek masy punktowej. Załóżmy W tym celu, że
W punkcie P0(x(), yo, zo) obszaru przestrzennego V znajduje się masa punktowa m
i poza tym punktem nie ma W tym obszarze innych mas. Wówczas gęstość 1.1 (P)
musiałaby spełniać warunki (6.6.1 1) oraz (6.6.12) dla P ± P0, których jednocze-
śnie nie może spełniać żadna funkcja. W oparciu o przesłanki fizyczne należa-
łoby przyjąć, że

(P)_ 0 dla P=±P0 (6613
” "+‹×› d1aP=P, ")

a więc mamy ponownie do czynienia z wielkością o własnościach podobnych
do (6.1.17) i (6.1.18). Zatem, W tym przypadku gęstość /.Ł (P) może być wyra-
żona jako 5-funkcja

„(P)=m-6(P-P0) (6.6.14)
0 61 P P

prly Czym ö(P-P0)={+œ dlż PÍPO (66.15)
_ 0

mz jö(P-P.,)dv=1, Poev (6.6.16)
V

Przyjmując m =1 mamy /,L (P) = 5 (P - P0). Odpowiada to również interpretacji
fizycznej, Według której masa o wielkości 1 skupiona W jednym punkcie osiąga
nieskończenie wielką gęstość.

Analogicznie można mówić o rozkładach masy - powierzchniowym i linio-
Wym - i o funkcjach gęstości /.Ł (P) tych rozkładów.

I

W opisanych przykładach, jak i W Wielu innych zagadnieniach, mających
naturę impulsu, zasadnicze znaczenie ma naszkicowany model fizyczny 5(t) -
jako nieskończenie wielki i krótkotrwały impuls, a wzory (6.1.15), (6.1.16) lub
(6.1.17) i (6.1.18) można traktować jako opis tego modelu przyjęty W matema-
tyce stosowanej.
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

1. Obliczyć:

, _ 2 2 _ 2 -1a) z[a2 +z8(i)], 6) z[i.1(„)_a(„)], 6) a)
- s+4

2. Niech a będzie ustaloną stałą. Wykazać, że każde rozwiązanie równania
2. d _ .różniczkowego Ê-21 + 2bíy + bz y = 0 może być zapisane W postaci
t t

y(t)= [c, + c2(t - a)]e`b("“), gdzie C), C2 - dowolne stałe.
2

3. Rozwiązać problem początkowy % + 4% + 5y = f(t), y(O)=1,
I

y'(0)=0 , gdzie f(t) jest impulsem siły, która działa na nieskończenie krót-
1+6

l‹impize‹:1ziale1szs1+e i jf(z)dz-=2, e> 0.
l

. , 42 a'4. a) Rozwlązac problem początkowy aTy-3ž+2y=ƒ(t), y(O)=1,

y'(0)=O, gdzie f(t) jest funkcją impulsową, która działa na nieskończenie
2+8

la6il<im przedziale 2 Ś z Ś 2 + e , e> 0 oraz jf(i)dz = -l.
2

. , d2 d ,b) Rozwlązac problem początkowy íy - 32% + 2y = 0, y(0)=1, y (0): O

na przedziale Ośtś 2. Wyznaczyć yo = y(2) i y, = y'(2). Następnie roz-
wiązać zagadnienie początkowe

zz 2 y dy ,:I-t-5--3E+2y=o, y(2)= yo, y (2)=), -1, 2sz<+‹›‹›.
Porównać to rozwiązanie z rozwiązaniem z części a).

W przykładach 5+7 rozwiązać zadane zagadnienia początkowe.
2

5. %+y=sint+5(t-TC); y(O)=O, y'(O)=O

2

6. ~fl_f+Q+)›=2ö(z-1)-‹S(z-2); y(o)=1,y'(o)=0
dr dr
dzy dy -l z7. -_+2_+y=e +3ö(z-3); _)(0)=0, y(0)=3a1z2 di
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Przekształcenie Fouriera

Niektórzy autorzy najpierw omawiają transformację Fouriera, a dopiero na-
stępnie, jako jej rozszerzenie, transformację Laplace'a. Można jednak stanąć na
innym stanowisku i traktować transformację Fouriera jako szczególny przypa-
dek transformacji Laplace'a, nie wymagający uprzedniego omawiania.

Przekształcenie Laplace'a, na którym oparty jest rachunek operatorowy, jest
ściśle związane z przekształceniem Fouriera. Związek ten jest również istotny
W zastosowaniach, gdyż metody widmowe stosowane np. W teorii obwodów
liniowych i oparte na przekształceniach Fouriera są nierozerwalnie związane
z metodami operatorowymi i stanowią W wielu przypadkach jedną całość.

Transformaty Fouriera mają wyraźny sens fizyczny podobnie jak funkcje,
zktótych powstały. Możemy sobie wyobrazić i zmierzyć przebiegi i widma
zjawisk elektrycznych, optycznych lub akustycznych. Widma są transformatami
Fouriera przebiegów fizycznych i odwrotnie.

Stosując przekształcenia Fouriera można wyjaśnić np. działanie detektora
modulacji częstotliwości W układach elektronicznych, czy też zasadę działania
mikroskopu o kontraście fazowym [2].

7.1. Wzór całkowy Fouriera

Z rozważań dotyczących szeregów trygonometrycznych Fouriera Wiadomo,
że każda funkcja okresowa spełniająca warunki Dirichleta ma swoją charaktery-
stykę widmową W postaci widma amplitudy i widma fazy. Ze względu na Wy-
stępowanie tak zwanych prążków na ich Wykresach noszą one nazwę Widm
prążkowych.

Nasuwa się pytanie, czy funkcji nieokresowej, spełniającej pewne określone
warunki można również przyporządkować charakterystykę widmową. Jak się
przekonamy jest to możliwe lecz wówczas Widma W pewnych przedziałach są
funkcjami ciągłymi.
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Niech będzie dana funkcja f(t) zmiennej rzeczywistej określona W przedziale
(_°°› +°°):

1° spełniająca pierwszy i drugi warunek Dirichleta W każdym ograniczonym
przedziale (-1, 1), l > 0 (definicja 1.1.2);

2° bezwzględnie całkowalna W przedziale (-‹><›, +‹×›), to znaczy, że całka modułu
funkcji W przedziale (-°°, +‹>‹›)jest zbieżna

+00

j|f(f)|df<+‹›‹› (7.i.1)

Uwaga 7.1.1. Wszystkie występujące W tym rozdziale całki niewłaściwe od
-<›<› do +‹×› należy rozumieć W sensie wartości głównej, tj.

+°<› T

jf(z)dz= lim jf(z)alz (7.l.2)
T-)+°°

Przy powyższych założeniach, funkcja f(t) jest rozwijalna W szereg Fouriera
W każdym przedziale (-1, l) przy dowolnym l > 0, zbieżnym do niej, tj.

f(z)=“í°+2a,,e6e1«az+l›,,ein/‹a›z (7.l.3)
k=l

gdzie współczynniki ak ,bk dane są wzorami:

ao = - (u)du ,

Q
77'

Š-›_¿Š:ii
"**›"`'N

go*vs= - (u)coska›u du , (7.l.4)

li
la, =íjf(„)aia/ewa da, 1< =l, 2,...

I

przy czym przyjęliśmy, że co = ş.

Podstawiając wyrażenia dla ak i bk dane wzorami (7.l.4) do tożsamości
(7.1.3) i Wykonując odpowiednie przekształcenia oraz korzystając ze wzorów
na cosinus różnicy dwóch kątów otrzymujemy

1f(z)=åjf(„)ala +ížjf(„)[e6e1<a›z eeekwa +sinl‹a» ein1<w„]d„ =
_{ k=l_1 (1)I1 ...,

=-åíj-f(u)du+%Żł jf(u)coskco(t-u)du
_[ k=l _[
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Ustallny teraz wartość t i przejdźmy do granicy przy l -› +°<›. Wobec założe-
nia o bezwzględnej całkowalności funkcji f(t) W przedziale (-‹>‹=, +‹×›) mamy

I

limłjf(„)z1„ =O,
I-›‹›‹= ] _I

_ _ . 7: ,oraz przyjmując oznaczenia (ok = k 'a), Awk = ww -(ok = 0.) = -l- mozemy

prawą stronę (1) zapisać W postaci

f(z)= lim Ĺ Ê [jf(„)eeaw,, (z-„)al„j A6), (7.l.5)
1-›+‹×› 1; k:

Dla l -› +‹›° mamy, że Awk _› O i jednocześnie przedział (-1, l) przechodzi
W przedział (-°<›,+‹×›), a więc przy l -› +‹›<› otrzymujemy następujący wzór:

1 +°° +°<›

f(z)=; jz1wjf(„)e6Sw (z-„)d„ (7.l.6)
O -ee

U W a g a . Przeprowadzone rachunki mają jedynie charakter wyjaśniający
i pokazują genezę wzoru (7.1 .6).

Twierdzenie 7.1.1 (twierdzenie Fouriera). Jeśli funkcjaf(t) określona dla te R
spełnia warunki Dirichleta na każdym przedziale ograniczonym (a, b) oraz cał-
ka niewłaściwa (7.1.1) jest zbieżna, to funkcję f(t) można dla każdego te R,
przedstawić zapomocą wzoru

1 +00 +00

f(z)=E jz1wjf(„)e6eœ(z~„)d„ (7.l.6)

Wzór (7.1 .6) nazywamy wzorem całkowym Fourierafunkcji f(t), a całkę wy-
stępującą po prawej stronie wzoru (7.l.6) nazywamy całką Fouriera. W pierw-
szym całkowaniu zmiennąjest u, natomiast t i to są parametrami. W drugim
całkowaniu zmiennąjest co , zaś parametrem t.

Różne postacie wzoru całkowego Fouriera
Przekształcimy teraz wzór (7.l.6) do postaci wygodnej W zastosowaniach.

Uwzględniając W całce wewnętrznej prawej strony (7.l.6) wzór na cosinus róż-
nicy dwóch kątów otrzymamy

+<×› +00 +°°

jf(u)cos6o(t -u)du = cosœt J-f(u)cosa)u du + sin cot jf(u)sin cou du.
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Wniosek 7.1.1.
Przy założeniach twierdzenia Fouriera, dla każdego te R wzór całkowy Fo-
uriera (7.1 .6) przyjmie W postać

o'~±.`š'

f(z')= [a(w)e6aa›i +b(a›)eiawz]alw (7.l.7)

przy czym funkcje a(a)) i b(a)) określone są wzorami

1 +00 1 +‹×›

a(aJ)= E _Íf(u)cos(ou du, b(a))= - _Íf(u)sinoJu du (7.1.8)
_.,., TC _„

Całkę po prawej stronie wzoru (7.l.7) nazywamy również całką Fouriera
faakeji f(z).

Uwaga 7.1.2. Szereg tlygonometryczny Fouriera (7.l.3) o współczynnikach
rozwinięcia danych wzorami (7.1.4) i całka Fouriera (7. 1 .7) stanowią klasyczny
aparat matematyczny, stosowany do analizy przebiegów elektrycznych. Wzór
(7.l.7) spełnia taka samą rolę dla funkcji f(t) nieokresowej jak wzór (7.l.3) dla
funkcji okresowej i ma również podobną budowę, z tym że znak sumy zastą-
piony jest znakiem całki. Prawa strona wzoru (7.l.7) jest odpowiednikiem sze-
regu Fouriera (7.1.3) funkcji f(t) W przedziale ograniczonym. Zamiast Współ-
czynników Fouriera ak i bk, określonych wzorami (7.1.4), zależnych od k cał-
kowitych i tworzących tak zwane widmo punktowe, mamy We wzorze (7.l.7)
funkcje ciągłe a(0)) i b(a)), zależne od argumentu 0).

Definicja 7.1.1. Funkcje a(a)) i b(a)) określone wzorami (7.l.8) nazywamy
współczynnikami widma ciągłego lub widmem rzeczywistym funkcji f(t).

Rozwinięcie funkcji f(t) W szereg Fouriera można traktować jako przedsta-
wienie ruchu okresowego W postaci sumy ruchów harmonicznych o częstotli-
wościach całkowitych. Całkę Fouriera funkcji f(t) W przedziale (-‹>°,+‹×›) postaci
(7.l.6) lub (7.l.7) można traktować jako rozkład procesu opisanego funkcjąf(t)
na drgania harmoniczne o częstotliwości co zmieniającej się W sposób ciągły.

Omawiając rozwijanie funkcji okresowych W szereg Fouriera zwraca się
uwagę na fakt, że każdej funkcji okresowej i spełniającej warunki Dirichleta
przyporządkowane jest W sposób jednoznaczny widmo tej funkcji. W przypad-
ku funkcji nieokresowej i bezwzględnie całkowalnej W przedziale (-‹›‹›, +‹>°)
sytuacja jest podobna.

Dokonując przekształcenia analogicznego, jak to czyniono W przypadku sze-
regu Fouriera (zob. [13, 18, 25]), możemy Wyrażenie podcałkowe We wzorze
(7.1 .7) przedstawić W postaci
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a(a)) coscot +b(co) sin wt = %A(w) cos [wt + 6(o))],

A(œ)=7c-¬/a2(6o)+b2(co) (7.1.9)
OI`3Z ( )

cos9(o))=l, sin6(w)= (7.1.10)
¬/a2(a))+b2(œ) (/a2(w)+b2(6o)

i Wtedy wzór(7.1.7) przyjmuje postać

gdzie

1+°°

f(f)= E j A(a›)e6e(wf +e(œ))dw (7.1.11)

Definicja 7.1.2. Funkcję A:R-›R określoną wzorem (7.l.9) nazywamy
widmem amplitudowym funkcji f(t).

Funkcja A(co)jest funkcją p a r z y s t ą, tj. A(-co) = A((o).

Definicja 7.1.3. Funkcję
61; {weR z A(œ)>0} -› (_iz,1z) (71.12)

spełniającą układ równań (7.1.lO) nazywamy widmem fazowym funkcji f(t).

Funkcja 9(a))jest funkcją n ie p a r z y s t ą , tj. 6(-co) = - 0(a)).

Interpretacja fizyczna wzoru (7.1.11). W wyniku przed-
stawienia funkcji (pewnego sygnału) f(t) całką Fouriera postaci (7.1.1 1) zostaje
określone pewne odwzorowanie tej funkcji W funkcje A((o) i 6 (co) reprezentują-
ce f(t), tj. całkowita informacja 0 funkcji f(t) jest zawarta W odpowiednich funk-
cjach A(œ) i 6(co). Wzór (7.1.1l) interpretujemy następująco: funkcję nieokre-
sową f(t) można przedstawić jako wynik całkowania (sumowania) nieskończe-
nie wielu przebiegów sinusoidalnych (składowych harmonicznych) postaci

å/-1(a›)-eee[‹az +8(a›)] (71.13)

po wartościach co zmieniających się W sposób ciągły od O do +‹×›, gdzie vvyraże-

nie lA((o) określa amplitudę, a funkcja 6(612) jest fazą tych przebiegów [2, 13].
tc

Ważną rolę we wzorach całkowych odgrywa również własność symetrii,
gdyż na tych własnościach opierają się dowody znikania niektólych całek bez
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potrzeby ich efektywnego obliczania. W szczególności, jeżeli f(t) jest funkcją
parzystą, to ze wzorów (7. l .8) mamy

2 ...,
l›(w)= 0, a(a›)= E jf(„)e6ea›„ ala (71.14)

0

i Wzór całkovvy Fouriera (7.l .7) dla funkcji parzystej przyjmuje postać:
co

f(z)=ja(w)e6e6›zz1w , ze R (71.15)
O

Wzór (7.1.15) nazywamy cosinusowym wzorem całkowym Fouriera funkcji f(t)
na przedziale (O,+ ‹×›).

Podobnie, jeżeli f(t)jest funkcją nieparzystą, to
oo2 .a(w)=0, 1a(a›)=;Ľ- jf(„)einw„ ala (7.l.16)
O

i Wzór całkowy Fouriera (7. 1 .7) dla funkcji nieparzystej przyjmie postać
+00

f(z)= jb(6›)eina›z dw , ze R (7.1.17)
0

Wzór (7.1.17) nazywamy sinusowym wzorem całkowym Fouriera funkcji f(t)
W przedziale (0, +‹›<›). Całki stojące po prawej stronie wzorów (7.1.15) i (7.l.17)
nazywamy całkami Fourierafunkcji f(t) W przedziale (0, +‹›‹›).

Przykład 7.1. Dana jest funkcja

f(f)=2[1(f+1)-1(f)] .ze R <1)
a) przedstawić funkcję f(t) za pomocą całki Fouriera i na tej podstawie obliczyć

całkę niewłaściwą jłš- dx, (2)
o x

b) vvyznaczyć Widmo amplitudowe A(a)) i wykazać, że jest ono ciągłe W całym
zbiorze liczb rzeczywistych, oraz naszkicować jego wykres,

c) vvyznaczyć widmo fazowe 6 (co) i naszkicowaćjego wykres.

R o z W i ą z a n i e . a) Funkcję (1) możemy zapisać W postaci

fo-{2 dla -l<t<O
O dla pozostałych ti
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+‹›‹' O
Ponieważ całka niewłaściwa f(t) | dt = j2 dt = 2, Więc jest ona zbieżna.

-°° -l

Funkcja (1) spełnia Warunki Dirichleta, Więc na podstawie wniosku 7.1.1
funkcję f(t) można przedstawić za pomocą całki Fouriera postaci (7.l.7). Korzy-
stając ze wzorów (7.1.8) wyznaczamy funkcje a(co) i b(6o). Mamy zatem

2 sinco
2 0 2 1 o F0 TC co , co 72 O

a(6o)=-jcoscou du =---[slncou]„=_, = (3)
1 it co 2TE- - , co=O

rc

2 0 _ 2 1 „zo ÊE“lS_Š)_`_l mig
b(co)=-jslncou du=- -- [coscou]„=_, = To 0) ' (4)

"-1 TC Ű) O , (o=O

Łatwo sprawdzić, że funkcje a(co) i b(co) są ciągłe W punkcie co = O _ Stąd, na
podstawie wzoru (7.l.7) mamy następujące przedstawienie funkcji f(t) za po-
mocą całki Fouriera

+°° ' -1 .
f(t)=-gjíêłl-1-a-lcoscot+g)Ŝ-a;s1na)rjdo), teR (5)

no co 0)
Wyznaczymy teraz całkę niewłaściwą (2). W tym celu do obu stron wzoru

(5) podstawiamy wartość t= 0 i uwzględniając W punkcie nieciągłości t= 0

wartość funkcji f (0) = f<0* )+ f (0` ))= 1 otrzymamy

Fll\J o'±.§`

U5 5. S
Q..EDlz- __

(0

a stąd zamieniając zmienną 0) na zmienną x, otrzymujemy Wartość całki nie-
właściwej (2)

jE dx = Í (6)
O x 2

b) Widmo amplitudowe funkcji f(t) wyznaczamy ze Wzom (7.1.9), tj.

A(o))= 7:,/a3(co)+b2(6o) (7)

Korzystając z zależności (3) i (4) obliczmy (dla co± 0)
2 2 '22a2(w)+b2(w)= 42 sin 2co+ 42(cos(o;1) = 82_1-cosa): 13811122.

Tc co 7: co 7: co tt co
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Po podstawieniu powyższego wyniku do (7) mamy
- . Q

A(a›)=zi,j1Í-Sm,2=4Sl"2, dla zdzzo (8)
TC 0.) (D

oraz dla co = 0 wartość funkcji A(0) = 2. Aby vvykazać, że A(co) jest funkcją
ciągłą, obliczamy jej granicę W punkcie co= 0. Mamy Więc

_ _ sinę _ sin-21
l1mA(a))=l1m4 -- =l1m2 Z =2
co-›0 co-›0 Q) co-›0 55-

Zatem lim A(co)= 2= A(0), a to oznacza, że Widmo amplitudowe A(6o) jest
co--›0

funkcją ciągłą na całej osi rzeczywistej. Wyznaczymy teraz miejsca zerowe
widma amplitudowego A(co). Mamy więc

/-1(‹d)=0 ‹=› einşzo, a ezad za = 2/dz dla l< =±1,±2,... .

Na rysunku 7.1 przedstawiono wykres widma amplitudowego A(0)) funkcji (1).

A
2 A(a›)

1-

›
- 61: - 47: - 27: 0 27: 47: 67: w

Rys. 7.1. Widmo amplitudowe funkcjif(t)=2[I(t + 1) - I(t)]

c) Wyznaczamy Widmo fazowe funkcji f(t). Ze wzorów (7.1.10) dla 0)=O
otrzymujemy:

e6ee(0)=l i ein0(0)=0, wiee e(0)=0 (9)
Z definicji Widma fazowego (patrz Wzór 7.1.12) oraz wobec założenia A(a›) > O
wynika, że dziedziną funkcji 9 (co) jest zbiór D9 :

D.,= {‹z›e Rzwzzzldz ,1‹=±1,±2,...}.
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Ponieważ funkcja 6(co) spełnia układ równań (7.l.l0), to uwzględniając wzory
` t `samości trygonometryczne funkcji kąta podwojone-(3), (4) 1 (8) oraz znane oz

go: sina) = Zsingcosg , sinz 2 = -1-(1- cos co) otrzymamy
2 2 2 2

2 sinco
co sing

cos6((o)=%-=cos--sgn iz
slnz 2 co

4
0)

(10)i 2 cosco -1
' (D

S111-
sin 9((o)= -_in_ C3 = sin 2- sgn [LI]Êj

4 2 2 co
CO

gdzie funkcja sgn określona jest wzorem (1.1.5). Z uwagi na nieparzystość
` ć dla co > O . Z układu (10) mamywidma fazowego 6 (co) wystarczy je wyznaczy

NSNS

<27:+47:k
(11)k=0,1,2,...

cos9(co)= cos dla 4nk < oo

sin 6(co)= sin-

OI'aZ

í\/____".

°°S9(w)= "°°S_ dla 27:+ 47:k < co < 47:+ 47:k
k =0,1,2,...

(12
sin 6(617) = -sin -

Korzystając ze wzorów redukcyj nych układ (12) zapiszemy W postaci

C°S6(w)= COS _-Ej dla 21:+ 47:k < 0) < 47:+ 47:k
Sin6(œ):Sm __n) l<=0,1.2....

\

Zatem ze wzorów (1 1) i (13) oraz z faktu, że | 6(a)) | S 7: mamy ostatecznie

NSNS

=--2k7: dla 47:k<(o<27:+47:k, k0(w)
e(‹a)=--zz-2l‹zi dla 2a+4zzl‹<w<4zz+4zz1<, 1‹=0,1,2,...

=0,1,2,...
(1

)

(13)

4
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Łatwo sprawdzić, że dla każdego co > O i co E D9 funkcja t9(co) e (0, 7:).
Korzystając z nieparzystości widma 9 (co) poprzez symetrię wykresu względem
punktu (O, 0) otrzymamy Wykres widma fazowego (rys. 7.2).

9(w)

_Q I 3 I V ›

1:

-21:0 za 41: 6zz Q,
1 1 _TE

Rys. 7.2. Wykres widma fazowego funkcji f(t) = 2[I(t+l) - I(t)]

Niekiedy zachodzi potrzeba przedstawienia za pomocą całki Fouriera takiej
funkcji, która jest określona tylko dla dodatnich wartości argumentu t. Zakła-
dając, że funkcja f(t) jest bezwzględnie całkowalna W przedziale (0,+ °°) oraz,
że spełnia ona warunki Dirichleta W każdym przedziale (a, b), O S a < b, to
można ją W dowolny sposób przedłużyć na sąsiedni przedział (- ‹×›, 0), a tym
samym można ją przedstawić za pomocą różnych całek Fouriera. Zwykle funk-
cję taką przedstawiamy za pomocą całek Fouriera według wzoru (7.l.15), za-
wierającym same cosinusy albo Według wzoru (7.l.l7), zawierającym tylko
same sinusy. Wzór całkowy zawierający tylko same cosinusy otrzymujemy przy
parzystym przedłużeniu danej funkcji na sąsiadujący z lewej strony przedział
(-‹><›, 0), a wzór zawierający same sinusy - przy przedłużeniu nieparzystym.
W pierwszym przypadku wykres danej funkcji przedłuża się na przedział
(-‹><›, 0) symetrycznie względem osi rzędnych, a W drugim przypadku - syme-
trycznie względem początku układu współrzędnych (rys. 7.3).

f*(l) f*(f)
/ ` \

/ \..' Ł.1-1 › ›-1, lz _1 \` I z
I'

\,/

Rys. 7.3. a) Przedłużenie parzyste, b) przedłużenie nieparzyste
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Przykład 7.2. Przedstawimy funkcję f(t) = e`2', t 2 O za pomocą: a) sinuso-
wego wzoru całkowego Fouriera, b) cosinusowego wzoru całkowego.

R o z W i ąz a n i e . Funkcja f(t) określona jest na przedziale (0, +=×›) i spełnia
na tym przedziale założenia tw. Fouriera. Można więc tę funkcję przedstawić
W różny sposób za pomocą całek Fouriera.
a) Funkcję f(t) = e`2', t 2 0 przedłużymy W sposób nieparzysty na przedział

(-°<›, +0) określając funkcję pomocniczą (rys. 7.4)

-e2' dla z<0
g,(t)= e`2' dla t>O.

0 dla t=0

O >
O t 0 t\

Rys. 7.4. Wykres funkcji a) f(t) = e`2' dla tł 0, b) przedużenie nieparzyste funkcji f(t)

Funkcja g1(t) spełnia wszystkie założenia twierdzenia Fouriera i jest funkcją
nieparzystą, zatem a(co) = 0 i przedstawiamy ją za pomocą całki Fouriera zawie-
rającej same sinusy, tj. ze wzoru (7. 1.17)

-ł-oo

e-2' = jb(w)aia6›z do (1)
O

Ze wzoru (7.1.l6) wyznaczamy współczynniki

b((o)=-T2; fg, (u)sin (ou du =% _íe`2" sinwu du =
0 0

_Zu _ u-›+=›‹›
2 -e (coscou+2s1ncou) 2 co
To 2 24+co 11:0 7: 4+6o '
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Podstawiając otrzymane współczynniki b(co) do (1) mamy

e"2'=- í”Si"”:'dw, zzo (2)
4+coFlN o'±.§

b) Przy parzystym przedłużeniu funkcji f(t) = e"2' na sąsiedni przedział (- ‹×›, O)
określamy funkcję pomocniczą (rys. 7.5)

(t)_ e2' dla z<0
gz e-2' dla zz0`

2) , f(t) bł , gw)

›
0 7 0 7

Rys. 7.5. Przedłużenie parzyste funkcji f(t)

Funkcja g2(t) spełnia założenia twierdzenia Fouriera, jest funkcją parzystą,
zatem b(co) = O i otrzymamy przedstawienie funkcji f(t) za pomocą całki Fo-
uriera zawierającej same cosinusy, tj. ze wzoru (7.1 .l5)

*ła
oaj

e`2' = (c0)cosaJt dco (3)

Ze wzoru (7.1 . 14) obliczamy

_om _zu _ u-›+‹×›
2 _2„ 2 e (a) slncou-2coscou)

a(co)=-je coswu du= , =
7: o 7: O4+w" H:

_22_o4
7: 4+co2 7:(4+co2)

Podstawiając otrzymany Wynik do wzoru (3) ostatecznie otrzymamy

e =_ żale), zzo._2, 4Tcos(ot
7: o 4+co
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7.2. Postać zespolona wzoru całkowego Fouriera

Przekształcając wzór (7.l.6) można wyprowadzić (wygodną W wielu przy-
padkach) całkę Fouriera funkcji f(t) W postaci zespolonej. Ponieważ Wewnętrz-
na całka niewłaściwa we wzorze (7. 1 .6) jest funkcją parzystą zmiennej co , więc
możemy zapisać ten wzór W równoważnej postaci

+°° +°°

f(z)=ż jda›jf(„)e6eœ(z-„)d„ (7.2.1)

+°<›

Zauważmy, że całka j f (u)sinco (t-u)du jest funkcją nieparzystą zmiennej

co , zatem następująca całka

jj [Í°f(u)sina)(t-u)duJ d(o=O (7.2.2)

Dodając do prawej strony równości (7.2.1) równość (7.2.2) pomnożoną przez
czynnik urojony i oraz stosując Wzór Eulera do wyrażenia

_ ico t-ue6sw(z-a)+ieinw(z-a)_e 1 1 (7.23)
otrzymamy -

1 +°° +°° í +°° +°°

f(t)= š:;°da)__Ę°f(u)cosco (I -u)du +5š_Ĺda›_Ĺf(u)sincz) (I -u)du =
W +00 (7.2.4)

=-žł- jda)jf(u)e””('_") du, te R
7: -oo -oo

Wzór (7.2.4) piszemy zazwyczaj W równoważnej postaci
+°° +°°

f(z)=;7 je"“"dw jf(„)e*'“"d„, ze R (7.25)

Wzór (7.2.5) nazywamy wzorem całkowym Fouriera w postaci zespolonej,
a prawą stronę tego wzoru zespoloną całką Fouriera funkcji f(t). Wzór (7.2.5)
wyraża związek między wartością funkcji f(t) W dowolnie obranym punkcie t,
a wartościami tej funkcji we wszystkich punktach przedziału (-‹×›, +‹>°).
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Przykład 7.3. Napisać zespolony wzór całkowy Fouriera dla funkcji

dla | z |< 7

@[\)›-'Q

a) u(t)= -U dla |t|=T gdzie U >0, T >0 (rys. 7.6a)

dla | z |> 7
(tzw. pojedynczy prostokątny impuls napięcia),

7:t dla 0 Ś t ś 16 h = , .7.6b.) (Z) lo dla z<0lal›z>1(ryS )

a) ul:) 6) h <1)
U ir ---- --

.....O__.._
l\J

Q
_...___

7:
l 2

¬o- G ¬0- NV C _.0- "v

Rys. 7.6. Ilustracja a) do przykładu 7.3 a, b) do przykładu 7.3 b

R o z W i ąz a n i e . a) Funkcja u(t) spełnia Wszystkie założenia twierdzenia
Fouriera, a Więc można ją przedstawić za pomocą wzoru całkowego Fouriera.
Na podstawie wzoru (7.2.5), zastosowanego do funkcji u(t) (W całce Wewnętrz-
nej wzoru (7.2.5) zmienną całkowania u zamieniamy na zmienną 7) i po odpo-
wiednich obliczeniach otrzymamy

+‹›‹› +‹×› +‹×› +T
u(l)= 'åšlo Ĺ_;°u(T)@_imdT} eiwtda) =š1E:Ĺ |::ĹUe_'wTdT:| eiwtdw =

+ _ + _ Ă 1 [
:_ł_-I' [_.Ľe-icl›7:| elcotdœ=_y_ J' (eicoT _ie-lcoT)e. dw.

27: _oo lco _T 27:_œ ico

Po zastosowaniu wzorów Eulera ostatecznie mamy
+00 .

u(t)=g-jgflíeiwtdco, te R (1)
7: _M co

Jeśli podstawimy We wzorze (1) do obu stron Wartości t = O i T = 1, to
otrzymamy

+00 .

„(())=Ľjfld„,
71Z__œ 60
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i uwzględniając, że u(O) =U , wyznaczamy wartość całki niewłaściwej
-I'-oo .

J' Ê_l_ĹlÊ)__ dw = 11 (2)
_oo co

U w a g a. Wyznaczenie wartości całki niewłaściwej (2) w inny sposób jest
znacznie trudniejsze. Z tego przykładu oraz z przykładu 7.1 wynika, że wzory
całkowe Fouriera można z powodzeniem stosować do wyznaczania wartości
niektórych całek niewłaściwych.

b) Na podstawie wzoru całkowego Fouriera (7.2.5) danego w postaci zespolonej
funkcję (b) przedstawimy całką

+‹›‹= +°'= +°‹› I
h(t)= ån jelwtda) J,/1(Ll)e"'f””du =Š _[e'w'dœ_(Eue"'w”du (3)

Całkując przez części względem zmiennej u obliczamy całkę wewnętrzną

l -iwu -iwu ”=l -iw -_~ ue _ e e l+za) -1jue 'w"du={íl+-12j =-iu2 )
O (Ü C0 0 C0

LĹŻ

i po uwzględnieniu otrzymanego wyniku w zależności (3) otrzymamy
+°° -jw .1 _ .

h(t)=l I  e'“dw, te R.
2 _W wt

U w a g a _ Funkcję (b) można przedstawić również za pomocą całki Fouriera
wzwykłej postaci (7.l.7), gdzie współczynniki a(a›) i b(a)) wyznaczymy ze
wzorów (7.1.8). Otrzymane postacie różnią się tylko formalnie (co łatwo
sprawdzić) i możnaje przekształcać jedną w drugą, korzystając ze wzorów Eu-
lera.

I

7.3. Proste i odwrotne przekształcenie Fouriera

Zakładamy, że funkcja f(t) spełnia założenia twierdzenia Fouriera. Rozważ-
my wzór całkovvy Fouriera w postaci zespolonej (7.2.5). Całka wewnętrzna
określa pewną funkcję zmiennej urojonej ia). Oznaczając tę funkcję literą F
możemy równość (7.2.5) przedstawić w postaci pary wzorów

F(zw)= ff(¿.)@"“”" du, we R (7.3.1)
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+00

oraz ƒ(z)=å jF(ia))e'w' do), te R (7.3.2)

Wzoiy (7.3.l) i (7.3.2) określają parę przekształceń Fouriera, a zmienne ti a)
są w tych wzorach zmiennymi rzeczywistymi.

Definicja 7.3.1. Przekształcenie dane wzorem (7.3.l), przyporządkowujące
funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej tfunkcję zespoloną F(ia)) zmiennej rzeczywi-
stej co nazywamy prostym przekształceniem Fouriera funkcji f(t) i oznaczamy
symbolem 17 lub w skrócie nazywamy ĘF-przekształceniem.

Definicja 7.3.2. Funkcję F(ia)) związaną z funkcją f(t) wzorem (7.3.1)
nazywamy transformatą lub T-transformatą Fouriera funkcji f(t) i zapisujemy
symbolicznie

9f[f(z)]= F(¿w) (7.33)

Definicja 7.3.3. Przekształcenie dane wzorem (7.3.2), pozwalające wyznaczyć
funkcję flt), gdy znana jest jej ;T-transformata F(ia)), nazywamy odwrotnym
przekształceniem Fouriera i oznaczamy symbolem T1 lub nazywamy w skrócie
T1-przekształceniem.

Definicja 7.3.4. Funkcję f(t) nazywamy odwrotną transformatą Fouriera lub
oryginałem funkcji F(iw) i zapisujemy symbolicznie

Y-' [F("w)l= f(f) 0.3.4)
Przekształcenia 1? i T' stanowią parę przekształceń wzajemnie odwrotnych,

tzn.:

f-'<f[f(.)])=f(.) oraz f(f~'[F(z‹„)])=1‹¬(zw) 0.3.5)
Funkcja f(t) ma transformatę Fouriera określoną wzorem (7.3.1) gdy całka

występująca w tym wzorze jest zbieżna. Mówimy wtedy, że funkcja f(t) jest
ĹF-transformowalna (krótko: transformowalna).

Uwaga 7.3.1. Funkcjami 1?-transformowalnymi są wszystkie funkcje bez-
względnie całkowalne w przedziale (-°°, +°°). Funkcje okresowe, a więc funk-
cje, np. sint, cost nie mają transformat Fouriera, ponieważ ich całki niewłaściwe
są rozbieżne dla wszystkich 0). Również funkcje: 1, t, e', e", wielomiany, funk-
cje hiperboliczne nie są ;T-transformowalne.
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Uwaga 7.3.2. Przekształcenie Fouriera można stosować do funkcji określo-
nych w przedziałach ograniczonych albo do funkcji, które w nieskończoności
(tzn. przy t -› +°°) dążą dostatecznie szybko do zera, tak aby całka we wzorze
(7.3.l) była zbieżna. W wielu zagadnieniach praktycznych te warunki są speł-
nione.

Rozszerzenie zakresu funkcji podlegających ĘF-przekształceniu można uzy-
skać przez zastosowanie któregoś ze znanych w matematyce sposobów uzbież-
niania rozbieżnej całki, tzn. W naszym przypadku całki (7.3.l) [l3,18].

Przykład 7.4. Wyznaczymy 17-transformatę funkcji

1 dla | t |< to _a)f(z)={0 | | , b)g(z)=1(z)@"', a>0.
dla t >t0

R o z w i ąz a n i e . a) Funkcja f(t) spełnia wszystkie założenia twierdzenia
7.1.1, więc na podstawie wzoru (7.3.l) wyznaczymy transformatę funkcji f(t).
Uwzględniając postać funkcji (a) we wzorach (7.3.l) i (7.3.3) mamy

+°° .‹±-[f‹.›1= If‹.›.¬‹~.„= ito zw _,O co

f(t) gu)
1 1

lI ' 2
-¿> o--› ›

_ Ü t t Ĺ
tO O

Rys. 7.7. Wykresy fiąnkcji z przykładu 7.4

Następnie korzystamy ze wzorów Eulera i po algebraicznych przekształceniach
otrzymamy

F(z"œ)= 2%-, we R 0.3.6)

b) Funkcja g(t) = 1(t)e`“' , a > O spełnia wszystkie założenia tw. 7.1.1.
Na podstawie wzorów (7.3.l) i (7.3.3) mamy
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+00 -ł-oo +00

ƒ[g(t)]= J'g(t)e-iwrdtz Je-ale-iwrdt: J`e-(a+ia))rdt=

-°° O 0

1 I-)+°° 1
=_í.__e-((14-l'(L))l :Ÿ e-((l+Í(0)TÍ=0, bo Fe-Í(0T›_:1 -

a+Ĺw t=0 a+Ĺœ T_7+°°

zatem G(¿œ)= Y [1(z)@¬"]= we R (7.37)
a +10)

U w a g a . Obliczając T-transformatę według wzoru (7.3.l) w wyrażeniu pod-
całkowym zamiast zmiennej u przyjęliśmy zmienną t, co nie ma wplywu na
wynik.

1

7.4. Widmo funkcji. Widmo amplitudowe i widmo fazowe

Wzór Fouriera (7.3.2) przedstawia funkcję f(t) jako wypadkową nieskończe-
nie wielu harmonik zespolonych w postaci funkcji

P(¿w)= F(iw)@'*”', we R (7.4.1)
(por. wzory 7.1.11 oraz 7.1.13).
Amplituda i faza każdej z tych harmonik są określone przez transformatę F(iw).

Definicja 7.4.1. Transformatę Fouriera F(io)) określoną wzorem (7.3.l) nazy-
wamy w zastosowaniach widmem zespolonym funkcji nieokresowejf(t) lub cha-
rakterystyka widmową albo gęstością widmową, a część rzeczywistą i część
urojoną tej funkcji składovvymi widma F(ia)).

Aby znaleźć analogię między charakteiystyką widmową funkcji nieokreso-
wej a charakterystyką widmową funkcji okresowej przedstawimy funkcję F(i ai)
w zależności od współczynników a(a)) i b(a)), które są określone wzorami
(7. l .8). Z porównania wzorów (7.3.l) oraz (7.1 .8) mamy następującą zależność

F(¿w)= ft [a(a›)-11›(w)] (7.42)
z której wynika, żejeśliflt) jest funkcją rzeczywistą, to funkcja F(io)) jest funk-
cjązespoloną zmiennej rzeczywistej a) , gdzie

Re [F(ia›)]= rc a(a›), Im [F(ia›)]= -tc b(w).
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Jeżeli funkcję zespoloną F(ia›) przedstawimy w postaci wykładniczej

F(z"w)=| F(¿w) | - ef°<“°> (7.43)

to moduł | F(ia)) | = \/(Re [F(ia›)j)2 + (Im [F(ia))])2 zgodnie z (7.4.2) określa-
my wzorem

| F(ia›) | = rc,/a2(w)+b2(a›), (7.4.4)

a argument arg[F = 9(0)) spełnia następujący układ równań

Re [F(tw)] a(w)
cos6(c0)= _ = 2 2

- @( ›-1'l1ii<f2›|›1_“” (Í"Ŝ‹ÊÍŜ (0)) WS)I F("w)| ./..2(..›)+z›2(‹„)
Porównując otrzymane wzory (7.4.4), (7.4.5) ze wzorami (7.l.9) i (7.l.10) ma-
my następujące określenia:

Definicja 7.4.2. Widmem amplitudowym funkcji f(t) nazywamy funkcję

A(w)=| 1~¬(¿w) 1 (7.4.6)

Definicja 7.4.3. Widmemfazowym funkcji f(t) nazywamy funkcję

e(w) = arg [F(tw)] (7.47)

Jeżeli cos 6(œ)= -1 i sin 6(a›)= 0, to przyjmujemy

6(co)= rc-sgnœ.

U w a g a. W teorii obwodów elektrycznych piszemy zwykle j zamiast jed-
nostki urojonej í.

Wniosek 7.4.1.
Widmo amplitudowe i widmo fazowe funkcji nieokresowej wyrażają się wzo-
rami podobnymi do wzorów dla funkcji okresowej. Pamiętać jednak należy, że
współczynniki a(co) i b(a›) są funkcjami ciągłymi, a tym samym funkcje A(a))
i 9 (0)) są ciągłe w swoich dziedzinach.
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Wniosek 7.4.2.
Przekształcenie Fouriera _'F polega więc na znalezieniu widma danej funkcji
rzeczywistej, natomiast przekształcenie odwrotne T' przyporządkowuje widmu
F(iw) odpowiadającą mu funkcję rzeczywistą- oryginał f(t).

Przykład 7.5. Dla funkcji
f(t)_ 0 dla z<o (1

_ e`2' dla t>O )

wyznaczymy: a) widmo funkcji (transformatę Fouriera), b) widmo amplitudo-
we, c) widmo fazowe, d) sporządzimy wykresy A(a)) i 9 ((1)).

R o z w i ą z a n i e _ a) Zgodnie z uwagą 1.1.4 oryginał (l) przedstawiony jest
wzorem (1.1.9) i w punkcie nieciągłości t= 0, według wzoru (1.1.8), przyjmuje

wartość f (O)=å. Korzystając z wyniku przykładu 7.4b i przyjmując we wzo-

rze (7.3.7) a = 2 otrzymamy transformatę Fouriera, tj. widmo funkcji f(t) =
1(t)e`2' w postaci

F(tw)= 9f[1(z)@'2']=ü, we R (2)

Mnożąc licznik i mianownik przez sprzężenie mianownika, tj. przez wyrażenie
2 - ia) otrzymamy widmo tej funkcji w postaci

2 œF`œ =-Å--í-`, (DER (3)
G ) 4+w2 4+w2l

b) Zgodnie ze wzorami (7.4.4) i (7.4.6) wyznaczymy widmo amplitudowe

_ 2 w . 2 2 w 2^(”>=|F('”ł=
i po przekształceniach mamy

A(w)=:l-, we R (4)
V4+w2

Zauważmy, ze dla każdego 0) G R, A(a)) jest funkcją ciągłą oraz

in? A(w)= 11111 -ifzo (5)
V4+œ
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Badając pierwszą pochodną A' otrzymujemy, że dla co = O
(J4+w2j

funkcja A(a)) osiąga ekstremum lokalne Am, = A(O)=%. Badając drugą po-

„ 2 2 -4 _ . 6Chodną A (w)=% vvyznaczamy punkty przegięcia

Ľ 2)J4+œ

JšP2 , wykresu funkcji A(a)).

c) Korzystając ze wzoru (7.4.5) i (7.4.6) oraz zależności (4) wyznaczamy wid-
mo fazowe funkcji f(t) z następującego układu:

c0S9(w)= Re [F(¿w)] = 2
|FÜ@H J +w2

Simów): 1m[1~¬(¿w)]= _ 4 w (6)
|F0wH J4+w2

g‹1zie|e(w)|s 1: _
Ponieważ cosw> 0 dla a) e R, to z układu (6) otrzymamy

_sin (co)_ co
tg6(w)- -_í›

a stąd 9(a›) = arc tgí- gn: -arc tgíäj (7)

d) Na rysunku 7.8 przedstawiono wykresy widma amplitudowego i fazowego.

a) b) 0(111)
ZF

_______________ _.Ż __________________.
A(w)

å
O a››

› ................................... --
O a› -Š'

Rys. 7.8. Wykres: a) widma amplitudowego, b) widma fazowego funkcjif(t) = I(t) e`2'



284 Przekształcenie Fouriera

Uwaga. Ponieważ,jak łatwo zauważyć cosü ((1)) > O, to | 6(a)) | <Š i widmo

fazowe można wyznaczyć z drugiego równania (6), a następnie korzystając
z nieparzystości funkcji arc sin ostatecznie mamy

9(aJ)=-arc sin_-(3---.
x/4+ wz

Interpretację transformaty (7.3.l) jako widma podamy na przykładzie funk-
cji f(t) rzeczywistej i parzystej, gdyż wówczas jej widmo F(ia›) jest rzeczywiste
i parzyste. Zilustrujemy to na przykładzie 7.6.

Przykład 7.6. Dla funkcji f (t)=e_ltl, te R: a) wyznaczyć widmo, b) przed-
stawić w postaci całki Fouriera, c) podać harmoniki.

R o z w i ą z a n i e . a) Funkcja f(t): e"ltl jest ciągła dla te R i spełnia założe-

nia tw. 7.1.1 Fouriera. Ze wzoru (7.3.l), uwzględniając postać funkcji e_lIl,
całkę Fouriera rozdzielamy na dwie całki odpowiadające przedziałom (-‹><›, O)
i (O, +°<›) i otrzymujemy

+‹>° _ 0 _ +°‹= _

7Ĺf(f)l= j@_l[le"'w'dt= je'e"w'dt+ 'Íe"'e_'w'dt=
‹×› 0_oo _

O +°° = I -H-°°t 0= Ie(1_.-wyd, ,_ Je(1+,~w)zd,:¿e(1_.-w), +¿e(1+.~w). Z
_W O 1-iw ,_›_„ l+ico , O

1 1 2= _ + _ = 2, we R.
1-zw l+za› 1+¿0

Zatem widmo funkcji e_l'l wyraża się wzorem

F(w)= 9fL'l'lj=å0-F, we R (7.4.8)

|'|U w a g a . Zauważmy, że w tym przypadku, tj. dla funkcji e" rzeczywistej
i parzystej, jej widmo F( œ)jest również funkcją rzeczywistąi parzystą.
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b) Na podstawie wzoru (7.3.2) funkcję e_l'l przedstawiamy całką Fouriera po-
staci

_ 1*°° - 1+°°1~|f|=___ F iwtd :_ ________ iwtd _e 2n_j°(w)e w n_j°l+w2@ w,zeR (1)

Zauważmy, że funkcja podcałkowa w (l)jest równa

1 . 1 _
Z-2-cosœt +1-ísmwt ,
1+w 1+w

i wyrażenie ;Z-coswt jest funkcją parzystą, a ;Ż-sinwt jest funkcją
l+a› 1+0)

nieparzystą na przedziale symetrycznym (-‹>‹›, +‹><›). Zatem całka
*°° 1 . "°° 1 *°° 1ji-:,s1nœt=O, acałka ‹Íí2cosaJtdw=2.|.í2-coswt da).
_„l+co" _œ1+w 01+co

Uwzględniając wzór (7.4.8) oraz otrzymane wyniki w (1) mamy
+00

e'|'l = Ĺ j -Ê-„cøswz dz (7.49)
fi()L+œ”

gdzie zgodnie ze wzorem (7.4.1) funkcje P(œ)=1-2-zcosœt przedstawiają
+(1)

U

4l|||lll""""'l""'|||lllI
53” 'l||ll|I| . 1... lllllllllllllllll|II"'- .

Ä?/J 'NI'ñāllllllllllllllllvull|||`| I

|I›. °0.;», 7111"
O Q, llllllllllllllh.. _

gs ef.. 100,9 ..|||l|lII|||..`_.|||II
é „ /00,, ..|||||||.. ..|||||||..

O_ç3, 

(1)

harmoniki rzeczywiste, rys. 7.9 [2, 11].

F(O)cos0t

ß@)\
2̀/XĄ

...,>>¦'O\ā 'ufoI NK.

Rys. 7.9. Widmo i harmoniki składowe funkcji e_lrl [1 1]
I
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7.5. Cosinusowe i sinusowe przekształcenia Fouriera

Zakładamy, że funkcja f(t) jest określona i bezwzględnie całkowalna w prze-
dziale (O, +‹×›) oraz spełnia warunki Dirichleta w każdym ograniczonym prze-
dziale otwartym (a, b), gdzie 0 S a < b. Wiemy, że w tym przypadku funkcję
f(t) można wyrazić za pomocą wzorów (7.1.l5) lub (7.1.17). Na mocy cosinu-
sowego wzom całkowego Fouriera (7.1.15) otrzymujemy równość

+°° +=×=

f(t)=łj. jf(u)cosa)udu cosœtdœ, t>O.
no o

Oznaczając wyrażenie w nawiasie symbolem F„((z)) można tę równość przed-
stawić za pomocą pary symetrycznych wzorów (przekształceń):

F,(w)= jf(„)e0sw„ wt , w>o (7.s.1)
0

V".f(z)=%f (w)z0swz dw , z>0 (7.5.2)
0

F

Definicja 7.5.1. Wzór (7.5.1) nazywamy prostym cosinusowym przekształce-
niem Fouriera funkcji f(t), zaś wzór (7.5.2) odwrotnym cosinusowym prze-
kształceniem Fouriera względem przekształcenia (7.5. 1 ).

Analogicznie wyrażając funkcję f(t) za pomocą sinusowego wzoru całkowe-
go Fouriera (7.1 .17) otrzymujemy równość:

f(t)=~Ęj |:jf(u)sina)u duj sincotda), t>O.
o 0

Oznaczając wyrażenie w nawiasie symbolem F_,.(œ), możemy tę równość przed-
stawić parą symetrycznych wzorów (przekształceń)

E„(w)= jf(„)smw„d„ , w>0 (7.53)
O

F-1l\J
©Š_ł.+

.'71f(t)=- „.(a))sinwtda›, t>O (7.5.4)
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Definicja 7.5.2. Wzór (7.5.3) nazywamy prostym sinusowym przekształceniem
Fouriera funkcji f(t), zaś wzór (7.5.4) odwrotnym sinusowym przekształceniem
Fouriera względem przekształcenia (7.5.3).

Definicja 7.5.3. Funkcje F„(a)) daną wzorem (7.5.l) nazywamy cosinusową
transformatą funkcji f(t), natomiast funkcję F_„.((o) daną wzorem (7.5.3) nazy-
wamy sinusową transformatą funkcji f(t).

U w a g a. Jeżeli przekształcenia (7.5.1) i (7.5.2) określimy przy założeniu,
żeƒ(t), t e (-°‹›, +‹›°) jest parzysta, natomiast (7.5.3) i (7.5.4) przy założeniu, że
f(t) jest nieparzysta, to wyżej wymienione przekształcenia można stosować dla
te R i we R.

Dla wyżej wymienionych transformat Fouriera zachodzą następujące związ-
ki:

- jeślif(t) =0 dla te (-°°, 0), to

F(z"w)= %F,(w)-šir, (w) (7.5.5)

- jeśli funkcjafjest parzysta, to

F„(w)=-Ę-F(zw) =› F(¿w)= 211. (w) (7.56)

- jeśli funkcjafjest nieparzysta, to

F, (w)= -'žF(¿w) =› F(tw)= -2¿F_„ (w) (7.5.7)

gdzie F(ia›) oznacza transformatę W zespolonym przekształceniu Fouriera
(7.3.l).

Cosinusowe i sinusowe przekształcenia Fouriera są stosowane do rozwiązy-
wania równań różniczkowych fizyki matematycznej.

Przykład 7.7. Wyznaczyć transformatę cosinusowąi sinusową funkcji

f(t)={g-rt)2 dla Ośtśrc (1)
dla t>7t

R o z w i ą z a n i e _ Funkcja (1) spełnia wszystkie założenia twierdzenia 7.1.1,
więc jest funkcją jf-transformowalną. Na mocy wzoru (7.5.1) oraz całkując
dwukrotnie przez części mamy



288 Przekształcenie Fouriera

i

Oåßşfi

Í?Fc(a›)= ¶fCĹf(t)]= jf(t)cosa›tdt = t-1t)2 coswtdt =

. . I 1! ._ 2 smœt 2 coscot 2s1na)t _ 27t 2sm7co)_ (1-1.) _+_(„-„)_-1, __,-:,.
co (0 co to , 0 co co

zatem F„(w) = (2)

Analogicznie na podstawie wzoru (7.5.3) wyznaczamy transformatę sinuso-
wą funkcji (1)

F,(w)= f„[f(.)]= Tf(„)Si„w„z. = j(._„)2 Sinwzw =
=1t

I:R (t_n)2 coswt +2(t_n)sino)t + Zcosąœ j _
0) œ" of , O

Podstawiamy granice całkowania i po przekształceniach otrzymamy

2 2 2F,(œ)= -,-cosnw+Ít--_,.
of 0) of

I

Przykład 7.8. Wyznaczyć funkcję G(œ), jeżeli

;cos t, 0 ś t < it

ÍG(w)smwtdw= f(t), gdzie f(z)= -Š z=1z
0

O t>1t

R o z w i ą z a n i e _ Z określenia sinusowego przekształcenia Fouriera wynika,

że funkcja G(a)) jest transformatą sinusową funkcji g(t)=łf Zatem na
rc

podstawie wzom (7.5.3) mamy

G(a›)=jg(t)sinaJtdt=łÍf(t)sina)tdt=jcostsinwtdt, we R.
O TCO 0
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Stąd po zastosowaniu odpowiedniej tożsamości trygonometrycznej (patrz wzór
2.1.15) i scałkowaniu względem zmiennej t otrzymamy

1 ” . . 1 1 -1 '='“G(0))=šjls1n(œ+1)t+s1n(w-1)tldt = 2 [- COSś)w+¬; )t - C°SC(0w_1 )tj =
O t=0

1 1 1 cosTt(0+1 -20)=- -_(cosTta)+1)-i(cos7tw+1) =í-__2.
2 o)+1 1-co 2 1-co

Stosując wzór na cosinus kąta podwojonego ostatecznie mamy

G(o))=flcos2 E0- co ± ±1.
1-(02 2

OO

Przykład 7.9. Wyznaczyć całkę je`“2 coswt dt na podstawie transformaty
0

F(iw)=}'[e_°"2j=`/Šeífź, c>O (7.5.8)

R o z w i ąz a n i e . Ponieważ funkcja f(t) = e`°"2 jest funkcją parzystą dla
te R, to na podstawie wzorów (7.5.6) oraz (7.5.1) mamy

F(¿w)= 2F„(w)= 2jf(z)‹z0Swz dz.

2 °° 2 1
Stąd, dla funkcji f(t) = e`°"' mamy _[e`” coscot dt = šF(ia)),

0

i po uwzględnieniu zależności (7.5.8) otrzymujemy szukaną całkę

co _mz

_i@_°"2 cosœt dt = lfie 4” .2 C0

Związek T-przekształcenia z L-przekształceniem

Wyznaczanie transformat Fouriera w niektórych przypadkach znacznie
ułatwia zależność między przekształceniem Laplace'a i przekształceniem
Fouriera. Jeżeli założymy, że funkcja f(t) T-transformowalna spełnia również
wamnek
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f(z)= 0 dla t < 0 (7.5.9)
to na podstawie wzoru (7.3.l) otrzymamy

1=(.~w)=°ƒ f(t).-fw'.z1=z[f(.)]|j,=,w = F(.)s=„„
Zatem mamy

?(Ł‹.-› )=f[f(')]=Llf(f)l|_,=,,, (75.10)
gdzie F (s)= L[f(t)] jest L-transformatą określoną wzorem (1 .2.3).

Wzór (7.5.l0) rozumiemy w ten sposób, że jeżeli funkcja f(t) transformo-
walna w sensie Fouriera zeruje się dla t < O (tj. spełnia war. 7.5.9) to, aby zna-
leźć jej transformatę Fouriera wystarczy wyznaczyć transformatę Laplace'a
i podstawić za zmienną zespoloną s zmienną io), tj. przyjąć s = ia).

Przykład 7.10. Wyznaczyć transformatę Fouriera funkcji f(t) = I (t) e`2' , te R.

R o z w i ą z a n i e . Ponieważ f(t) =0 dla t < 0, to zamiast przekształcenia Fo-
uriera stosujemy do danej funkcji przekształcenie Laplace'a. Mamy więc trans-
formatę Laplace'a określoną wzorem (por. wzór 1.3.3)

F(s) = Lle`2' j= “+2

Uwzględniamy wzór (7.5.l0) i podstawiając za zmienną zespoloną s zmienną
mi mamy

mw- twoi-
co jest zgodne z vvynikiem (2) uzyskanym dla tej funkcji w przykładach 7.5
oraz 7.4 (por. wzór (7.3.7) dla a = 2).

I

Uwaga 7.5. Wzór (7.5.l0) może być czasami źródłem popularnych błędów.
Wprawdzie podstawienie s = ia) jest możliwe w każdym wzorze F(s) określają-
cym transformatę Laplace'a pewnej funkcji f(t), lecz nie zawsze w wyniku ta-
kiego podstawienia otrzymujemy transformatę Fouriera F(i co). Jeśli funkcja jest
L-transformowalna lecz nie spełnia warunku bezwzględnej całkowalności, to jej
T-transformata może nie istnieć w zwykłym sensie definicji.
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7.6. Własności przekształcenia Fouriera

Podstawową rolę w zrozumieniu przekształcenia Fouriera odgrywa niewiel-
ka liczba twierdzeń. Twierdzenia te stanowią również pożyteczne narzędzie
w zastosowaniach do zagadnień fizycznych.

Podamy bez dowodów podstawowe twierdzenia dotyczące przekształcenia
Fouriera.

Twierdzenie 7.6.1 (zachowanie się T-transformaty w nieskończoności). Jeśli
funkcja f(t) jest bezwzględnie całkowalna w przedziale (-‹>°, +°°), to jej
9'-transformata (7.3.1 ) jestfunkcją ciągłą dla we (-‹×›, +‹×›) i przy tym

nm F(¿w)= lim F(¿w)=0 (7.61)
60-)-°° (O-)+°°

Wniosek 7.6.1.
Własność (7.6. 1) oznacza, że również

11111 A(w)= 0 (7.6.1')
tzn., że widmo amplitudowe dąży do zera przy nieograniczonym wzroście czę-
stości co.

Twierdzenie 7.6.2 (liniowość 9'-przekształcenia). Jeśli funkcje f|(t), f2(t) speł-
niają założenia twierdzenia Fouriera (tzn. jeśli istnieją transformaty ,'T[f1(t)],
Tlf2(f)l)› 10

f[A.f. (f)+ A.f.(f)] = A. -FU. (f)]+ A2 -f[f2(f)l (7.62)
gdzie A, , A2 -dowolne stałe.

Twierdzenie 7.6.3 (pochodna 9'-transformaty). Jeśli funkcja tk f (I), ke N
spełnia założenia twierdzenia Fouriera oraz fF[f(t)] = F(i co), to funkcja F(i co) ma
k ciągłych pochodnych wyrażonych wzorem

%;)(Ĺ¿l= (-1)* -tlf* -f(f)l (7.6.3)
dla k=1,2,...,n.
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Wzór (7.6.3) oznacza, że funkcję (7.3.l) można k-krotnie różniczkować pod
znakiem całki. Wzór ten można zapisać również w postaci:

flfi -f(t)l=Ü~í1-Liz? (7.6.3)
dla k =1,2,...,n _
W szczególności dla k = 1

ƒlz- f(z)]= 1% (7.6.4)

Przykład 7.10. Korzystając z twierdzenia o pochodnej ĹF-transformaty obliczyć
LT-transformaty następujących funkcji

2t dla t <1a› g.<z›-M2'-1<z). 1››g.‹z›-lo d1a|',|'>1
Rozwiązanie. a)

1. Do obu stron (a) stosujemy _
Przekształcenie Fouriera ¶[g1(t)ł=:Flt`e ml:

2. Stosujemy twierdzenie 7.6.3 _ _ł_Ĺ(ƒ[e_2f] )_
- wzór (7.6.4) ¿ dw

3. Uwzględniamy wynik (3) _Í d [ 2 _ co l,)_
zprzykładu7.5 dw 4+w2 4+w2 _

2

4. Różniczkujemy względem 0) =i 40) 2 + œ 4, i (2)
(4+œ2) (4+0)2)`

Ostatecznie, po uporządkowaniu z wyniku (2) otrzymamy szukaną transformatę

4 - 0) 2 40)G,(iw)= (4+w2)2 -(4+w2)21, we R (3)

b) Zauważmy, że funkcję g2(t) można przedstawić w postaci iloczynu t-(2 f(t)),
gdzie f(t) jest funkcją z przykładu 7.4a dla t0=1, której [F-transformata na pod-
stawie wzoru (7.3.6) dla to = 1 ma postać
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F[2~f(f)]= 2~F[1f(f)]=2~F(fw)=4S"`T“” <4)
Następnie stosujemy twierdzenie 7.6.3 i na podstawie wzoru (7.6.4), uwzględ-
niając zależność (4), mamy

¶[g2(t)j=i%(4mj=-¿%(a›cosc0-since) (5)
0) co 0)

U w a g a . í-transformatę funkcji b) można vvyznaczyć bezpośrednio z defini-
cji stosując wzór (7.3.l), a następnie skorzystać z nieparzystości funkcji g2(t)
i z zależności F(i0)) = - 2iF_,.(0)) (wzór 7.5.7). Wtedy mamy

+‹›° l l
G2(iœ)= ƒ[g2(t)]= _[g2(t)e"””'dt = 2jte"“”dt = -4ijtsinwt dt _

-°° -'l O

Następnie całkując przez części, otrzymamy wynik zgodny z (5). Szczegółowe
obliczenia pozostawia się Czytelnikowi.

I

Twierdzenie 7.6.4 (o przesunięciu zespolonym). Jeżeli fF[ƒ(t)] = F(i ai), to

flaa' ~f<z›J-F‹i‹«›-‹».)> 116.5)
W n i o s e k . Pomnożenie funkcji f(t) przez czynnik wykładniczy eiw”' prze-
suwa o 600 na osi częstości zarówno widmo amplitudowe A(0)) jak i widmo
fazowe 6(611) funkcji f(t), co łatwo zauważyć, jeżeli przedstawimy prawą stronę
wzoru (7.6.5) w postaci wykładniczej

F(i(w- wa))= |F(f(w -we )) | › @"”(”'“”"l-
wtedy

|F(i(0)-co0)) | = A (0)-600) i argF(i(0)-0)0))=9(0)-020).

Anaiegieznie, na podstawie wzeai (7.6.5)
fl@~'3‹›'-f<z›J-F‹f‹a+a.›› ma

Ze wzorów (7.6.5) i (7.6.6) oraz ze wzorów Eulera, korzystając z liniowości
F-przekształcenia można otrzymać następujące wzory:

¶[f(z)- eeewot] = š[F(i(w - w,))+ F(¿(w + w,))] (7.67)
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f[f(i).Si„w.,i]=å[F(i(w_w,))_F(z(w+w,))] 0.6.8)
Zależności (7.6.7) i (7.6.8) wskazują, że widmo funkcji g(t)=f(t)-coswot lub

funkcji h(t)=f(t)~sin(oot można rozłożyć na dwa składniki przesunięte odpo-
wiednio o wielkości +0)o i -ooo [2, 13, 14].

Twierdzenie 7.6.5 (o przesunięciu rzeczywistym). Jeżeli funkcja f(t) ma trans-
formatę Fouríera T= F(i to funkcja f (t - to) ma transformatę Fourie-
ra daną wzorem

ƒ[f(z-z0)]=e"'“”‹› -F(iw), zoe R (7.69)

W n io s e k. Ponieważ moduł |¶lf(t-t0)]|=| (bo le"@'‹› =1), to

mówimy, że przesunięcie funkcji f (t) w dodatnim kierunku osi o wielkość to
zmienia jedynie widmo fazowe 9(6o) o składnik liniowy -wto nie zmieniając

widma amplitudowego A(6o), tzn. le_'w°tF(ia))l= A(0)), argłe_'w“'F(iw)j =

= 9(0))- root .

Na mocy tego twierdzenia każda składowa transformaty Fouriera jest opóź-
niona w fazie o wartość proporcjonalną do (oo. Szybkość zmian fazy w funkcji
częstotliwości jest tym większa im większą wartość przyjmuje to [2, 13,141.

Przykład 7.11. Wyznaczyć T-transformatę funkcji określonej wzorem

1 dl - 2 O1 d1a|z-2|<2 a ”°<”<a) g,(z)= , 1›)g,(z)= -1 dia o<z<2z,, ,0 ei | t |> 2la `2 0 dla 2z,,<|r|

‹=› g.(f>= 1(f+ß)-1(f) <1) a.(f)= 1(f-1)«"2<"”
posługując się twierdzeniem 7.6.5 i znanątransformatą Fouriera.

R o z w i ąz a n i e _ a) Funkcja g1(t) (rys. 7.10 a)jest przesunięta w prawo o to
= 2 jednostki względem funkcji f(t) z przykładu 7.4a, dla której transformata

F(iw)=2íi'@ (1)
(1)

(por. wzór 7.3.6 dla to = 2).
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810) IA 820)
21) I b) i

l › fi? 1 0 1 §J " Z P
0 4 I -210 -to O to §2to 1

_1e.____.›;

1 g3(Í) IL g4(Í)

C) E d) iiiiii1' 1'
5 › 'Ł ›

_3 0 t 0 1 t

Rys. 7.10. Wykresy funkcji g,-(t), i= 1, 2, 3, 4 z przykładu 7.11

Korzystając z tw. 7.6.5 0 przesunięciu rzeczywistym - wzór (7.6.9) i uwzględ-
niając zależność (1) otrzymamy

-2ia› 'G.‹fa›=t1a.‹z›1=@~2'~-F<i‹»›=%i¶~
b) Posłużymy się wynikami przykładu 7.4 a, w którym rozpatrywaliśmy funkcję

1 dla | t |< to
= 2f(t) lo e11a |z|>to U

dla której transformata na podstawie wzoru (7.3.6) jest równa

f[f(f)1= 2-5% <3)0)

Zauważmy, że funkcję g2(t) można wyrazić przez funkcję f(t) jako kombina-
cję następujących przesunięć rzeczywistych:

82(f)=f(t`l'Í0)'f(Í_Ío) (4)

Stosujemy do obu stron równości (4) przekształcenie Fouriera i korzystamy
zjego liniowości

Í;-l82(f)l=Ÿ-l.f(t+fo)ł"-'7lf(f“Ío)]›
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a następnie korzystamy z twierdzenia 7.6.5 - wzór (7.6.9) i uwzględniając za-
leżność (3) otrzymamy

' _ _ _ _ Í _ .
G2(zw)= e'”'<'f[f(f)]-e "”'<'rlf(f)]= 2@”” ß-2@ '“”~ Ê-0) co

0)

Korzystając ze wzorów Eulera i po odpowiednich przekształceniach otrzymamy
- 2

G,(iw)= 41% (5)
Następne dwa przykłady c) i d) rozwiążemy według schematu zaprezento-

wanego dla przekształcenia Laplace'a we wcześniejszych rozdziałach.

<1)
1. Nieeh g_.(z)=1(z+3)- 1(z) (6)
2. Do obu stron (6) stosujemy _ _

przekształcenie Fouriera T[g3(t)]_ ƒmt + 3)- I(t)]-
3. Korzystamy z liniowości = _ =

- wzór (7.6.2) ¶[I(t + 3)] ¶[1(t)]
4. Do pierwszego składnika stosujemy _

tw. 7.6.5 o przesunięciu rzeczywi- = e3'“'_'f[1(t)]- ¶[1(t)]=
stym, wzór (7.6.9) dla to = - 3

5. Wyłączamy wspólny czynnik = _'}'[1(;)]. (ew _ 1):

_ 16. Korzystamy z faktu, ze ƒ[1(t)]= = (eßfw _ 1) (7)

Wykorzystując wzory Eulera w rozwiązaniu (7) po odpowiednich przekształce-
niach otrzymamy

. '3 1- 3 _G,(iw)=%+L6([:S-031, weo (8)

U w a g a . Przykład ten można rozwiązać również innym sposobem, jeśli za-
uważymy, że funkcja g3(t)=1(t+3) - I(t) jest przesunięciem rzeczywistym

3 . .. , . _o to = -5 jednostek w lewo funkcji (2), ktorej transformata (3) na podstawie

wzoru (7.3.6) ma postać



7. 6. Własności przekształcenia Fouriera 297

_ 3sin-co
rlf(f)l= 2-2* <9)

C0

Zatem, jesli g3(t)= f[t +EJ, to na podstawie jednoznaczności ¶-przekształce-

. , _ 3nia rowne są ich obrazy, tzn. 1F[g_. (t)]= ¶[f[t .

Stosując tw. 7.6.5 o przesunięciu rzeczywistym (wzór 7.6.9 dla to =--Ê-)

i uwzględniając zależność (9) otrzymamy

ąza) _ 3
1. ez sin-0)

o_,(iw)= af” -7[f(z)]= ziwł-, w ze 0 _
Po zastosowaniu wzorów Eulera i odpowiednich wzorów trygonometrycznych
funkcji kąta podwójnego, można sprawdzić, że vvynik ten jest zgodny z rozwią-
zaniem (8).

d)
1. Nieeii g..(i)=1(t _ 1) e'2<" '> (10)
2. Do obu stron (10) stosujemy _ _

przekształcenie Fouriera Ífl84(f)l= 7l1(f"l)@ 2(t ])l=
3. Stosujemy tw. 7.6.5 o przesunięciu _

rzeczywistym, wzór (7.6.9) dla to=1 = @'””¿7l 52']

6. Korzystamy z wyniku przykładu _ 1
7.4b, wzór (7.3.7) dla a = 2 = 67"” -Ÿ .

2 +10)

Zatem ostatecznie
-io)

G,(iw)=-Š, we R (11)

Jeśli poinnożymy licznik i mianownik przez sprzężenie mianownika, tj. przez
wyrażenie (2 - i0)), to otrzymamy ji'-transformatę funkcji g4(t) w postaci

. 2 _ .(1) _¿'G,(iw)=?'2e “' (12)
4 + 0)

I



298 Przekształcenie Fouriera

Twierdzenie 7.6.6 (transformata pochodnej funkcji f(t)). Jeżeli funkcje f(t) i jej
pochodne f “i(t) dla k = 0,1,...,n spełniają założenia twierdzenia Fouriera,
oraz

t1_i)m f<'<>(z)='i_i¿Ĺf(*>(z)=o dia R =0,i,...,a_1,
IO

fL'<':>(f>]-(zw -fifoi ‹v.e.1‹››
Wszczególności, dla n =1

f[f'(z)]= iw - ƒ[f(z)] (7.6.i1)3

Twierdzenie 7.6.7 (o T-transformacie całki). Jeśli funkcja f(t) oraz jej całka

(v(t): jf('L')d1' , - °<› S to S +‹×› są bezwzględnie całkowalne w przedziale
tfl

(-‹×›,+°‹›) oraz lim ç0(t)= lim ç0(t)=O, to
Í-)+°° I-)-°°

f('z)dtj =żf[f(z)]=å F(iw) (76.12)

gdzie F(ico) jest 9'-transformatą funkcji f(t).

U w a g a . Z własności (7.6.11) i (7.6.12) wynika, że widmo pochodnej otrzy-
mujemy mnożąc widmo funkcji f(t) przez i0), a widmo całki funkcji f(t) otrzy-
mujemy dzieląc widmo funkcji f(t) przez ia). Tak więc różniczkowaniu
i całkowaniu danej funkcji f(t) odpowiadają proste działania algebraiczne: mno-
żenie idzielenie, wykonane na funkcji przekształconej F(i0)), co wskazuje na
to, że przekształcenie Fouriera ma podstawową cechę metody operatorowej.

Twierdzenie 7.6.6. podobnie jak twierdzenia 2.2.1 i 2.2.2 w przypadku prze-
kształcenia Laplace'a pozwalają na algebraizację równania różniczkowego.
Jednakże możliwość zastosowania wzoru (7.6.lO) jest uwarunkowana spełnie-
niem wymienionych w twierdzeniu założeń, które ograniczają zakres jego sto-
sowalności. Z zależności (7.6.10) oraz (2.2.4) i (2.2.5) wynika, że główną róż-
nicą między przekształceniem Fouriera i Laplace'a jest to, że przekształcenie
Laplace'a uwzględnia warunki początkowe. Mimo to, rola przekształcenia Fo-
uriera w rachunku operatorowym jest bardzo duża, głównie wskutek nieroze-
rwalnego związku przekształcenia Lapace'a z przekształceniem Fouriera oraz
prostej i poglądowej interpretacji fizycznej 9'-transformaty w dziedzinie często-
tliwości.
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Przykład 7.12. Wyznaczyć transformatę Fouriera funkcji

t+2to dla -2tośt<0
h(t)= 2zo-t dia oszszzo _

0 dla |t|>2to

R o z w i ąz a n i e . Wykres funkcji h(t) przedstawiono na rys 7.11. Zauważ-
2!

my, ze funkcję h(t) można przedstawić w postaci całki h(t)= j go ('t)d't, gdzie
-2z„

g2(t) oznacza funkcję z przykładu 7.1 1b, której transformata dana jest wzorem

- 2
tla2(t)l=4fSL¿”Ä <1)

Ponieważ funkcja h(t) spełnia założenia twierdzenia 7.6.7, więc do oblicze-
nia ĹF-transformaty tej funkcji wykorzystamy wzór (7.6.l2). Mamy zatem, po
uwzględnieniu (1)

H<za>=z1t<z›1=.¿z1e.‹z›1= .1 -41' -4 -
ĹO) i(t) C0 Q)

h(t)2zo

-- ›
-2to 0 2to 1

Rys. 7.11. Wykres do przykładu 7.12

I

Twierdzenie 7.6.8 (6 pedebiensiwie inb zmianie e1<a1i)..1ez'e1i f[f(z)]= F(iw)
i a ± 0, to funkcja f ma transformatę Fouriera daną wzorem

a

gr =| a |F(awi) (76.13)



300 Przekształcenie Fouriera

U w a g a . Jeżeli a = -1 to uzyskamy wzór

fĹf(-f)l= F(-"w)-
Jeżeli a >1, to funkcja f jest ,,rozciągnięta” w porównaniu z funkcjąf(t),

a

a z zależności (7.6.13) vvynika, że widmo flfí-I-H funkcji jest nato-
a a

miast w tym samym stosunku „zwężone” i pomnożone przez liczbę a.

U w a g a . Twierdzenie 7.6.8 można spotkać w postaci

f[f(az)]=ÊF(%j (7.6.i4)

Twierdzenie to w odniesieniu do przebiegów chwilowych i widm orzeka, że
"zwężeniu czasu odpowiada rozszerzenie skali częstotliwości" [2, l3].
Uwzględniając zależności dane wzorami (7.4.6) i (7.4.7) mamy

llal F(ia6o) Í = la] A(a6o) i arg[|a| F(ia0o) j= 6(aa)).

Dla O < a < l „zwężenie” funkcji powoduje ,,rozciągnięcie”jej widma na osi 0).

Interpretacja fi zy c zn a wzom (7.6.11) - o transformacji pochod-
nej oraz wzoru (7.6.12) - o transformacji całki.

Nieeii A(w)=|F(iw)|, o(w)=aig[F(iw)].
Jeżeli oznaczymy

G("w)= flf'(t)l= Ai (w)@'”'(”) ›
to możemy wykazać, że

/1,(w)=|w| A(w), 8, (w)= 8(w)+Ŝsgn(w) (7.6.15)
Zależność (7.6.15) interpretujemy: ,,różniczkowanie funkcji f(t) powoduje dla
co > O pomnożenie jej widma amplitudowego przez 0) i zwiększenie widma

n 79fazowego o -2- .

I

Jeżeli oznaczymy H(i6o)= ¶[jf(7.')dtj = A2 (co)el92('”) ,
11)

to możemy wykazać, że
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a,(a)=Êa(w), e,(w)=a(w)-åegnw) (mie)
Zależność (7.6.16) interpretujemy: całkowanie funkcji f(t) powoduje dla co > O
podzielenie jego widma amplitudowego przez co i zmniejszenie widma fazo-

wego o Š [2, 13, l4].

Uwaga 7.6.1. W literaturze można spotkać inne postacie prostego i odwrot-
nego zespolonego przekształcenia Fouriera, niż te które określiliśmy równo-
ściami (7.3.l) i (7.3.2), np.

F(w)=ÊÍ,f(z)e-'"“”dz, f(t)=ÊÍj:F(w)e"”“dw (7.6.17)

inb F(w)= Í°f(z)a-2"'l“”di, f(z)= j°F(w)e2'“°'dw (76.18)

Przy tych określeniach własności przekształcenia pozostają bez zmian jednak
we wzorach na T-transformaty podstawowych funkcji (w tablicach transformat)
mogą pojawić się odmienne współczynniki.

Przedstawimy zastosowanie przekształcenia Fouriera jako metody operato-
rowej w analizie układów [4].

Rozpatrzmy równanie różniczkowe n-tego rzędu o stałych współczynnikach

a„x(")(t)+ a„_,x("`l)(t)+ ...+ aox(t)=
(7.6.19)

= bou(t)+ b,u'(t)+ +b„ul"l(t)

opisujące stacjonarny układ liniowy, który ma asymptotycznie ustalony stan
równowagi. Zakładamy, że wymuszenie u(t) jest zerowe dla t > 0 oraz, że układ
jest przyczynowy, tzn., że x(t) = O dla t < 0. Zakładamy ponadto, że w chwili
t = 0 układ jest w stanie zerowym, tzn. warunki początkowe są równe zeru.

W celu znalezienia rozwiązania postawionego zadania metodą operatorową
zakładamy, że istnieją 7-transformaty (obrazy) funkcji x(t) i u(t), tj. X(ico) =
¶[x(t)], U(ico) = ¶[u(t)] i do obu stron równania (7.6.l9) stosujemy przekształ-
cenie Fouriera

ƒla„x("l(t)+a„_,x("")(t)+...+aox(t)j= ƒlbou(t)+b,u'(t)+...+b„u(")(t)j.

Następnie korzystamy z liniowości ft'-przekształcenia - wzór (7.6.2) oraz z tw.
7.6.6 o transformacie pochodnej - wzór (7.6.10) i sprowadzamy w ten sposób
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równanie różniczkowe (7.6.19) do równania algebraicznego (tzw. równanie
operatorowe lub równanie transformat) postaci

la„ -(iw)" +a„_, -(iw)"*' +...+a, -(iw)+aojX(iw)= (76.20)
= [bo +b1-(ico)+...+b„ -(i0))”jU(ico)

względem jednej niewiadomej funkcji - obrazu X(i0)).
Stąd wyznaczamy rozwiązanie operatorowe

x(iw)= H(iw)- u(iw) (7.6.21)

ao +a1-(i0))+...+a„-(i0))"

Równanie operatorowe (7.6.2l) jest z reguły łatwiejsze do rozwiązania. Wyra-
żenie H(i0)) jest tzw. przepustowością układu i jest ściśle związane z odpowie-
dzią impulsową. Po vvyznaczeniu obrazu X(i0)) konieczny jest powrót do dzie-
dziny oryginału. Stosujemy więc odwrotne przekształcenie Fouriera T1 do obu
stron (7.6.21) i znajdujemy szukaną funkcję

x(z)= Y-' [X (iw)]= Y-' [H(iw)U(¿w)] (7.6.23)
która jest rozwiązaniem równania różniczkowego (7.6. 19) [4].
U w a g a. Rozwiązując równanie metodą operatorową przy pomocy prze-
kształcenia Fouriera automatycznie ograniczamy się do poszukiwania rozwią-
zania tylko w takiej klasie funkcji, w której stosowane przekształcenia i wzory
mają sens.

7.7. Splot funkcji w przedziale (-‹×›, +‹><›)

Analogicznie jak w rozdziale 3 definiujemy splot funkcji w przedziale
(-‹›<›, +<×›), który jest ważnym pojęciem fizycznym i punktem wyjścia do wielu
rozważań teoretycznych.

Definicja 7.7.1. Splotem funkcji fi(t) i f2(t) w przedziale (-‹>°, +‹×›) lub splotem
dwustronnym nazywamy funkcję (p (t) określoną całką

-ł-oo

‹/›(f)= lf.(f)fi(f-odc (7.71)
i oznaczamy symbolemf,(t) >=< f2(t) lub (fi * f2)(t).
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Zatem
+00

f.(f)*f.(f)= ƒf.(f)fi(f-f)d7 (7.7.2)
Przy przyjętych założeniach splot (7.7.2) istnieje prawie dla wszystkich t, może
jednak nie istnieć dla poszczególnych wartości t wskutek rozbieżności całki
(7.7.1). W szczególności, splot (7.7.2) istnieje i jest funkcją ciągłą dla każdego
t, jeżeli przynajmniej jedna z funkcji splotu jest ograniczona w przedziale
(-‹›‹›, +‹×›) lub istnieją całki

+°° 2 -ł-°° 2

j| f1(t)| dt<+‹×›, f2(t)| dt<+‹><› (7.7.3)

Definicja 7.7.2. O funkcjach f1(t), f2(t) bezwzględnie całkowalnych w prze-
dziale (-‹×›, +°°), dla których istnieją całki postaci (7.7.3) mówimy, że są funk-
cjami całkowalnymi z kwadratem w przedziale (-°°, +‹×›) lub że są funkcjami
klasy L2 ioznaczamy symbolem L2(-‹×›, +‹>°) [11, 13].

Dla splotu dwustronnego obowiązują wszystkie własności podane dla splotu
jednostronnego w rozdziale 3 [2, 13, 25].

Twierdzenie 7.7.1 (o ff-transformacie splotu). Jeżeli funkcje f,(t) i f2(t) speł-
niają założenia tw. 7.1.1 Fouriera, a ponadto istnieją całki (7.7.3), to
Í-transformata splotu (7. 7. 2) wyraża się wzorem

flfi(f)='‹fi(f)l= Fi("w)- F2("w) (7.7.4)
gdzie F1(iœ)=7lf1(t)l' F2(iw)=Í7lf2(Í)l-

Wzór (7.7.4) jest odpowiednikiem wzom (3.2.1) dla transformaty Laplace'a
splotu jednostronnego (3.1.1), tzn. transformata splotu jest iloczynem transfor-
mat.

Twierdzenie 7.7.2 (o ĹF-transformacie iloczynu). Przy założeniach tw. 7.7.1
prawdziwy jest wzór

1*°°flf. (f)- f2(f)l=š IF. (i»‹)Fili(w-old” (7.75)
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Wzór (7.7.5) czytamy: transformata iloczynu dwóch funkcji jest splotem ich
transformat, tj.

7Ĺf.(f)- f2(f)l= 1~¬i(i‹'›)* F2(fw) (7.76)
Uwaga 7.7.2. Twierdzenie 7.7.2 jest także prawdziwe, gdy funkcje fi(t)

i f2(t) mają wartości zespolone, przy czym części rzeczywiste i części urojone
tych funkcji spełniają założenia tw. Fouriera.

Odpowiednikiem równości Parsevala dla szeregu Fouriera jest wzór Par-
sevala dla przekształcenia Fouriera następującej postaci:

-1-oo +00

j| f(t) |2dz zšlš j| F(iw) |2a'w (7.7.7)

gdzie funkcja f(t) jest całkowalna z kwadratem w przedziale (-‹×›, +‹×›),
ü F(iw) =íT[f(f)]~

Wzór (7.7.7) czytamy: całka kwadratu modułu funkcji f(t) jest równa całce
kwadratu jej widma F(i0)) z mnożnikiem 1/27t. Jest to tzw. twierdzenie Rayle-
igha lub często nazywane przez matematyków, twierdzeniem Plancherela.

L.Rayleigh użył po raz pierwszy to twierdzenie w swojej pracy o promie-
niowaniu ciał czarnych. W zależności (7.7.7) każda z całek przedstawia sobą
wartość energii, przy czym jedna z nich liczona jest względem wszystkich
wartości zmiennej t, a druga dla wszystkich składowych widma względem
zrniennej 0). Jest to tzw. twierdzenie o energii [2, 14].

Przykład 7.13. Zastosujemy wzór Parsevala (7.7.7) dla funkcji f(t) z przykładu
, . , _ _ ' (ot7.4a, dla ktorej transformata okreslona jest wzorem F(ico)= 2211-9 _

0)

Nilei 8`_'+
Mamy więc T| f(t) |2dt = _ co izSÍŻJĆUIO

-O0 _

+<×> I

Ponieważ lewa strona wzoru j | f (t) |2dt = jdt = 2to, to ostatecznie po prze-
"°° "fu

kształceniu otrzymamy

0+8

ÍQ

(2120-J dw = Ízo (7.7.8)
co 2

I
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1. Napisać wzór całkowy Fouriera dla funkcji:

l dla |t|<to
a) f(z)= 0,5 dia |z|=io ii) f(z)=

O dla |t|>to

'O dla te (- ‹×›,-7c)u(7t,+‹><›)
e) f(z)=‹-1 dia ze (-iz,0)

3 dla te (O, Ti:)
`

f

Oe) f(f)=‹n_' Í' dia |z|za
dla |t|<7c

sint dla |t|<7c
0 dia |z|zag) h(f)={

2. Napisać wzór całkowy Fouriera dla funkcji

sint dla Ośtśttf(f)= O dla t<O lub t>7t

i na tej podstawie obliczyć całki:

TC 2 TC
+=›° COS_.X +‹×› COS *-.XÍ +°°

0 dia re(-‹›‹›,())o(i,+e‹›)
Ĺ dia )=02
1-t dla te(O,l)

0 dia z<0
1d) f(i)= 5 dia t=0
ar' dia i>()

Ü (t)_ az dia 05131
g ` 0 dia z<0, t>i

t+1 dla-1stś0
-t+1dla 0<t<1'h) f(f)={

cosxcos 2xi= i2d,b1= -Late, )J= _--_waa)l{lx2x )2_([1x2 C321-2 X2

3.
Fouriera następujące funkcje:

rr-4

Przedstawić za pomocą cosinusowego oraz sinusowego wzoru całkowego

2 dla 0<t<3
a) f(i)=a¬", zzo, a>0 b)ii(z)= 1 dia i=3

0 dla t>3
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1-t dla O<tś1 cost dla O<tś7tago-o a I wpo=Łdl t> mat>n

sint dla 0<tś7cafo-¿ dla t>1t '

Dana jest funkcja

f(z)=Hz¬-Š)-1Ĺz-šjjeesz, ze R

a) narysować jej wykres i przedstawić funkcję f za pomocą całki Fouriera,
a następnie na tej podstawie obliczyć całkę niewłaściwą

tt
+°‹› COSEX

J = ídx;
Ä 1-x2

a) wyznaczyć i narysować widmo amplitudowe A(0)) funkcji f. Obliczyć
granice lim A(0));

co-›±l

b) vvyznaczyć i narysować widmo fazowe 6 (0)) funkcji f.

Dana jest funkcja
. f(z)= [1()+ 1)-1(z-i)]z, ze R

a) narysować jej wykres i przedstawić funkcję f za pomocą całki Fouriera,
a następnie na tej podstawie obliczyć całkę niewłaściwą

+°° sinz x
J:-_(I;-Td.X;

b) wyznaczyć widmo amplitudowe A(0)) funkcji f oraz wykazać, że jest ono
funkcją ciągłą na całej osi rzeczywistej;

c) wyznaczyć i narysować widmo fazowe 6(co) funkcji f.

Napisać zespolony wzór całkowy Fouriera dla funkcji:
1 dla O<t <1
1 _.„a) f(z)= E dia )=0 v z=i ii) f(z)=1(z)-e ,a>o

O dla t<0vt>1
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._ 0 dla t<-avtła
sint dla O<t<Ttc)f0%=0 mat_0`Vt_n d)ƒQfi=t+a dm -aśt<0

` -t+a dla Ośt<a

NFINFI

cost dla |t|ś-
e) f(f)=‹ -

0 dia |z|>

Podać przykład funkcji f(t), dla której T-transformata ¶[f(t)] istnieje i takiej,
dla której 5f[ƒ(t)] nie istnieje. Uzasadnić.

Wykazać, że funkcje okresowe nie spełniają warunków istnienia transfor-
maty Fouriera.

Wyznaczyć transformaty Fouriera funkcji:

_„, e“' dla t<0,a>0a)f(f)=‹f " b)f(f)={0 dla „O

l dla -4<t<O z dia |z|<ie) f(z)= -i dia 0<z<4 d) f(z)= 0 dia |z|>i0 dia |z|>4

lt+1 dla te(-2,0)
0 dia |z|>i 2e)f(i)= Í dl I l i)f(z)= -z+i dia ze(0,1)
` 7 a ' 31 0 dia ze(-‹›‹›,-2)()<i,+‹.›‹›)

0 dla t<O sint dla Ośtśttg) f(f)={ , h) f(f)={oe' sint dla t>O d121I<0\/l`>TĽ

z+i dia -isiso C0” dla "gśfśo
i) f(z)= 1-i2 dia 0<tsi j)f(z)= 1-z dia 0<i<i

O dla ltl>l O dla t<--švtłl
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(t+7c)2 dla -rtśiśß al _1<,‹<0
i<)f(z)= zł-12 dia 0<zsa 1) f(z)= ia, 0<t<i _

O malĄ>n c,|Ą>l

10. Wyznaczyć dowolną metodą cosinusową i sinusową transformatę Fouriera
podanych funkcji:

ai f(i)=1(i)_z(i_zi,), i,>e 6) f(i)=i(.‹).@"Š'
sinat dla 0śt<íĽ-, a>0

C) f(f)=1(f)-ft' <1) f(t)- “ ll
0 dlat<Ovt>-

G

-t+l, Ośtśle) f(t)-lo l 6 f(t)-zi-16).t<O v t>1

11. Danajest funkcja f(t)=1(t)-I(t-4), te R

a) narysować wykres tej funkcji i przedstawić funkcję f(t) za pomocą wzoru
całkowego Fouriera w postaci rzeczywistej oraz w postaci zespolonej;

b) wyznaczyć transformatę Fouriera;

c) wyznaczyć widmo amplitudowe A(6o) oraz wykazać, że jest ono funkcją
ciągłą na całej osi rzeczywistej i sporządzić wykres funkcji A(0));

d) wyznaczyć widmo fazowe 9(0)) (podać dziedzinę) i sporządzić vvykres
9(co).

l2.Wyznaczyć widmo (LT-transformatę), widmo amplitudowe oraz widmo fa-
zowe dla następujących funkcji:

a) f(f)=1(z)-f(t-2) bi f(z)-11-2)-1(z)
C) f(z)=lĹl dla ll 'l'<'° <1) f(t)-4+3)-i(t)d a t >to, to >O

_l,e) f(f)=@ 2 -1(') 0 f(f)=@¬" -f(t)
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3--r lg) f(f)=@ 2 ~1(f) h) f(f)=,?,. a>o.a +t
Narysować wykresy funkcji oraz wykresy widma amplitudy i widma fazy.

l3.Wyznaczyć widmo, widmo amplitudowe i widmo fazowe dla danych funkcji
(a > 0):
lflll '0 diazsi,z>i lllflll einz dia oszsa

a : ‹ :

lt dla 0<tśl O dla t<0vt>7c
r

sinat dia oezeł 0 d1ar<-a V124
e) f(t)=‹ “ d) f(z)= z+a dia -asz<0

0 dlal<0vI>-TE -t+adla Ośt<a
„ Ű

a' dia z<0
e)f([)_<l0 dia zz0`

l4.Wyznaczyć transformatę Fouriera funkcji f (t)= e`”'2, c > 0, a następnie
sporządzić jej wykres dla kilku wartości parametru c.

15. Udowodnić:
a) twierdzenie 7.6.4 o przesunięciu zespolonym,
b) twierdzenie 7.6.5 o przesunięciu rzeczywistym.

16. Udowodnić:
a) twierdzenie 7.6.7 o Í-transformacie całki,
b) twierdzenie 7.6.8 o zmianie skali.

17. Zbadać, jaki wpływ na widmo: a) amplitudowe, b) fazowe, ma przesunię-
cie w argumencie funkcji f(t). Rozpatrzyć w tym celu funkcję
f(t)=1(t-to)-I(t-to -2).

18. Przez bezpośrednie obliczenie porównać wartości transformaty
Fl (iw) = F [f(t)], którą otrzymujemy przez zastosowanie ff-przekształcenia
do funkcji

dla t < Oed!

f(f)= _l
e“ dla t20, a>0
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z wartościami transformaty F2(i0)) otrzymanej przez 17-przekształcenie jej
P00h0dUCl› Ü- Fz(ÍC0)=.'f Wyciągnąć odpowiedni wniosek i okre-
ślić zależność między tymi transformatami.

Korzystając lz odpowiednich własności przekształcenia Fouriera (tw.
o przesunięciu rzeczywistym, o [F-transformacie całki, o pochodnej trans-
formaty itd.) oraz z wyników zadania 9 i l 1, obliczyć :T-transformaty funk-
cji

l 3

a) 8(f)=@75(H)'1(f-1) 15) 8(t)=e_3l'_5l-ilz-Š)

C) g( )=l1(f)~1(t-4)]-t d) g(t)=[1(t+3)-1(t)]~t

@)g =1(t+3)-2-i(t)-1(z-3) i)g(z)=-z2[1(i+i)-1(z-1)]30-'Ń
Ł/

3

g) g(r)=t2e 2 -I(t) n) g(z)=z"a¬" -i(t), a>0,ne N
3 <_

l\JbJ[\_)(,›

3-|t| dia |i|s3 1 dla '21) a(')=ld dla lalaa i)a(f)= O dla l_aa_.
2

Jedna z metod graficznego przedstawienia transformaty Fouriera F(i0))
polega na wykreśleniu krzywej o równaniu stanowiącym związek między
częścią rzeczywistą X = Re[F(ico)j i częścią urojoną Y = Im[F(ico)j tej

transformaty. Dla funkcji f (t)=e"“' -I(t), a > O znaleźć równanie takiej
krzywej i wykonać jej rysunek. Zbadać jak porusza się punkt na tej krzy-
wej, gdy parametr 0) rośnie od -‹×› do +‹×›.

Obliczyć transformatę Fouriera funkcji
l

f(Í)= , d,b>O, Gil)

a) rozkładając funkcję f(t) na sumę ułamków prostych i skorzystać
z wyników zadania 12h;

b) korzystając z wyników zadania l2h oraz ze wzoru (7.7.5).

Wiadomo, że lim F(i0))=0 [wzór (7.6.l)]. Sprawdzić ten warunek na

wybranych przykładach.
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23. Obliczyć transformaty Fouriera funkcji

a) g(z)=laŰl7 6) idozâ, a>0

korzystając z wyniku zadania l2h oraz z odpowiednich własności if-prze-
kształcenia.

24. obiiezye apiei h(t)= f,(z)»‹ f,(z) fnniwjiz
a) f.(f)= f2(f)= I(t)-1(f-2)
b) f.(t)=f2(f)=1(f+1)-1('-2)
C) f.(z)-laę. f.(z›=1(z)
d) f,(z)=e¬"-i(t), ƒ,(z)=e-'"-i(t), a>0,i›>0,
a następnie wyznaczyć transformatę splotu Í [h(t)j= H (ico) i sprawdzić
równość (7.7.4) (tw. o Y-transformacie splotu).

(02

25. Korzystając ze wzoru F(ico) = Jše 4°` obliczyć:
c

+00 4-oo

a) je`°"1 sin0)t dt, c > O b) _lt - e`°"2 sincot dt, c > O
O O

-ł-co

c) allt-e""2cos0otdt, c>O d) fh-e`”2j.

26. Wyznaczyć funkcję f(t), jeżeli znamy jej transformatę

F(iw)= 5f[f(t)]= Íe"“|“'| , a > 0.
a

Odpowiedzi:

sinwt 2*” 1-cosa) co-sinco _1. a) _ í°cos0)td0), b) -_|.lí2coscot+--lżsincot d0),
0) tt o 0) co”

Fll\JF1l\)
Św;-ř

oo sinttco 4 _ 27:0) .c) - Å-cos0)t+-sin -sincot da),
0) co 2
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e) -

-|-co

d)-

?=lt×.>N 8°"'
›_'iZW(

Q
IQ +8: S l\)

xx)

az +co2

_2(l -cos 7tco)cos0)t dco ,

2+ '1t0). 2+°°1- cog) -_[ET-7sin0)td0), h) -jêšscoswtdco.
ito 0) no 0)1_

GJTĽ TE
COSÅCOSCO 1-"-,zile al 1

no

a) e-tli :_

]_

F1Š ggO

oscot 2 +°°

0) .
--coscot +-Å-sin0)t Jdo),

f) j-ł5l(cosin(o+cosco-1)cos0)t+(sin0)-cocoscot)sin0)t]dco,
o co

2 2 dw, J,=Í, J,=0, J,=fi.
0) 2 ' 16

Madœd e-u1=_al` Sina)tdœd

a+co“ 1Ľoa+(o"

°°sin30) 4+°°1- 3 .b) h(t)=- Tcoswtdco, h(t)=-TEJ;-_%-(lsinwtda),
0

C) g(t)=-

a> ,›(i)=% j_l_".a.a,_eeaaaw. p(i)=
O

Fll\JFl-lš o'¿,§'0*? Ê

U1 Ê

Fll\J
©`í.+

S-co

+°° cosin itco

í2_ coscot dw, g(t)=-

+

00

00

-sinco
i2SlflÜ.)Í dw ,

C0

(1 + cos 1t0))sin 0)t dwa
F110

OQ1-ş

S

coz-1
;con

2*°°einw1z . 2*°°°°S Êe) f(t):-j_-ísincotdc), f(t):-I--Tcoscotdc), t>0.
1:01-0) no l-co

+°° CO Z
auc)

2 2a) f(t)=-jídcosœtdœ, te R. Dlat=0ƒ(0)=1 więc J=IĽ-;
Ttll l-co 2

TCG)
COSZ

ii) A(w)=2 ÅŻ , w±±i, A(w)=Š, w=±i, iim A(w)=§;
1_w2 0)-›±l
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6a)

9a)

e) i)oo,l={we Rz|w|±3+21‹, /‹ =0,i,2...}

6(0))={

Fll\J
©"í-;+

Š

0 dia |w|<3, 3+21<<|w|<5+21<, /<=i,35
nagnw dia 3+2i<<|w|<5+2i<,1<=0,2,4...

- . 1 .a) f(t)=-  sincotdco, te R; f(1)=š więc J=5

2 _ .6) A(w)=F|ainw-weeew , wzo, A(0)=0, lai_adA(w)=0
c) Do(d,)={0)e R:sinco=±(ocos0)}, cos6(co)=0,

sin 9(0))= sgn(a)cos0) -sin
Różnica cocos0)-sinco zmienia znak w punktach cok, będących pier-
wiastkami równania tga) = co, które nie należą do dziedziny Z ilustracji

graficznej odczytujemy, że 0),d e (uk, nk +-Ta-Ej k = 1, 2,... . Zatem

6(co)= aa

2

. 60
1+1» S111

-Íař dia we(w,„w,„,),1‹=0,2,4...

dia we(w,„w,,,), /<=i,3,5...

1 +
1 W a-i(t) -

zł -Êvźefwlbži da), b) Űewx da), te R,
2_aa0) a

.ocoa
+‹×›SlI1 Z

c) T  dw, ieR, d) ?fe"”' dco,
_aa +60

TC
1+‹×› COS_(U2 .

-Do

C) _J 76-1” dw, ÍER.
1t_aa 1-

. . 2 4a2í<1a,,,E,aai,,;=ß'_+'_f‹¿lo,.i,-§±'1__¶a
_ 2 - 2 2a +0) a-ico a +0) (1)

2' .d) _l2(a)cos0)-sin0)), e) -2602 sinco-40)cosco+4sin0)
0) of ,
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3-e2'”'( 2e"3'”'+1) sinw-cosa)+e+i(cosa)+sinw-ew)
f) 2œ2 9 ( 2) 9

e1+a)
. . mw -' .Í) _12_(1_e,~„,_2e_„„)__2%(1_e_„„), J.) zw-ez _e "»+:w-1,

w w œ w1_

k) 4nw;-81. sinz Tm) - 2125 (2cos1tc0+isin1ca)), 1) b(1_e_lw )_a(1_elw).
co 2 co im

_ . 20110 _1-cos2aJt010.a) FC(œ) sm , F„(w)_í; b) 1~¬„(w)=i,
(0 60 1+4w2

4a) 3 coF =--; F. =_-, Fe =---;Jm) 1+4w2 C) “(09) 9+w2 *(03) 9+w2
2a) 1:0) a . ma-ícos-, anfia --Å n- wvfiaSl ,

<1) 1‹¬c(w)= (D12-az a , F`_(œ)= (11:-wz a ,
_, a›=a -, w=a
40) 20)

2sina) 2 1 2 sina) sinœ cosa)
e)F`“(œ)= co _œ3_(w_-a›3]CoSœ,DF"`(w)= co _ 032 _ co '

1+” sin 4a)11. a) f(t)=- I Ĺ_-cosa)t+łsin2 2a) sinwt}dœ,
1: O co (0

f(t)=łT -isilźœ ei("2)w da);
“_

2 _2,-,„ _ sin4a) cos 4a)-1
b) F(ia))=-e s1n2a)= œ +1' (CO ),a)±0;

co

C) A(w)=2 wzfio, 1imA(«›)=4;
Q) w-›0

d) D9(„,)={a›:a›±åkn, k=±1,±2...},

0(a›)=
-2w+2/mz dla 1<1z<w<Š+1‹1z

-2w+(21<+1)fz dla n(/<+1)<œ<š1z+1<1z, /‹=0, 1,2,...
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f>()

, 2 _,- _ , 2 ,-„, _a) F(ic0)=E0-e wsma), A(o))=2 b) F(za›)=Ęe slno),

A(w)=2 --Sim” I; C) F(zw)=Åsinwz0, A(w)=2 Lam)
C0 0) C0

0(co)=
0 dla 2„Ĺ<w< (2„+1)Ĺ

to io
9

1: dla (2n +1)í < 0) < 2(n +1)ł

2 -łfw 3 sin 30) 1 - cos 3a)F(ia›)=-e 2 sin a›= +i , a›=;'±O
co 2 co co

w-›0

sin-3-co 3 sinåa)
A(a))=2 T2 , a)±O, limA(a))=3, tg6(aJ)=tg5a)-sgn iz-

a)

. _ 2 _ 2 . 4a) __ 2
F(lœ)_1+2œi-1+4w2_l1+4w2, A(œ)_ , (DER,
nm A(a›)=0, Am =

co-›±‹›='

punkty przegięcia: P, [- --

Ł

*=-äe,'Nä

=2

*Jr
9(o))=-arctg2a) lub 6(œ)=-arcsinl, -E<9(aJ)<E.

1+4w2 2 2
Fia›=1=3-` 60

l

7
lim A(0))=0, A =A(0)=å; punkty przegięcia: P1_2(±%,

w-›±‹×› max

3+œi 9+œ2 9+a› 3-:52

6(œ)= -arctgş , --š<6(c0)<

`l_._ 9+co

. 2 6 .4F(zw)= _= - wz Awz 2
3+2zœ 9+4w2 l9+4w ' () ¬/9+4„,2'

lim A(a))=O, A =A(0)=å; punkty przegięcia: P12 ± , ;w__›±œ max 3 , Í _Ŝ-

›
2

a)eR,

a«/Ii»/E'
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9(a))= -arcsin-ZL .
\/9+4œ2

h) F(¿w)=ša““|'”*, A(œ)=š-a-"|”', e(a›)z0.

_ cosa)-1 sinœ _ cosa) sinœ
13.a)F(z0.))= 2 + +1 - 2 ,

co 0) w 0)

A(a))=|F(i(1))|=¿2\/2+a)2 -2c0sa)-2a›sina),
C0

wcosw-sina) _lg0(w)=_-+,cosa)-1-slnœ
TĽ(0

COS?
- 1 imo -la) F(zw)=-:2(a +1); A(d›)=|F(ld›)|=2-T122, lge(‹„)=‹;da-“Ż-2;

1-a) 1-

ma)

c) F(iœ)=--ai e " +1 ,w=±a; F(iw)=-2-E-i, a›=a;
az-(02 a

.TICOsm
A(a›)=|F(ia)]=-Ólcosltšł , mia; tg6(a))=--7%, (usta;

a"-(02

8(a›)=0 dla w=a.
4 2610)

1+iœ 1

cos--1I
d) F(¿w)=Êsin 7, A(d›)=|F(¿w]=F(¿w), 8(a›)=o

a) z=(,~a)=¬, A(a)=__ a0aa(a)=_1_
1+C0 \/1+a›2, \/1+a›2,

sin9(w)--L
\/1+w2

C02

14. F(¿w)=\/ia 4‹f. 17. F(iw)=Ša-'('<>*'>.
C 00

3.. --wl
2e`°' 'e219. G' =?,bG' zi,a) (W) l+2d›¿ ) (tw) 3+0»



Zadania do samodzielnego rozwiązania

c) E12- [4a) sin 4a) + cos 40) -1+1' (4a)c0s4(1) - sin 4a))],

1 sin2ł0)
d) -3-[1-cos3œ-3a)sin3a)+i (3a›cos3a)-sin3a))], e) 4i-2--,

0) 0)
2 . . 8 Ít) _3(2s1nw-wzslnw-2wcosœ), g) h)

co (3+2za)) (a+zœ)

sin2-3-(1)
21) _-_.œ2

1 2 2 1 T0 -„|w| -„|w|20. X -_ Y =: - k . 21. b - .
( Żaj + 4a2 O rąg abibz -al e ae )

23. a) G(¿w)= Ä(l + @|œ])a""”"', la) H(¿d›)= "ila`|'”|“.
2c` 20

24.21) h(t)={Ŝ_|t_2| iż ,H(ia))=;Ŝž-e`2'¶“' sinzw;

2- t dl r S2 ' 2
b) h(t)={0 I |dl: ||t'|>2, H(iw)= ; c) h(t)=š+arctgt

d) a(„)=å(a-‹" -6-'›').1(l), a(„-a)=í_%_
a+ia› b+ia›

25.l›) 9-`/ša`Í d) Í-'°ł\/š@`7 26. f(f)=%, ze R, a>0.
4c c 2c c a +t
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Tablica l. Własności przekształcenia Laplace'a

Tablica 2. Transformaty Laplace'a

Tablica 3. Własności przekształcenia Fouriera

Tablica 4. Transformaty Fouriera
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Tablica 1. Własności przekształcenia Laplace'a

Lp. Oznaczenia: L: f (lt) -› L[f = F(s)
171: F(s)-› L'1[F(a)]= ƒ(z:)

1 Liniowość; L [A1f1(z)'+ A2f2(z)] = A1L[f1(z)]+ A21, [f2(z)]
2 Różniczkowanie W dziedzinie czasu (transformata pochodnej):

L[f'<f>]= S-F(s) - f<0*>; L [f<"><f>]= S" »F(s)-Źs"“*f<*“”<0*›
k=l

I

3 Transfonnata całki (całkowanie W czasie): L f (r)dr:| = E-gl
O s

4 Różniczkowanie transfonnaty (mnożenie przez czas):
d „ ,, d"Li- f - f<f>]= -[F<s›]; L [1 -f<r>]= (-1) -„F(s)ds ds

5 Całkowanie transfonnaty (dzielenie przez czas): = _[F (p)dp

6 Zmiana skali (podobieństwo): L[f = a F(sa) ; L[f(at)] = łF(Ĺ)
a a a

7 Przesunięcie zespolone (mnożenie przez fiinkcję wykładnicza):
zla” - f(z)]= F(s + a)

8 Przesunięcie rzeczywiste (przesunięcie W czasie):

.'zlf‹f~f„›1‹f~zl¿›l=~a*'° -F(s) ; Llf<z+z„›1‹z›l= «'°SlF‹s›-'íaf'f<z›‹1zj
9 Transformata splotu: L[ƒ1(t)* f2 (t)]= F1 F2 (s)
10 Twierdzenie graniczne:

a) granica transfonnaty W nieskończoności: lim F(S) = 0
Re s-›‹>0

b) warunki początkowe:

f <0* )= lin; f (t) = lim sF pod warunkiem, że granicaf (0+) istnieje
t-¬› S-›+oo

c) warunki graniczne:
f (oo) = lim f (t) = sF(s) , pod warunkiem, że sF(s) jest na osi urojonej

ia) i po prawej stronie płaszczyzny zespolonej s i granicaƒ(oo) istnieje



Dodatek

Tablica 2. Transformaty Laplace'a

Lp. Oryginał f(t) Transformata F(s)

1. I(t)

2.

3 I

4. 1"

5' eül

6. e-ar

7. [eat

8' eattn

9. sin at

10. cos at

11. sin(at - b)

12. cos(at - b)

13. sinhat

14. cosh at

ß.a*wmm

1
s

1
S2

n !
Srl+1

_l_
s-a

1
s+a

1

nl

a
s2+a2

S

s2+a2
a

s2+a
s

s2+a2
C1

s2_a2

_Ĺs2_a2

a

¬.e

1 _S
](t_[0) ge t°,Í0>0

@~aŸ
(S _ a)n+1

_Ź
G

_Ź
ed

(s + b)2 +a2
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e b' cosat

_bz .e sinh at

e`z'cosh at

1-e"“t

e-at _ e-bt

b-a

e""(1- at)

tsin at

tcosat

tsinh at

tcosh at

sin z at

cosz at

1 - cos at

sin at - at cos at

1 .cos at - šat sin at

s+b
(s+b)z +az

Ćl

(s+b)z -az
s+b

(s+b)z -az
a

s(s + a)
1

(s+a)(s+b)

(s + a)z
2as

(sz +az)2
S2 _az

(sz +az)2
2as

(S2 _azř

sz +az

(S2 -W
2az

(sz +4az)s'
sz +2az

s(sz +4az i
az

s (sz + az i
2az

(sz +az)2
S3

(sz +az)2
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at cosh at - sinh at

e`z' (sin at - atcos at

sinh at - sin at

cosh at - cos at

sinh at - sin at

at - sin at

sinh at - at

sin at + at cos at

sinh at + sin at

cosh at + cos at

ta

1

Ê
-ar

2%åş“_t0)

ö"(f)
5z(t`to)

2az

(S2 - W
2az

z i(s+b)z+azi2
2az

S4 _a4

2azs
S4 _a4

2azs
sz +4a4

a3

sz (sz +azi
as

sz (sz -azi
2asz

(sz +az)2
2asz

S4 _a4

2sz
S4 _a4

F(ot+1)_...___ a>_
1 9Sa+

Ŝe*
1

@_st° , [0 > Ü

Su

Sn _e-sro
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Tablica 3. Własności przekształcenia Fouriera

Lp- Oznaczenia: T : f(t)-› ƒ[f(t)]= F(ia›)

W: F(1‹»)¬ Y” lF(fw)l= f(f)
1 Lini<›w‹>ść= fl/ilf. (f)+ Aafa (f)l = A. -flfl (f)l+ A2 ~fĹfa(f)l
2 Różniczkowanie transformaty (mnożenie przez czas):

alz'f<z›l=-f~F'‹z‹«›>; all -f<z›l=¿1l±)k~z”%(f§“”„k=1„2„..,a
3 Przesunięcie zespolone (mnożenie przez funkcję wykładnicza):

ala” ~f<f›l= f(t <«›- ‹»„››; alfa' -f<f›l= 1=‹z~<«›+«›„ ››
4 Przesunięcie rzeczywiste: f[f(I - to = e`“°"* ' F(i0))

5 Transformata pochodnej (różniczkowanie w dziedzinie czasu):
flf'‹z›l=z«›-F‹z«››; fLf<"><f›l=‹z~«››"-F<z~«››

I

6 Transformata całki: ƒ[jf('t)d'tj = F(i0))
,O ta)

7 Zmiana skali: a = const ;Ł O

af lf<a›l=âFt af =l‹z| FW)
8 Transformata splotu W przedziale (-‹>°,+‹›‹›):

+‹×›alf<z>››‹ a<z)l=fj Jf‹«›a<z-a›dfj= F‹z~«››-c<z'‹»›
9 Transformata iloczynu: 1F[f(t)' g(t)]= F(i0))* G(ia›)

10 Wzór Parsevalla: T|f(t] 2 dt = LT|F(i(o]2 da)
_oo 21c _w

11 Transformata F(ia)) jest funkcją ciągłąi ma granicę lim F(iw): O
(U-')±°°



Dodatek

Tablica 4. Transformaty Fouriera

Lp. Funkcja f(t) 7-transformata - F(iw)

1 I(t)-e`“', a>O 1 1 . co
- = 2 2_z 'a+tco a +co a+lco

at2 f‹l›=l:; ā::::?.»‹»@ 1
a-ico

3 e`“|'|, a>O
2a

az +coz

4 sgnt-e`"M, a>O
2coi

az+coz

5 fT(z)=1(z)-1(z_T), T>o _ coTs1n_ _fl
2-1% 2

co

6 1(z+T)-1(z-T) gw
C0

7 1(z+T)-2-1(z)+1(z-T), T>0 sinz Å
4,'ii

co

2 -fl coT8 1(l`+T)-I(t), T>0 _g 2 Sin-_
co 2

_2

9 e”,c>0
11 mzTC .___

J__ e 4c

C

1O í-"1 1' -«|‹»l6'
az +tz a

sinat12 -_, a>0 1: dla <a

1 7” -“Imi -b|fl'|11  ,a>0,b>0,a±b _(_-Hz (be -ae )

t {
O dla > a

13 t"e`“'-I(t), neN, a>O
n !

(a + ico)"+1
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sin at _ ( ai- arctg-
co

I 1t),a>0

Š... Iwl
`/Ã?

Q0 /Í \_/
1

1 M fi) W 21:5

I(t) _L+ 1tó`(co
tco

im!e O 21l:5(co - coo)

cos co„t 1r[5(co-co„)+ó`(co+co

sin coot i1c[â(co+a)„)-5(w-co

â(t-to) -iw!e 0

¿('‹›(,) (iw)'°
5(k)(t`t0)

e-icoto

_ iaJT

e 2

2
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tt) duo)

O L5 2_1t _3_z_I 41|: [›
03 co co "(3

_ją

1)) 1-1 "i(t)

P
0 2-_1_t 3_1C f1_T_Ľ I

co co co
_1-

0) I a,.(z)

O E 21: 3_1t 41: [›
W T5 co E

_1-

Rys. 2.22. Ilustracja uzyskania funkcji uT(t) jako różnicy sinusoidy pierwotnej

u(t)=I(t)-sincot isinusoidy u,(t)=I[r--2-1-E)-sinwír-E) przesuniętej równolegle
CU CU

_ 2 .wzdłuż osl Ot 0 _K jednostek w prawo
co

D r u g i s p o s ó b . Stosując obustronnie przekształcenie Laplace'a do rów-
ności (2.6.27), a następnie korzystając kolejno z twierdzenia 2.1.1 o liniowości,
twierdzenia 2.6.1 0 przesunięciu rzeczywistym, ze wzoru (2.6.3) oraz z faktu, ze

_ coLlsln cot] = -2_-7 otrzymamy
S + C0

21: _

Llbl7-(l`)j=Ĺ[S1I1ClJÍ]-Ĺl:SlI1(lJíÍ-¶jJ='-3-Ĺ)-5'-åć' wz.
01 s +0) s +co

Stąd szukana transformata U1(s) napięcia ur (I) wyraża się wzorem

211:

U,(.‹)=s%w-,(1 - a °› ] (26.29)

T r z e c i s p 0 s ó b . W oparciu o wzór (2.6.l5) funkcję uT(t) przedstawimy
w postaci

wa (t)= H (f)- f.. (1),
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gdzie sinusoida pierwotna u(t) określona jest wzorem (2.6.25), zaś funkcja wy-
dzielającaf,„(t) określona jest zgodnie ze wzorem (2.6.14)

21:f..‹z›= 16)-1[z-3]
która ,,wygasi” przebieg (2.6.25) po okresie czasu T = 2-”

co
A więc fiinkcję (2.6.26) można przedstawić wzorem

„T (z)= (1(z)- 1(f _ Sin wz
lub w postaci

_ 21: .uT(t)=1(t)- sin (ot -I(t - -jslncot
co

11) 13 u(t) = slaoz

(2.6.30)

(26.31)

(26.32)

elā0 _ 31:<0 Ê

›

Š*

_1_|

bl ...__-__-_-a 2(f)=1(f)-f(t-å)

4_"co
P

I

___8-

'O l l0 Š _ 351:

c) 13 "00

1120 6 __ 3_‹Z)z

_1-|

'41:
'E5

M‹o

D
I

I

Rys. 2.23. Ilustracja uzyskania żądanego przebiegu napięcia u1(t) danego wzorem
(2.6.32) w oparciu 0 wykorzystanie funkcji wydzielającej fw(t) danej wzorem (2.6.30)

Transfommtę funkcji u1(t) wyznaczymy stosując obustronnie przekształce-
nie Laplace°a do równości (2.6.32). Zauważmy jednak, że funkcja

g(t)=I(t-gt-J-sincot nie jest funkcją przesuniętą W myśl wzoru (2.6.2)
co
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i dlatego nie można do niej stosować wzoru (2.6.3) twierdzenia o przesunięciu
rzeczywistym. Jeśli jednak skorzystamy ze wzorów redukcyjnych i z nieparzy-
stości funkcji sinus, to łatwo uzyskać zależność

sinco t =-sin(21:-co t)=sin((o t-21:)=sin(o[t-21).
co

Uwzględniając tę zależność we wzorze (2.6.32) uzyskamy tę samą postać
jak w (2.6.27) i dalej postępujemy tak jak w sposobie drugim.

U W a g a . Wyznaczenie transformaty funkcji uT(t) określonej zależnością
(2.6.3l) bezpośrednio z definicji L-transformaty sprowadza się do pierwszego
sposobu, tj. do obliczenia całki danej wzorem (2.6.28).

I

Niekiedy vvystępuje potrzeba wykonania L-przekształcenia funkcji f zadanej
w postaci szeregu. Może mieć to miejsce zarówno w tych przypadkach, kiedy
celowo rozwijamy daną funkcję w szereg, aby ułatwić wykonanie przekształce-
nia, jak również wtedy, gdy postać szeregu jest narzucona. Podstawowe
znaczenie w takich przypadkach ma zagadnienie możliwości wykonywania
L-przekształcenia danego szeregu wyraz po wyrazie.

Załóżmy, że oryginałf(t) określony jest w postaci szeregu

f(r)= Z ft (1) (26.33)
k=l

zbieżnego dla t 2 0, gdziefi,(t) są oryginałami o wskaźniku wzrostu Â0.

Uwaga 2.6.7. Warunki wystarczające do wykonania L-przekształcenia sze-
regu (2.6.3 3) ograniczymy jedynie do następującego przypadku:
jeżeli szereg (2.6.33) jest jednostajnie zbieżny w przedziale (0, +‹×›), to
L-przekształcenie szeregu (2.6.33) można wykonać wyraz po wyrazie, tzn.

fk(f)j=§L[fk(')] (26.34)
a więc

F(s)= Z F, (a) (26.35)
k=l

dla Res>/10.
Pełną wypowiedź twierdzenia o L-transfonnacie szeregu i jego dowód moż-

na znaleźć w literaturze, np. [13, 19, 20].
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Przykład 2.35. Wyznaczyć transformatę funkcji f (t)=1 E(t) - entier, tzw.
funkcja ,,schodkowa”.

R o z w i ą z a n i e . Funkcję tę, o wykresie podanym na rysunku 2.24, można
określić wzorem

f(t)_ 0 dla t<0 (1)
` 1< dla /‹5z<(k+l) l‹=0,l,2,...

Korzystając z funkcji skoku jednostkowego I(t) ijej odpowiednich przesunięć
rzeczywistych (2.6.1) funkcję (1) można przedstawić w postaci sumy nieskoń-
czonej 1

oo

f(z)=1(z-1)+1(z-2)+1(z-3)+...= Ę1(f-/‹) (2)

A f(t)
4------------------------a--o

3 _ -----------------._d
2 - -----------.-6

O N_‹_-__- L^›_..______ „§__-........... §I'-_..-_- "\

Yż-__ó

Rys. 2.24. Wykres funkcji f(t)=ł (t) E(t) nieciągłej w punktach t = 1, 2, 3,

Funkcja E(t) jest określona w zbiorze liczb rzeczywistych R. W każdym prze-
dziale ograniczonym ma co najwyżej skończoną liczbę punktów nieciągłości

I

pierwszego rodzaju i całka f ('t)|d1' ma wartość skończoną dla każdego
0

t > 0, a więc jest to funkcja L-transformowalna. Dla funkcji (2) spełnione jest
założenie, o którym mowa w uwadze 2.6.7. Zatem do obu stron wzoru (2) sto-
suj emy przekształcenie Laplace'a i korzystając ze wzoru (2.6.34) otrzymamy

L[f(z)]= L[1(f-1)]+ L[1(z - 2)]+ + c[1(z -„)]+ (3)
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Następnie do każdego wyrazu szeregu (3) stosujemy twierdzenie o przesunięciu
rzeczywistym i na podstawie wzoru (2.6.3) otrzymamy transformatę w postaci
następującego szeregu nieskończonego (por. wzór 2.6.35)

1_.1_1_. l_ 1__._.F(s)=-e ^ +-e zl +-e 3* +...+-e "" +...=-(e “` +e z" +e 3” (4)
s s s s s

Prawa strona (4) jest szeregiem geometrycznym o ilorazie q = e” i wyrazie
- .Ye _ . _ _. . _a, =-. Przy załozenlu, ze Re s >0 mamy le "j<1 l tym samym, stosując
s

wzór na sumę szeregu geometrycznego nieskończonego zbieżnego otrzymamy
transformatę danej funkcji w postaci wzoru

F6›=Llß‹f›l=j_ ljj., = s(ƒ_“;_,) <s›
I

2.7. Transformata funkcji okresowej

Twierdzenie 2.7.1. Jeżeli funkcja f(t) jest oryginałem i na przedziale (0, +‹>°)
jest funkcją okresową o okresie podstawowym T > 0, to jej transformata F(s)
wyraża się wzorem

F(a)=L|;f(„)l=ä_T,_. F,(a) (2.1.1)
T

gdzie F,(.‹)=L[f,(z)]= ja:-”f(z)dz (2.72)
O

jest transformatą funkcji

W g/f, (t)= (2.73)f( dla z@(0,T)
o dla za(0,T)

Funkcję fT(t) spełniającą założenia tego twierdzenia nazywamy oryginałem
okresowym, zaś liczbę T- jego okresem podstawowym.

Dowód. Z definicji L-transformaty na podstawie wzoru (1 .2.3) mamy
-l¬=-=› T +‹›°

L[f(t)]= _je""'f(t)dr = je¬"'ƒ(r)dr + je""'f(z)dr
o 0 1
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W drugiej całce podstawiamy za t = T+1, następnie zmieniamy granice całko-
r T ‹×›

wania Ti Ül °° oraz uwzględniamy, że f jest funkcją okresową, tzn.
ƒ(T + T)= f(t) i otrzymujemy

T ‹×›

F(s)= je""f(t)dt + e"'T _je`”f('t)d':' = FT (s)+ e`sTF(s).
o o

Rozwiązując powyższe równanie względem transformaty F (S) otrzymamy

F6). (1_ 1 )= F, (S),
a stądjuż wynika wzór (2.7.l). I

Uwaga 2.7.1. Funkcję fr (t) daną Wzorem (2.7.3) można utożsamić z funkcją
f1(t) =f(t)- f,,(t) określoną wzorem (2.6.15), gdzie funkcja wydzielającafw(t) jest
postaci (2.6. 14).

Wniosek 2.7.1.
Jeżeli funkcjaf(t) spełnia założenia twierdzenia 2.7.1, to

2"'f(z)-1(z) (2.14)

Przykład 2.36. Wyznaczyć transformatę funkcji okresowej podanej na rysunku
2.25.

A

A01'í0 QWQ OW-O OW)

-E;Q________
----._-_-____

l\)Q
____.-__-_---

UJQ š'"""" __.________un D

____.________
O\Q

.--_-___-
'¬\

V
¬

_Ao o--o o-że o_-o

Rys. 2.25. Ilustracja funkcji z przykładu 2.36

R o z W i ą z a n i e . Jest to oryginał okresowy o okresie T = 2a , określony na
zbiorze R, ciągły na zbiorze R\{ka}, k = 0,1,2,... . Punkty t =O, a, 2a, są
punktami nieciągłości funkcji f(t) (por. uwaga 2.6.6, wzór 2.6.23, rys. 2.21).
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Na każdym ograniczonym przedziale funkcja f(t) ma co najwyżej skończoną
liczbę punktów nieciągłości pierwszego rodzaju. Zatem na podstawie tvvierdze-
nia 2.7.1 istnieje transformata tej funkcji i zgodnie ze wzorem (2.7.1) dla okresu
T = 2a przyjmie postać

F<s>=Lv<z›1=H+„F.‹s› ‹z.v.5›
gdzie FT (s)= LĹ/"T a fT(t) jest oryginałem okresowym określonym wzo-
[Gm

A dla a)
fr (z)= - A dla a) (2.7.6)

O dla t = = a,t = 2a
f"§f'§ m(Ti

<>^'a'¬~9-
l\J

Transformatę FT (s)= L[fT funkcji fr (t) vvyznaczamy bezpośrednio z defi-
nicji przekształcenia Laplace'a na podstawie wzoru (1.2.3) i uwzględniając
określenie (2.7.6) funkcji fT (t) mamy

‹×› a
L[fT(r)]=ƒfT(r)e'“'dr=jAe"“dr+ T(- A)e'“"dr=Ŝ(1-e`“”)2 .

A -us'zatem 1~¬T(s)= :(1- e - )2 (2.77)
Następnie uwzględniamy ten wynik w (2.7.5) i otrzymamy odpowiedź

A 1_ -(IS 2

F(s)= (218)

Uwaga. Zauważmy, że funkcja fT (I) dana wzorem (2.7.6) oraz funkcja u5(t)
dana wzorem (2.6.23) - rys. 2.21 - omawiana w uwadze 2.6.6 różnią się tylko
okresami i amplitudą. Jeśli skorzystamy z wyniku przykładu 2.33 i przyjmiemy
we wzorze (2.6.24) E/T = A i T = a, to uzyskamy dokładnie transformatę FT (s)
wyrażoną wzorem (2.7.7).

I

Uwaga 2.7.2. Funkcję fT(t) określoną wzorem (2.7.6) można przedstawić
wpostaci kombinacji liniowej funkcji jednostkowej I(t) oraz jej przesunięć
rzeczywistych postaci (2.6.1). Wtedy

f,(r)= A-1(f)- 2A -1(z- a)+ A-1(z- za) (219)
a stąd w łatwy sposób, korzystając z liniowości L-przekształcenia oraz z tw.
2.6.1 o przesunięciu rzeczywistym, uzyskamy transformatę (2.7.7).
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Przykład 2.37. Wyznaczyć transformatę funkcji f (t)=|sin t|'1(t), te R
(rys. 2.26).

R o z w i ąz a n i e . Funkcja f(t): |sint| - I(t) jest funkcją okresową 0 okresie
T = rc, a więc jej transformatę wyznaczymy stosując twierdzenie 2.7.1 0 trans-
formacie oryginału okresowego. Na podstawie wzoru (2.7.1) mamy

L[f(f)]-Llf (f)l~-1- (27.10)
_ T 1 - e"“

gdzie za T podstawiliśmy ft, a fr (I) oznacza funkcję na przedziale (0,15) daną

f (t): Sim dla ze(0,1z) (2111)
WZOI`6m

T lo dla r<O, r>n

a) 1 ÍU)

0 n`\ 1' 211: 3ÍĹ`\ Í
\ 1 \\ 1 \

\ Í \

" Í, "

b) 1 fm)

| """" I V
0 K 21: 375 Í

0/) 4)
Rys. 2.26. Wykres oryginału okresowego f(t): l sin t | oraz funkcji fT(t) danej wzorem

(2.7.1 l)

Zauważmy, że funkcja fT (t) jest funkcją f4 (I) z przykładu 2.26 d, dla któ-
rej transformata F4(s) dana jest wzorem (11) i z wyników tam uzyskanych ma-
m3'

FT (s)= LĹfT (z)]= (1 + fm) (27.12)
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Uwzględniając ten wynik we wzorze (2.7.10) otrzymamy ostatecznie

F(s)= L[|sinz| (27.13)

W nio s e k. Korzystając z wyniku przykładu 2.37, tj. znając transformatę
F (s) funkcji okresowej f (t)= lsin t|-I(t) można wyznaczyć transformatę ory-
ginału okresowego postaci

g(z)= |sinax|-1(r) = 3@(wł))

stosując twierdzenie 2.4.1 0 podobieństwie. Na podstawie tego twierdzenia
zgodnie ze wzorem (2.4.1 raz korzystając ze wzoru (2.7.13) otrzymamy

L__.¿'«_'_<22» _„¿
L[g(t)]=L[|sinax|j=1F(s)=l- 1 2'1+e ,

a) o) co S 1.'
l+( J 1 e “'

0)

Po odpowiednich przekształceniach transformata danego oryginału okresowego
przedstawia się wzorem:

K -

G(s)=L[|sinwz|]=s,%),-1Lšf- (2.7.14)
1-e “S

2.8. Twierdzenia 0 wartościach granicznych

Podamy teraz pewne związki między oryginałami i transformatami, które
można wykorzystać do obliczania wartości granicznych transformat i orygina-
łów. Wprowadzamy określenie tzw. sektora kątowego A(s0 ;y) o wíerzchołku

S0 = 2., +10), imzwarzoścf 2y, [0 < y < (rys. 2.27) [13, 25].

Definicja 2.8.1.

seA(s0;}')<=›-y<arg(s-s0)<}' (2.8.1)
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Twierdzenie 2.8.1 (0 granicy obrazu w nieskończoności). Jeżeli f (t) jest ory-
ginałem, to dla każdego sektora A(s0 ;y) takiego, że Re so > Č jest spełniony
warunek

lim F(r)=0 (2.82)
Res--›=›‹›
seA(s(,¿y)

gdzie transformata F(s)=L[f(t)j jest fimkcją zmiennej zespolonej a Č jest
wskaźnikiem wzrostufimkcjif [13, 25].

Uwaga 2.8.1. Twierdzenie to precyzuje warunek konieczny na to, żeby funkcja
zmiennej zespolonej s holomorficzna w pewnej półpłaszczyźnie Res = Â > Č
była L-transformatą pewnego oryginału f (t) , gdzie Š jest wskaźnikiem wzro-
sni fnnkeji f(z) (porównaj twierdzenie 1.4.3).

A
w=Ims

V2O
I I I02 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I Ia›0~

O WY-"

›
Â =Res

Rys. 2.27. Ilustracja definicji 2.8.1 oraz granicy występującej po lewej stronie wzoru
(2.8.2)

Przykład 2.38. Ponieważ funkcja F(s)=-2¿i+;3-1- jest holomorficzna w całej
s

płaszczyźnie zespolonej z wyjątkiem punktu s = -3, W którym ma biegun po-
jedynczy, to również jest holomorficzna w półpłaszczyźnie Re s > O . Jednakże
funkcja ta nie jest L- transformatą żadnego oryginału f (t), ponieważ dla sekto-
ra A (so ;y) położonego w półpłaszczyźnie Re s > 0 mamy

,lim F(r)=1nn Êíf-1= 2,
1iā‹'=°(.›-„.7) W” S”

a to znaczy, że warunek (2.8.2) nie jest spełniony (por. wzór 1.2.4).
I
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Podamy teraz związki między wartościami funkcji dla t = O i t = +°‹›, a warto-
ściami transformaty dla s = +‹×› i s = 0.

Twierdzenie 2.8.2. Jeżeli funkcje (t) i f '(t) są oryginałami oraz
L[f(r)]=F(.r) iirznieje granica lirn f )= f(0*), ze

r-›0*
<'.\"=

lim .‹F(r)= iirn f(z)= f(o+) (2.8.3)
Res-›+‹×› 1-›0`*

Twierdzenie 2.8.3. Jeżeli funkcje f (t) i f '(t) są oryginałami, LĹf(t)j = F (s)
oraz istnieje granica w nieskończoności limf (t)= f (‹×›), to

Í'-)°°

1irnrF(r)=1irnf(z)= f(‹›‹›) (2.8.4)
.Y-›0 t-›‹×›

Uwaga 2.8.2. Granice występujące w (2.8.3) i (2.8.4) są granicami w płasz-
czyźnie zmiennej zespolonej (s= íL+ia)) i dążenie zmiennej s do zera lub do
nieskończoności może odbywać się na nieskończenie wiele różnych sposobów.
Wzory te są w szczególności słuszne, jeśli założymy, że s -› O lub s -› +‹×›
wzdłuż dodatniej półosi rzeczywistej (tzn. s jest rzeczywiste) [13, 25].

Uwaga 2.8.3. Twierdzenia odwrotne do twierdzeń 2.8.2 i 2.8.3 nie są praw-
dziwe. Równość (2.8.4) jest prawdziwa tylko wtedy, gdy f(t) ma granicę przy t
zmierzającym do nieskończoności, co nie zawsze zachodzi, tzn. z istnienia gra-
nicy lims-F(s) nie wynika istnienie granicy ƒ(‹×›). Na przykład: dla funkcji

.Y-›0

f(t)= sin at i F(s)= -2-3-2 granica lim sF(s) = l_im-Å? = O , natomiast
S +a .\-)Ü .\-)0 S +a

granica lim f(t)= lim sin at nie istnieje. Podobną uwagę można uczynić odno-
I-›°'° I-)°°

śnie do równości (2.8.3).

Na podstawie twierdzenia 2.8.2 możemy vvyznaczać wartości początkowe
oryginału f (t) i jego pochodnych f'(t), f'(t), itd. (nie znając oryginału)
W oparciu tylko o znajomośćjego L-transformaty F (s)=

Przykład 2.39. Zilustrować twierdzenie 2.8.2 na przykładzie funkcji
f (t)=cost.

R o z w i ąz a n i e . Funkcja f(t): cost jest oryginałem i jej pochodna
f '(t)= -sint również jest oryginałem, oraz istnieje granica
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f(o+)= mgr f(r)=1irgreesz=1 (1)
Z drugiej strony wiemy, że transformata funkcji cost dana jest Wzorem

F(S)=Ĺ[COSÍ]=;í:Í,

2

e więe iinr rF(r)= iirn ,L=1 (2)
S-'›°° .\'-)‹×› S +1

Porównując stronami zależności (1) i (2) otrzymaliśmy

1irnrF(r)= f(0*),
.\`_)°°

co jest zgodne ze wzorem (2.8.3) dla danej funkcji.
I

Przykład 2.40. Zilustrujemy twierdzenie 2.8.3 na przykładzie funkcji
f(t): r2e'3'.

R 0 z W i ą z a n i e . Sprawdzamy założenia twierdzenia 2.8.3. Ponieważ funk-
cja e`3' jest oryginałem, to na podstawie lematu 1.1.3 funkcja t2e`3' jest także
oryginałem. Sprawdzamy następnie, czy istnieje granica W nieskończoności
oryginału f Obliczamy granicę stosując dwukrotnie regułę de L'Hospitala

2 _ _l:l l:]. __. 2_3,_.L_. 2Í_. 2_łLf:f<'>-łiffłf ff i..-..ił1_.":: złe:-3.3' złe.:-.ezf -0 <1>
Zatem lim f(t)= 0.

I-¬)°°

Obliczamy następnie transformatę F(s)= Z twierdzenia 2.3.1 0 róż-
niczkowaniu transformaty na podstawie wzoru (2.3.2) dla n = 2 mamy

2 22_3,_d _3,_d l_d_1 _ 2
F(s)=L[te l_F(L[e l)_ds2Ĺs+3j_dS( (s+3)2j_(s+3)3.

Następnie, zgodnie z lewą stroną wzoru (2.8.4) obliczamy

. _ 2{_'¿glsF(s)]= §_1¿;¿Ê=0 (2)
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Porównując stronami zależności (1) i (2) wnioskujemy: ponieważ prawe strony
są sobie równe to i lewe strony muszą być sobie równe. Zatem mamy

1im[rF(.‹)]=1irnf(r),
.Y-›0 r-›‹›‹=

co potwierdza prawdziwość wzoru (2.8.4) dla danej funkcji.
I

Przykład 2.41. Dana jest transformata F (s)= ;+2 pewnego orygi-
s ls + 5s + 4

nału f Nie znajdując oryginału f (t), za pomocą twierdzenia 2.8.2 0 grani-
cy oiyginału W zerze obliczyć wartości początkowe f (0+), f '(0+) oraz f"(O+)
przy założeniu, że f'(t) i f"(t) są także oryginałami.

R 0 z W i ą z a n ie. Z przyjętych założeń funkcje f(t), f'(t), f"(t)są orygi-
nałami, a więc istnieją też Wartości początkowe f (O1), f'(0+ ƒ”(0+). Naj-
pierw wyznaczymy f (O+

Z twierdzenia 2.8.2 o granicy oryginału W zerze, na podstawie wzoru (2.8.3),
mamy

+ _ . _ . s+2 _f(° >-.'±fPJ~°F<S>1=..r':'11_-.Z+5....=0-
Zatem

f(0*)=0 <1)
Uwzględniając otrzymany wynik we wzorze (2.2.1) (patrz twierdzenie 2.2.1 o
transformacie pochodnej) mamy

s + 2ii~(r›i=..r(.›~f(‹›+›=r-r‹.›«‹›¬__ .s +5s+4
Przyjmujemy chwilowo nowe oznaczenia dla oryginału f '(t)= g(t) i dla jego
transformaty LĹf'(t)]=G(s). Korzystamy ponownie z twierdzenia 0 granicy
oryginału W zerze i na podstawie wzoru (2.8.3) wyznaczamy

2 r2+2r0* =1irn.r-Gr =1irn.‹-_-Ĺ¬Í_=1irn_-_=1.gl ) --¬+-= U ~¬‹-› .‹2+5r+4 ›¬¬+‹›°.‹2+5.‹+4
Wracając do poprzednich oznaczeń mamy W ten sposób wyznaczoną wartość
początkową f'(t), tj.

ƒ'(o*)=1 (2)
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Uwzględniając wartości początkowe (1) i (2) we wzorze (2.2.6) (patrz twier-
dzenie 2.2.2 0 transformacie pochodnej rzędu n) mamy

L1f'<z)1=r2 -F(r›-r ~ f(‹›+)-f'(‹›+)=.‹2
Analogicznie jak poprzednio, jeśli przyjmiemy chwilowo oznaczenia dla orygi-
nału f "(t)=h(t), a dla jego transformaty LĹf"(t)]= H (s), to korzystając po-
nownie z twierdzenia 2.8.2, na podstawie wzoru (2.8.3) vvyznaczamy wartość
początkową

_ . - -4 . - 2-4
h(O+)=lims-H(s)=lims-%-_=l1m%f-ç-:`Ĺ=-3.

-='~>+°° -'-H'-° s +5s+4 -\'¬+°°s +5s+4
Wracając do poprzednich oznaczeń, otrzymaliśmy W ten sposób wartość po-
czątkową drugiej pochodnej f "(t), tj.

f'(0+ )= -3 (3)
Szukane wartości początkowe to:

f(o* )= 0, f'(o* )= 1, f'(0* )= -3 (4)
U W a g a . Zadanie to można rozwiązać W ten sposób, że najpierw wyznacza-
my oryginał f (I), który W przypadku naszego zadania dla danej transformaty

F(s)= S'l'2

slsz +5s + 4j

Wyraża się wzorem

f(z)=%-Ŝe-' -åe-4', dla z>0 (5)

(Zachęcam Czytelnika do samodzielnego wyznaczenia tego oryginału dowolną
metodą) i stąd wyznaczamy wartość początkową

1 1 1o* =1' --- -'-- -4' =o 6fi ),i'Š“+(2 36 ee j U
Następnie obliczamy pochodne oryginału f Z zależności (5) mamy kolejno

f'(r)=åe"+%.‹.›"“” i f”(z)=-Ŝe-'-Ŝe-4' (7)


