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PRZEDMOWA

Obecnie czgsto znajdujemy si¢ w sytuacji braku opisu matematycznego roz-
wazanego obiektu badan, co uniemozliwia jego analiz¢, optymalizacje lub stero-
wanie. Powstaje wigc zagadnienie tworzenia modelu matematycznego rozwazane-
go obiektu. Powszechna tendencja do automatyzacji procesow, ich zlozona
struktura, ograniczony czas na podj¢cie decyzji 1 ograniczone naklady na badania
powoduja, ze najczgsciej rezygnuje si¢ z dokladnego opisu obiektu, za pomoca
modeli deterministycznych, opartych na znajomosci wszystkich, zachodzacych w
nim zjawisk. Poszukuje si¢ natomiast modeli przyblizonych - statystycznych,
opisujacych dany obiekt z zadowalajaca, narzucona z gory dokladnoscia. Wpro-
wadzenie automatycznego projektowania przy uzyciu srodkow komputerowych
zwigzane jest rowniez z koniecznoscia budowy adekwatnych modeli matematycz-
nych. Modele takie moga powsta¢ w wyniku zastosowania wlasciwych metod
identyfikacji.

Prawidlowe 1 szybkie tworzenie takich modeli utrudnia brak publikacji oma-
wiajacych te zagadnienia w sposob kompleksowy 1 mozliwie wyczerpujacy.

Ksiazka pt. "Podstawy badan inzynierskich" ma na celu zapemienie luki, jaka
istnieje dotychczas w tej dziedzinie. Ksigzka jest proba przeprowadzenia synte-
tycznego i systematycznego wykladu z podstaw rachunku prawdopodobienstwa,
podstawowych metod statystyki matematycznej, metod identyfikacji 1 planowania
doswiadczen, pozwalajacych na samodzielnie tworzenie przez Czytelnika modeli
matematycznych obiektow wielowymiarowych, przy zalozeniu, ze sa to obiekty
stacjonarne. Szczegdlng uwagg¢ zwrocono na obiekty nieliniowe. Nast¢pnie, w
oparciu o opracowane modele matematyczne - okreslenie stanu polioptymalnego
lub optymalnego rozwazanego obiektu. Caly ten proces jest wspomagany kom-
puterem osobistym klasy IBM, przy wykorzystaniu dostgpnych, specjalistycznych
programéw  komputerowych: CADEX [53], PLANEKS-STAT [22],
STATISTIKA [62], TB-WYKRES [1], POLIOPT [2, 64] 1 WK-GRAF [14].
Zagadnienia te stanowia zwykle przedmiot oddzielnych specjalistycznych publi-
kacji. Uzupelnieniem niniejszej ksiazki bgdzie inna ksigzka autora pt. "Podstawy
badan inzynierskich - materialy pomocnicze do wykladow", zawierajaca liczne
przykiady praktycznej implementacji omawianych teorii do identyfikacji proce-
sOw wytwarzania, eksploatacji urzadzen, zarzadzania i1 badania rynku.
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Kolejne rozdzialy niniejszej ksiazki, logicznie uporzadkowane 1 wzajemnie
uzupelniajace si¢, tworzg podstawe do konstruowania modeli dowolnego wielo-
wymiarowego, stacjonarnego obiektu nieliniowego, ich upraszczania 1 weryfika-
cji.

Ksiazka pt. "Podstawy badan inzynierskich" powstala w oparciu o wyklady
przedmiotu pod tym samym tytulem, prowadzone od wielu lat przez Autora
w Wyzszej Szkole Inzynierskiej (obecnie Politechnika Koszalinska). Przy jej
opracowaniu zostalo wykorzystane ponad dwudziestoletnie doswiadczenie, jakie
Autor nabyl w dziedzinie identyfikacji obiektow wielowymiarowych. Tres¢ ksigz-
ki jest rowniez wynikiem badan prowadzonych przez Autora w latach 1978-84
pod kierownictwem naukowym prof. dr inz. dr h. ¢. Kazimierza Wieczorowskiego
z Politechniki Poznanskiej, dotyczacych wykorzystania statystycznej teorii pla-
nowania eksperymentu i opracowania wynikow w zastosowaniu do procesu na-
gniatania tocznego z elektrokontaktowym nagrzewaniem. W ksiazce wykorzysta-
no takze wyniki badan prowadzonych przez Autora w latach 1984-85
1 w roku 1992 w Ecole Centrale de Lyon.

Autor wyraza serdeczne podzigkowanie wszystkim osobom, ktére przyczynity
si¢ do powstania tej ksiazki, w szczegdlnosci prof. dr inz. dr h. c. Kazimierzowi
Wieczorowskiemu za inspiracj¢ jej opracowania i zyczliwy stosunek do Autora
oraz niezwykle cenne uwagi, ktére pozwolily nadac ksigzce ostateczny ksztalt.

Szczegolne podzigkowanie skladam drugiemu recenzentowi ksigzki prof. dr
hab. inz. Wojciechowi Tamowskiemu, kierownikowi Katedry Systemow Stero-
wania Politechniki Koszalinskiej, wybitnemu specjaliscie z zakresu podstaw kon-
strukcji maszyn oraz automatyki 1 robotyki, za podjgcie si¢ trudu merytorycznej i
formalnej jej oceny.

Lipiec 1999 r Autor



WSTEP

Podstawg statystycznych metod identyfikacji obiektow wielowymiarowych
jest rozpatrywanie rzeczywistych obiektow jako procesow losowych, statystycz-
nych. Wykorzystujac cybernetyczna zasad¢ "czarnej skrzynki" (rys. 1.1), tj. bra-
ku pelnej znajomosci mechanizméw obiektu, poszukuje si¢ zwigzkow pomigdzy
zmiennymi wyjsciowymi y a zmiennymi wejsciowymi x (ktore sa znane 1 mozna
nimi sterowac), przy zatozeniu wystgpowania czynnikow statych ¢ 1 czynnikow
zaklocajacych z (ktore moga by¢ mierzalne lecz niesterowalne lub niemierzalne
1 niesterowalne).

L]~ |

—3| OBIEKT [—3
5| BADAN y

X

Rys. 1.1. Obiekt badan jako "czarna skrzynka": x - wielkosci wejsciowe
sterowalne, 7 — zakiocenia, ¢ - czynniki stale, y - wyjscia [15].

Zadanie to nalezy rozwigzac tak, aby dla zadanych wartosci wejsciowych x,
wartos¢ wyjscia y', obliczona na podstawie opracowanego modelu matematycz-
nego nie roznila si¢ istotnie (w sensie statystycznym) od wyjscia y obiektu rze-
czywistego (rys. 1.2).

> OBIEKT |—>

—>IMODEL |> V'

Rys. 1.2. Zasada budowy modelu matematycznego obiektu badan [15].
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Z powyzszych wzgledow, w niniejszej pracy zrezygnowano z deterministycz-
nych metod tworzenia modeli matematycznych. Skoncentrowano si¢ natomiast na
metodach statystycznych. Szczegdlng uwage zwrocono na nieliniowe obiekty
wielowymiarowe, ze wzgledu na ich powszechne wystgpowanie w praktyce. Po-
dejscie takie jest rowniez uzasadnione tym, ze wykorzystanie proponowanych
metod do opisu obiektow liniowych jest trywialne, gdyz obiekty liniowe sg szcze-
golnymi przypadkami obiektéw nieliniowych. Ze wzgledu na zlozonos¢ obliczen
statystycznych oraz powszechna dostgpnos¢ komputerow osobistych klasy IBM,
caly proces tworzenia opisu matematycznego obiektu zwykle jest wspomagany
komputerem, przy wykorzystaniu dostgpnych, specjalistycznych programow
komputerowych CADEX [53] 1 PLANEKS-STAT [22].

Ksiazka jest proba przeprowadzenia syntetycznego 1 systematycznego wykla-
du podstawowych metod statystyki matematycznej oraz metod identyfikacji
1 planowania doswiadczen, pozwalajacych na samodzielnie tworzenie przez
Czytelnika modeli matematycznych nieliniowych obiektow wielowymiarowych,
a nastgpnie okreslenie ich stanu polioptymalnego lub optymalnego.

Na poczatku ksigzki wyjasniono podstawowe pojecia takie jak: identyfikacja,
symulacja, analiza, obickt badan, model matematyczny obiektu badan, model
podstawowy, model scalony, uklad eksperymentu, zalezno$¢ statystyczna i funk-
cyjna.

W rozdziale 3 podano niezbgdne wiadomosci uzupelniajace z matematyki
wspolczesnej, dotyczace) rachunku prawdopodobienstwa. Najpierw zdefiniowano
podstawowe pojecia takie jak: zdarzenia losowe, zmienne losowe 1 procesy loso-
we oraz przedstawiono niezb¢dne definicje 1 twierdzenia. Oméwiono podstawowe
funkcje zmiennej losowej oraz parametry opisowe jej rozkladu. Wprowadzono
pojecie momentow i dokonano ich podziatu.

W  kolejnym rozdziale przedstawiono wiadomosci dotyczace rozkladow
zmiennych losowych, niezbgdne do identyfikacji wielowymiarowych obiektow
badan. Podano sposoby wizualizacji rozkladu empirycznego oraz opisano pod-
stawowe jego miary. Przedstawiono rowniez najczgsciej spotykane rozklady
zmiennych losowych skokowych i ciaglych. Podano rowniez wzory na dystrybu-
ante i gestos¢ prawdopodobienstwa tych rozktadow. '

Rozdzial 5 dotyczy elementow statystyki matematycznej w zakresie niezbed-
nym do zrozumienia materialu zawartego w dalszej czgsci ksiazki. Przedstawio-
no wybrane zaganiania z teorii estymacji. Okreslono cechy najlepszego estymato-
ra. Omoéwiono metody tworzenia parametrow rozkladu zmiennej losowe) za po-
mocg zbioru wartosci w probie. Przedstawiono sposoby wyznaczania przedziatu
ufnosci dla: wartosci przecigtnej, wariancji 1 funkcji regresji. Podano najwazniej-
sze testy parametryczne I nieparametryczne.
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W rozdziale 6 przedstawiono programy badan rozpoznawczych, stosowanych
w celu eliminacji nieistotnych czynnikéw wejsciowych oraz nieistotnych interak-
cji tych czynnikéw. Podano réwniez zastosowanie metody analizy wymiarowej
do zmniejszania liczby czynnikéw istotnych, poprzez tworzenie liczb bezwymia-
rowych.

Rozdziat 7 dotyczy doboru klasy modelu matematycznego do opisu badanego
obiektu. Najpierw przedstawiono najwazniejsze klasy modeli matematycznych
bedacych liniowa kombinacja nieznanych wspoétczynnikow. Dalej opisano modele
nieliniowe ze wzgledu na wspolczynniki oraz sposoby ich linearyzacji. Podano
rowniez metody normowania i renormowania modeli oraz zasady wyboru najlep-
szego modelu.

Kolejne cztery rozdziaty dotycza metod identyfikacji stacjonarnych obiektow
wielowymiarowych. W rozdziale 8 opisano metod¢ funkcji korelacji shuzace) do
wyznaczania charakterystyk dynamicznych na podstawie tzw. eksperymentu
biernego, tzn. obserwacji wejs¢ 1 wyjs¢ obiektu podczas jego normalnej pracy,
bez ingerowania w warunki eksploatacji. Rozdzial 9 dotyczy metody analizy
regresji shuzacej do identyfikacji statycznych charakterystyk zlozonych obiektow
badan w warunkach eksperymentu biernego. W rozdziale 10 opisano metod¢
analizy czynnikowej opartej na metodzie analizy regresji. Metoda ta zajmuje
centralng pozycj¢ wsrod metod wyznaczania charakterystyk statycznych opar-
tych na eksperymencie czynnym tzn. zawierajacym planowanie eksperymentu.
Rozdzial 11 zawiera metodg przeksztalcania modulacyjnego, stuzacej do identy-
fikacji modeli matematycznych w postaci nieliniowych réwnan rozniczkowych
(w tym rowniez nieliniowych ze wzgledu na wspolczynniki), opisujacych silnie
nieliniowe, wielomasowe uklady mechaniczne, zawierajace nieliniowosci typu
Juz” 1 tarcie suche”.

Dla zilustrowania zastosowania metod statystycznych do rozwigzywania kon-
kretnych probleméw doswiadczen w rozdziale 12 podano przyklad z badan nad
procesem nagniatania tocznego z przeplywem pradu elektrycznego. W tym celu
zastosowano metod¢ analizy czynnikowej opisujac kolejne etapy prowadzace do
otrzymania rownania regresji.

W rozdziale 13 pokazano jak wykorzysta¢ wyprowadzone rownanie regresji
w celu okreslenia stanu optymalnego lub polioptymalnego badanego obiektu.
Podano dwa przyklady okreslania stanu optymalnego oraz jeden przyklad okre-
slania stanu polioptymalnego.

W rozdziale 14 przedstawiono najwazniejsze programy komputerowe wspo-
magajace badania inzynierskie, ulatwiajace realizacj¢ eksperymentow, zgodnie
z zasadami teorii planowania badan doswiadczalnych, a takze statystyczne opra-
cowanie otrzymanych wynikéw, ich optymalizacj¢ lub przedstawianie w postaci
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rownan regresji, wykresow 1 tablic. Przedstawiono rowniez przykiad kompute-
rowego wspomagania badan inzynierskich przy wykorzystaniu programu
PLANEKS-STAT.

Zalacznik zawiera tablice statystyczne i tablice liczb losowych, niezb¢dne do
samodzielne) identyfikacji obiektow przez Czytelnika.

Ksiazke konczy wykaz literatury uzupelniajace;.



POJECIA PODSTAWOWE

Rozdzial ten jest wstgpem do statystycznych metod tworzenia modeli mate-
matycznych obiektow wielowymiarowych. Zawiera on wyjasnienie podstawo-
wych poje¢ takich jak identyfikacja, symulacja, analiza, obiekt badan, model
matematyczny obiektu badan, model podstawowy, model scalony, uklad ekspe-
rymentu, zalezno$¢ statystyczna i funkcyjna.

2.1. Identyfikacja, symulacja i analiza

Wyrazenie "identyfikacja i symulacja" oznacza zestaw dzialan zwigzanych
z konstruowaniem statystycznych modeli obiektu badan i1 symulowania ich na
komputerze. Z tej definicji wynika, ze mamy do czynienia z trzema glownymi
elementami - obiektem badan (systemem rzeczywistym), modelem matematycz-
nym 1 komputerem. Identyfikacja dotyczy zaleznosci pomigdzy obiektem a mo-
delem, natomiast symulacja i analiza zwiazana jest glownie z zaleznosciami
pomigdzy komputerem a modelem (rys. 2.1).

DANE
RZECZYWISTE

OBIEKT BADAN o
(SYSTEM RZECZYWISTY) KOMPUTER

SYMULACJA
IDENTYFIKACJA ANALIZA

MODEL MATEMATYCZNY

Rys. 2.1. Podstawowe elementy oraz relacje identyfikacji i symulacji
lub analizy.

W procesie opracowywania modelu matematycznego wystepuje pigé elemen-
tow: obiekt badan, uklad eksperymentu, model podstawowy, model scalony
1 komputer.
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2.2. Obiekt badan

Obicktem badan (systemem rzeczywistym) nazywa si¢ interesujaca nas czgs¢
$wiata rzeczywistego. Obiekt badan jest zrédlem danych obserwowalnych i mie-
rzalnych lub niemierzalnych oraz nieobserwowalnych i niemierzalnych. Obiekt
moze by¢ naturalny, np. system fizyczny, biologiczny lub ekologiczny, sztuczny,
np. system operacyjny komputera lub mieszany, zawierajacy elementy zarowno
naturalne jak i sztuczne, np. procesy wytwarzania, procesy eksploatacji, gospo-
darstwo rolne, systemy: transportowe, miejskie lub swiatowe.

Obiekt badan mozemy sobie wyobrazi¢ tak, jak to pokazano na rys. 2.2, gdzie
strzalki przedstawiajq zmienne opisowe (migdzy ktérymi moga wystgpowac za-
leznosci przyczynowo-skutkowe), ktore s3 wazne dla zrozumienia opisu i/lub
kontroli systemu.

Zmienne opisowe obiektu mozna podzielic na obserwowalne 1 nieobserwo-
walne. Zmienne obserwowalne moga by¢ mierzalne, sterowalne lub niesterowal-
ne. Zmiennymi mierzalnymi nazywamy te zmienne, ktorym odpowiadaja istnieja-
ce mierniki, ktére maja mozliwos¢ rejestrowania odczytow. Natomiast zmienne
niemierzalne sa to takie zmienne, ktore w chwili obecnej nie moga by¢ zmierzone
z zalozong dokladnoscia. Zmienne sterowalne sa to takie zmienne, ktorych war-
tosci mozna zmienia¢. Zmiennych niesterowalnych nie mozna zmieniac.

zaklocenia obserwowalne, mierzalne i niesterowalne

bariera obserwacj

Z: Zy I3 cies Zp y:
¢ ¢ ¢

OBIEKT BADAN

iﬁaklocema nieobserwowalne i niemierzalne

Y1
=~ Y2

(SYSTEM RZECZYWISTY)

wielkosci stale nieobserwowalne

zmienne wejsciowe cy zmienne

(obserwowalne, mie- J - wyjsciowe

rzalne i sterowalne) : (obserwowalne
Cy 1 mierzalne)

uy
wielkosci stale obserwowalne

Rys. 2.2. Zlozony obiekt badan.



2. Pojecia podstawowe 19

Wszystkie wielkosci wystgpujace w ztozonym obiekcie badan mozna takze

podzieli¢ na szes¢ grup:

wielkosci wejsciowe obserwowalne, mierzalne 1 sterowalne, umozliwiajace
celowe oddziatlywanie na obiekt, przedstawione wektorem x = {x,, ..., Xs},
wielkosci wejsciowe obserwowalne, mierzalne, lecz niesterowalne, stanowig-
ce zaklocenia obiektu, przedstawione wektorem v = {v, ..., v},

wielkosci wejsciowe nieobserwowalne i niesterowalne, stanowiace zakldcenia
obiektu, przedstawione wektorem z = {zy, ..., zp},

wielkosci wejsciowe stale mierzalne 1 sterowalne, np. stale warunki realizacji
procesu, przedstawione wektorem u = {uy, ..., u.},

wielkosci wejsciowe stale (niemierzalne i niesterowalne), przedstawione
wektorem ¢ = {c,, ..., ¢k},

wielkosci wyjsciowe obserwowalne i mierzalne, przedstawione wektorem y =
={y1, ..., Yr}, ktore sa rezultatem wartosci przyjmowanych przez wielkosci
wejsciowe, stale i zaklocenia.

Zmienne wejsciowe rozpatruje si¢ jako przyczyny, a zmienne wyjsciowe jako

skutki.

W nast¢gpnym podpunkcie przedstawionych zostanie kilka przykladow obiek-

tow badan.

2.3. Przyklady obiektéw badan

2.3.1. Proces technologiczny jako obiekt badan

Proces technologiczny traktowa¢ mozna jako system skiadajacy si¢ z szeregu

podsystemow, ktorymi sa operacje technologiczne. Poszczegolne zabiegi techno-
logiczne mozna uznac za systemy elementarne (rys. 2.3).

- S System
TECHNOLOGICZNY 7
[OPERACJA 1 [ [OPERACIA2 | oo [OPERACJA N || Podsystemy
‘/ -._,’ E \ .-"I{ -: ‘I\i Systﬂ'ny
ZABIEG 1] [ZABIEG 2] ZABIEGM | / | vov WA

Rys. 2.3. Schemat procesu technologicznego jako system [48].

Proces technologiczny rozwaza¢ mozna réwniez jako system cybernetyczny

wejscie-wyjscie (WE/WY), przy czym wejscie stanowi material przeznaczony do
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realizacji procesu (potwyrdb), natomiast wyjscie - gotowy wyrdb po realizacji
okreslonego procesu technologicznego. Uwzgledniajac w systemie procesu tech-
nologicznego podsystemy, czyli operacje technologiczne, schemat cybernetyczny
procesu przedstawi¢ mozna w sposob pokazany na rys. 2.4. Analizujac przed-
stawiony schemat mozna stwierdzi¢, ze proces technologiczny w ujgciu cyberne-
tycznym traktowany jest jako szereg nastgpujacych po sobie operacji, z ktorych
wyjscie poprzedniej operacji jest czgscig wejscia do nastepnej. Ponadto z przed-
stawionego schematu wynika, ze zardwno proces technologiczny, jak 1 operacje
s3 obiektami wielowymiarowymi w uj¢ciu cybernetycznym.

PROCES TECHNOLOGICZNY
aterial potwyréh potwyrob gotowy |
— > N
}“‘me OPERACJA 1 OPERACIJA 2 OPERACJA N | wyrob
warunki obrdbki ‘ warunki obrobki ‘ warunki obrébki
narzedzie, obrabiarka narzedzie, obrabiarka narzedzie, obrabiarka

Rys. 2.4. Schemat procesu technologicznego w ujeciu cybernetycznym [48].

Przykladowo material wejsciowy, czy tez potwyrob posiadaja juz narzucone
z poprzedniej operacji pewne cechy jakosciowe (chropowatos¢ powierzchni, do-
kladnos¢, stan odksztalcen, stan naprezen, itd.), ktore maja wplyw na realizacj¢
analizowanej kolejnej operacji.

2.3.2. Proces separacji kamieni jako obiekt badan

Na rysunku 2.5 przedstawiony jest schematycznie proces oddzielania kamieni
od bulw ziemniaka na oddzielaczu palcowo-szczotkowym, jako obiekt badan.

PROCES SEPARACII
Separowana ziemniaki
owana masa ODDZIELACZ |—
PALCOWO- |y, ..
SZCZOTKOWY | —ueme |
warunki separacji

Rys. 2.5. Schemat procesu separacji kamieni na oddzielaczu palcowo-
szczotkowym jako obiekt badan.
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Koniecznos¢ separacji kamieni wynika z faktu, ze maszyny do zbioru ziem-
niakow nie zapewniaja dostatecznej ich czystosci. Jednym z najprostszych od-
dzielaczy mechanicznych jest oddzielacz palcowo-szczotkowy [9].

Ogolny wskaznik dokfadnosci oddzielania zalezy od nastgpujacych czynni-
kow:

e odleglosc szczotki od tasmy h,

* sztywnos$¢ palcow tasmy R,

e kat pochylenia poprzecznego tasmy a,

» kat pochylenia podhuznego tasmy B,

» kat ustawienia szczotki wzgledem tasmy Y,

o predkosé obwodowa szczotki Vs,

e predkosc przesuwu tasmy Vi,

e natg¢zenie podawania separowanegj masy m ,

e udzial kamieni w separowanej masie U,

e ksztalt i wielkos¢ kamieni Gy (Iy, wy, hy),
e ksztalt 1 wielkos¢ ziemniakow G.(,, w,, h,).

2.4. Uklad eksperymentu

Ukiad eksperymentu opisuje ograniczony zbior warunkow, w ktorym system
rzeczywisty bedzie obserwowany lub w ktorych realizowany bgdzie eksperyment.
Poniewaz uklad eksperymentu zwigzany jest z mozliwa obserwacja systemu
rzeczywistego, wigc dla stosunkowo prostego modelu mozna utworzy¢ pary wej-
scia-wyjscia, ktore sg zgodne, w obrgbie pewnego kryterium poréwnawczego, ze
wszystkimi parami wejscia-wyjscia uktadu. W przypadku, gdy zachodzi ta zgod-
nos¢, mowimy ze model jest zasadny dla tego eksperymentu.

2.5. Model podstawowy

Obiekt przedstawiony na rys. 2.2 jest obiektem wielowymiarowym o (S+M+
+P+K+L) wejsciach 1 R wyjsciach. Wielkosci te sa powigzane rownaniami
obiektu, ktére mozna symbolicznie zapisa¢ w postaci zaleznosci:

y =f(c,u,x,h,z), (2.1)

ktora jest modelem matematycznym obiektu.

Modelem podstawowym nazywamy model, ktory pozwoli uzyska¢ wszystkie
relacje wejscia-wyjscia systemu rzeczywistego, czyli jest on zasadny dla wszyst-
kich dopuszczalnych ukladow eksperymentow.
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W rzeczywistosci jednak, w przypadku zilozonych obiektow, opis modelu
podstawowego w postaci relacji (2.1) nie jest nigdy znany, chociaz pewne
aspekty jego opisu moga by¢ przyjete jako znane. Poza tym relacja (2.1) ma
wartosc¢ tylko teoretyczna, poniewaz praktycznie nie znamy jej argumentow c i z.
Z powodu nadmiaru elementéw 1 interakcji stopien zfozonosci modelu podsta-
wowego, mierzony pracochlonnoscia niezbednych eksperymentéw i moca obli-
czeniowa wymagana dla skonstruowania i symulacji tego modelu, moze byé
niezmiernie duzy.

2.6. Zaleznos¢ funkcyjna i statystyczna

Ze wzgledu na to, ze na wynik eksperymentu wplywa wiele czynnikow zaklo-
cajacych, ktorych nie mozna z eksperymentu wyeliminowaé ani tez przewidzie¢
skutkow ich dzialania, jednemu zbiorowi warto$ci zmiennych wejsciowych x
odpowiada¢ moze kilka wartosci zmiennej wyjsciowej y. Zaleznosci tego typu
nazywamy zalezno$ciami statystycznymi, w odréznieniu od zaleznos$ci funk-
cyjnych (deterministycznych), w ktorych kazdemu zbiorowi wartosci zmiennych
wejsciowych x odpowiada tylko jedna wartos¢ zmiennej wyjsciowej y (rys. 2.6),
zgodnie z zaleznoscia y=f(x).

a) ) S °
-
_ | wartos¢ ¢
y i e -“‘““'*_ ' Y={Y1, o Yal
®
b4
®
) X

Rys. 2.6. Zaleznos¢ funkcyjna (a) i statystyczna (b).

2.7. Model scalony

Majac sprecyzowany uklad eksperymentu z interesujacego nas punktu widze-
nia, poszukujemy stosunkowo prostego modelu, ktory bedzie zasadny dla tego
modelu.

Taki stosunkowo prosty model nazywany jest modelem scalonym, poniewaz
czgsto model ten jest skonstruowany przez scalenie komponentéw 1 odpowiednie
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uproszczenie interakcji, na bazie modelu podstawowego lub wyobrazenia ekspe-
rymentatora o systemie rzeczywistym.

2.8. Kategorie modelu matematycznego

Wigkszos¢ podstawowych klasyfikacji zwigzana jest z podstawa czasu, na
ktore) wystepuja zdarzenia modelu. Model jest ciqgly w czasie, jezeli opis czasu
dokonuje si¢ w sposob ciagly. Model jest dyskretny w czasie, jezeli czas plynie
skokowo - wartosci catkowite reprezentuja wielokrotnosci pewnej okreslonej
jednostki czasu [70].

Druga kategoria zwigzana jest z zakresami wartosci przyjmowanych przez
zmienne opisowe. Model jest dyskretny w stanie, jezeli jego zmienne przyjmuja
zbior wartosci dyskretnych, ciqggly w stanie, jezeli ich zakresy moga byc przed-
stawione za pomocg liczb rzeczywistych lub ich przedziatow 1 zmienny w stanie,
jezeli zawiera on oba rodzaje zmiennych [70].

Modele ciagle w czasie moga byc¢ dalej dzielone na klasy dyskretnych zdarzen
i réwnan rozniczkowych. Model opisany za pomoca rownan rézniczkowych jest
modelem ciaglym w czasie i ciaglym w stanie, w ktorym zmiany stanu sa ciagle
[70].

Trzecia kategoria w opisic modelu zawiera zmienne losowe. W modelu de-
terministycznym zmienne losowe nie wyst¢puja. natomiast model probabilistycz-
ny lub stochastyczny zawiera co najmniej jedng taka zmienna [70].

Czwarta metoda klasyfikacji zwigzana jest z tym, w jaki sposob w modelu
jest brane pod uwage¢ wspoldzialanie systemu rzeczywistego z jego otoczeniem.
Model nazywamy autonomicznym, jezeli przyjgto w nim, ze system rzeczywisty
jest 1zolowany od wszelkich dzialan ze strony swojego otoczenia. Natomiast mo-
del jest nieautonomiczny, gdy znajduje si¢ on pod wplywem otoczenia. Posiada
on wtedy zmienne wejsciowe, ktorych wartosci nie s przez model kontrolowane,
lecz na ktére musi on reagowac [70].

Piagta kategoria zwigzana jest z tym, czy reguly interakcji modelu sg scisle
zalezne od czasu. Model jest niezmienny w czasie, jezeli reguly interakcji sa
catkowicie zalezne tylko od wartosci, ktore moga przyjmowac zmienne opisowe.
Z drugiej strony, w modelu zmiennym w czasie, czas moze catkowicie wejs¢ jako
argument do regul interakcji, ktére mogg by¢ rozne w réznym czasie [70].

Szosta kategoria modeli zwigzana jest z tym, czy na ich reakcje wywiera czy
tez nic wywiera wplywu historia. Obecnie zmienno$¢ czasu i pamigc sg pojecia-
mi powigzanymi. Model zmienny w czasie moze by¢ wyrazony bez zaleznosci od
czasu przez wilaczenie czasu jako zmiennej opisowej [70].



ELEMENTY RACHUNKU
PRAWDOPODOBIENSTWA

3.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang jedynie te podstawowe wiadomosci
z rachunku prawdopodobienstwa, ktorych znajomosc jest niezbedna do zrozumienia
matenalu zawartego w nastgpnych rozdzialach. Wyczerpujacy wyklad z zakresu
rachunku prawdopodobienstwa mozna znalez¢ w pracach [11, 74].

Rachunek prawdopodobienstwa jest gal¢zia matematyki 1 zajmuje si¢ wy-
krywaniem oraz badaniem prawidlowosci wsrod wielkosci losowych to jest
wsrod: zdarzen losowych, zmiennych losowych i proceséw losowych (zwa-
nych réwniez procesami stochastycznymi). Na podstawie znajomosci rozktadow
prawdopodobienstwa pewnych wielkosci losowych wyznacza si¢ rozklady praw-
dopodobienstwa innych wielkosci losowych, powigzanych z pierwszymi w okre-
slony sposob.

3.2. Podstawowe pojecia, definicje i twierdzenia
3.2.1. Zdarzenie losowe

Przez zdarzenie losowe, lub krotko zdarzenie, rozumie si¢ kazde zjawisko,
ktore przy realizowaniu okreslonego zespolu warunkéw moze zajs¢ lub nie. Zre-
alizowanie okreslonego zespolu warunkow nazywa si¢ do§wiadczeniem. Wyniki
realizacji doswiadczenia nazywa si¢ zdarzeniami. Jesli wynik realizacji do-
swiadczenia czy obserwacji jest niepewny, to mamy do czynienia ze zdarzeniem
losowym. Podstawowym pojg¢ciem rachunku prawdopodobienstwa, ktore nie jest
definiowane, jest zbiér E zdarzen elementarnych e stanowiacy zbidr wszystkich
mozliwych elementarnych, niepodzielnych wynikow doswiadczen, czy obserwa-
cji. Zdarzenia zlozone, lub krotko zdarzenia, polegaja na zajsciu jednego zda-
rzenia z pewnej liczby zdarzen elementarnych 1 s3 podzbiorami zbioru zdarzen
elementarnych. Na przyklad, jezeli zbior E zdarzen elementarnych zawiera N
elementow e€,,e,, ..., ey, to zbiér Z zdarzen przypadkowych zawiera 2" zdarzen:
jedno zdarzenie niemozliwe (zbidr pusty U), N zdarzen jednoelementowych,
N(N-1)/2 zdarzen dwuelementowych, ..., N zdarzen (N-1) elementowych 1 jedno
zdarzenie pewne (caly zbior E).



3. Elementy rachunku prawdopodobienstwa 25

3.2.2. Algebra zdarzen

Sumq zdarzeh nazywamy zdarzenie B skladajace si¢ z tych wszystkich zda-
rzen elementarnych, ktore naleza co najmniej do jednego zdarzenia ze zbioru
zdarzen A, A, ..., Ax. Suma zdarzen jest oznaczana wzorami:

K
B=A,UA,U..UA, lub B=UA,. 3.1)

Sumie zdarzen odpowiada podzbior zbioru E zdarzen elementarnych zlozony z
tych zdarzen elementarnych, ktore naleza przynajmniej do jednego ze zdarzen A,,
Az, i AK.

lloczynem zdarzen nazywamy zdarzenie B skladajace si¢ z tych zdarzen ele-
mentarnych, ktore naleza do kazdego ze zbioru A,, A,, ..., Ax. lloczyn zdarzen
jest oznaczony wzorami:

K
B=A nA,n..nAy lub B=NA,. (3.2)

Iloczynowi zdarzen odpowiada podzbior zbioru E zdarzen elementarnych zlozo-
ny z tych zdarzen elementarnych, ktore nalezg jednoczesnie do kazdego ze zda-
rzen A], Az, ceey AK. '

Roznicq zdarzen A, 1 A, nazywamy zdarzenie B zlozone z tych zdarzen ele-
mentarnych, ktore naleza do zdarzenia A,, lecz nie naleza do zdarzenia A,. Roz-
nica zdarzen jest oznaczana wzorem:

B=A, -A,. (3.3)

Inaczej mowiac, roznica zdarzen A, 1 A, jest zdarzenie B polegajace na tym, ze
zdarzenie A, nastapi a zdarzenie A, nie nastapi.

Dopetnieniem zdarzenia A nazywamy zdarzenie A zlozone z tych wszyst-
kich zdarzen elementarnych, ktore nie naleza do zdarzenia A, a wigc:

A=E-A. (3.4)

Zdarzenie niemozliwe V jest to podzbior zbioru E nie zawierajacy zadnego
elementu zbioru E.

Zdarzenie pewne U jest to podzbior zbioru E zawierajacy wszystkie elementy
zbioru E.
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Dwa zdarzenia A, 1 A, nazywaja si¢ zdarzeniami przeciwnymi, jezeli:
A UA,=U oraz A nA,=V. (3.5)

Zdarzenie pewne i zdarzenie niemozliwe sa zdarzeniami przeciwnymi. Otrzymy-
wanie zdarzenia przeciwnego przez zaprzeczenie zdarzenia danego nazywa si¢
negacja i oznacza kreska nad symbolem zdarzenia. Symbol E, oznacza wigc
zdarzenie przeciwne do zdarzenia E,.

Moéwimy, ze zdarzenie E, zawiera si¢ w E; lub ze E, implikuje (pociaga) E,,
jezeli gdy zajdzie E,, zajscie E; jest zdarzeniem pewnym. Na oznaczenie implika-
Cji uzywa si¢ zapisu:

E,cE, b E,=E,. (3.6)
Poj¢cie implikacji mozna zdefiniowa¢ za pomoca iloczynu i negacji:
E, cE,=E nE,. (3.7
Dwa zdarzenia E, 1 E; nazywajg si¢ zdarzeniami rownowaznymi jesli:
E,cE, oraz E, cE,. (3.8)

Zdarzenia rownowazne oznacza si¢ E\=E,.
Dwa zdarzenia E, 1 E; nosza nazwg zdarzen wylqczajqcych sie, jezeli:

E,NE,=V. (3.9)

Do pogladowego przedstawienia dziatan i relacji dotyczacych zdarzen: suma,

iloczyn, réznica oraz negacja, implikacja 1 rownowazno$¢ wykorzystuje si¢ tzw.
diagramy Eulera, przedstawione na rysunku 3.1.
Dany jest kwadrat, wewnatrz ktorego znajduja si¢ dwa okrggi odpowiednio o
promieniu r 1 R, gdzie r<R. W obrgbie kwadratu obiera si¢ jakis punkt. Symbo-
lem E, oznaczono zdarzenie polegajace na tym, ze punkt ten znajdzie si¢ we-
wnatrz okrggu o sSrednicy r, a symbolem E, zdarzenie polegajace na tym, ze
punkt ten znajdzie si¢ wewnatrz okrggu o srednicy R.

W ogolnej teorii rachunku prawdopodobienstwa zada si¢, aby zbior Z

wszystkich zdarzen miat dwie wlasciwosci:
a) dopemienie A kazdego zdarzenia A nalezalo do zbioru zdarzen Z,
b) suma kazdego skonczonego lub przeliczalnego ciagu zdarzen nalezala
do zbioru zdarzen Z.
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Jezeli pewien zbior Z zawiera zdarzenia €,,e,, ... oraz zbidr ten zawiera row-
niez: zdarzenie pewne U, zdarzenie niemozliwe V, sum¢ zdarzen ¢, Ue,u,..,
iloczyn zdarzen e, me,N,... 1 réznicg dowolnej pary zdarzen ze zbioru €., ...,
to zbior Z nazywamy borelowskim cialem zdarzen (1 oznaczamy rowniez przez
B), a jego elementy zbiorami borelowskimi. Kazdy element zbioru Z, utworzo-
nego z podzbiorow zbioru zdarzen elementarnych, nazywa si¢ zdarzeniem loso-
wym. Oznacza to, ze za zbiér zdarzen przyjmuje si¢ najmniejsze przeliczalnie
addytywne ciatlo podzbiorow zawierajace w przypadku prostej (jednowymiarowe)
przestrzeni zdarzen elementarnych E) wszystkie zbiory {e:e<a} stanowiace pol-
proste (-0, a), natomiast w przypadku wielowymiarowym (wielowymiarowe]
przestrzeni zdarzen elementarnych E) wszystkie zbiory o postaci {€),e,, ..., en:€;<
a;, <Ay, ..., 6N<8.N}.

E,
R Sl % NN

. * 7 \‘:%‘C'\

éign E S SRR . )
E,+E; E,\+E, E .E; E: .E;
é \ R % : :f* :

%) @&\\ < &

E,-E, E,-E, E, CE, E\=E,

Rys. 3.1. Diagramy Eulera [11].
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3.2.3. Zmienna losowa

Zmienna losowa jest jednym z podstawowych poje¢¢ rachunku prawdopodo-
bienstwa. Zmienna losowa jest to wielkos¢, ktora w wyniku realizacji doswiad-
czenia przybiera jedng i tylko jedng wartos¢ ze zbioru mozliwych wartosci.
Zmienng losowa oznacza si¢ na ogot wielkimi literami alfabetu: X, Y, ... Warto-
sci, jakie te zmienne przybieraja, nazywa si¢ realizacjami zmiennych losowych
lub kroétko realizacjami 1 oznacza odpowiednio matymi literami x, y, ...

Zmienna losowa X jest to funkcja rzeczywista X=X(e) okreslona na zbiorze E
zdarzen elementarnych e, majaca wlasciwos¢ mierzalnosci, tzn. ze dla kazdej
liczby rzeczywistej x zbior tych zdarzen elementarnych e, dla ktérych X(e)<x jest
zbiorem mierzalnym, a wigc jest zdarzeniem nalezacym do zbioru zdarzen Z,

czylt:

{e:X(e)<x} eZ. (3.10)

Zmienng losowa jest wigc kazda funkcja rzeczywista mierzalna wzglgdem
ciala zdarzen. W kazdym doswiadczeniu wystgpuje szereg wielkosci o charakte-
rze zmiennych, ktore moga przyjmowac rozne wartosci. Sg to na przyklad wia-
sciwosci badanych procesow, blgdy pomiarow, charakterystyki opisujace zalez-
nosci migdzy badanymi wlasciwosciami lub zjawiskami. Wartosci liczbowe,
ktore przybieraja te wielkosci w doswiadczeniu, nie sa wylacznie skutkiem sys-
tematycznego oddzialywania réznych czynnikow wynikajacych z istoty ekspery-
mentu. Wplywaja na nie rowniez réznego rodzaju czynniki przypadkowe (zaklo-
cajace), ktorych nie mozna z doswiadczenia wyeliminowaé ani tez przewidzie¢
skutkow ich dziatania. Oddzialywanie czynnikow zakloécajacych powoduje, ze
rezultat obserwacji jest zawsze zmienna losowa, tzn. wielkoscig, ktora pod
wplywem réznorodnych czynnikéw przypadkowych moze przyjmowaé rozne
wartoscl, przy czym wczesnie] nie wiadomo jakie. Zmienne losowe mogg by¢
ciggle albo nieciggle (dyskretne, skokowe). Zmienna losowa jest ciagla, jezeli
moze przyjmowac¢ dowolne wartosci liczbowe z pewnego wyrdznionego prze-
dzialu liczbowego, przy czym w szczegdlnosci moze to by¢ przedzial nieskon-
czony. W przeciwienstwie do tego, zmienna losowa nieciagla przybiera wartosci
wyrazajace si¢ tylko niektorymi liczbami rzeczywistymi z okreslonego przedzia-
hu. Przykladem tego typu zmiennej losowej moze byé ilos¢ czasteczek jonizuja-
cych, emitowanych przez okreslona substancj¢ w jednostce czasu. Wielkos¢ ta
moze wyrazac si¢ tylko badz zerem (w przypadku braku promieniowania joni-
zujacego), badz tez kolejnymi liczbami naturalnymi, w zaleznosci od aktywnosci
badanej substancji 1 przyjetej jednostki czasu. Niemozliwe jest tu natomiast uzy-
skanie wartosci ulamkowych.
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Uogolnieniem jednowymiarowej zmiennej losowej X(e) jest wielowymiarowa
zmienna losowa X,(e), Xy(e), ..., Xn(e). Wielowymiarowa zmienng losowg jest
uporzadkowany zesp6l funkcji rzeczywistych X,(e), X,(e), ..., Xn(e) okreslony
na zbiorze E zdarzen elementarnych, majacych wlasciwo$¢ mierzalnosci, tzn. ze
dla kazdego zespohlu liczb rzeczywistych x,, Xy, ..., Xy zbior tych zdarzen ele-
mentarnych e, dla ktorych X,(e)<x;, X,(e)<x, ..., Xn(e)<xn jest zbiorem mie-
rzalnym, a wigc jest zdarzeniem nalezacym do zbioru Z, czyli:

{e: X, (e) <x,,X,(e)<x,,...., Xy(€) <xy} €Z. (3.11)

W dalszych rozwazaniach wielowymiarowa zmienna losowa X(e), Xs(e), ...,
Xn(e) bedzie rowniez oznaczana po prostu X, X, ..., Xn.

3.3. Definicje prawdopodobienstwa
3.3.1. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Do liczbowej oceny mozliwosci zaj$cia zdarzenia przypadkowego stosuje si¢
termin prawdopodobienstwa. Autorem klasycznej definicji prawdopodobien-
stwa jest P. C. Laplace. Podal ja w 1812 r. w pracy “Théorie analitique des pro-
babilités”. Jesh zdarzenie E rozklada si¢ na n wykluczajacych si¢ wzajemnie 1
jednakowo mozliwych zdarzen elementarnych, sposrod ktérych m sprzyja zajsciu
interesujacego nas zdarzenia A, to prawdopodobienstwem P(A) zajscia dowolne-
go zdarzenia A nazywa si¢ stosunek liczby m doswiadczen sprzyjajacych temu
zdarzeniu do ogolnej liczby n zdarzen elementarnych (doswiadczen) tej samej
klasy:

PLA)= -2, (.12)
n

Sformulowana przez Laplace’a klasyczna definicja prawdopodobienstwa po-
siada trzy powazne wady. Pierwsza z nich polega na tym, ze definicja ta jest
tautologiq. Oznacza to, ze w definicji uzyte jest stowo definiowane bowiem zda-
rzenia jednakowo mozliwe to nic innego jak zdarzenia jednakowo prawdopodob-
ne. Druga wada polega na tym, ze definicja wymaga, aby zbior zdarzen sprzyja-
jacych zajsciu danego zdarzenia A i zbior wszystkich mozliwych zdarzen zawie-
raly skonczona liczbg elementéw. W przeciwnym bowiem razie klasyczna defini-
cja prawdopodobienstwa traci sens. Trzecia wada klasycznej definicji prawdopo-
dobienstwa jest to, ze zada ona znajomosci zbioru zdarzen sprzyjajacych zajsciu
danego zdarzenia A i zbioru wszystkich mozliwych zdarzen, zwiazanych z reali-
zacja doswiadczenia, w wyniku ktorego moze wystapi¢ zdarzenie A.
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Poszczegolne wady doprowadzity do innych sformulowan definicji prawdo-
podobienstwa.

3.3.2. Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Wyobrazmy sobie na przyklad, ze na prostej dane sa cztery punkty
A, C, D, B (rys. 3.2). Punkty te wyznaczaja pewien zbior odcinkéw. Wybierzmy
dwa sposrod nich, a mianowicie odcinki AB 1 CD. Odcinek CD lezy wewnatrz
odcinka AB. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa nie daje odpowiedzi na
nastgpujace pytanie. Jesli wiadomo, ze wewnatrz odcinka AB wybrano pewien
punkt, to jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze punkt ten zostal wybrany we-
wnatrz odcinka CD? Bowiem, 1los¢ punktow nalezacych do pewnego odcinka nie
moze by¢ wyrazona liczbg skonczong, natomiast klasyczna definicja wymaga
obliczenia ulamka. Intuicja podsuwa nam proste rozwigzanie. Przypuscémy, ze
dlugos¢ odcinka AB=y, zas CD=x. Wowczas szukane prawdopodobienstwo
wynost: P(A)=x/y.

A c D B

e

y

>

Rys. 3.2. llustracja do przykladu pierwszego.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad. Na rysunku 3.3 sa dwa prostokaty.
Mniejszy z nich lezy calkowicie wewnatrz wigkszego. Oznaczmy mniejszy pro-
stokat litera k, wigkszy zas - litera K. Nalezy znalez¢ prawdopodobienstwo P,
zdarzenia A, polegajacego na tym, ze wybrany dowolny punkt nalezacy do K
bedzie rowniez nalezat do k.

Rys. 3.3. llustracja do przykiadu drugiego [11].
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Oznaczmy litera m liczb¢ kwadratow pokrywajacych prostokat K, zas litera n
liczb¢ kwadratow pokrywajacych prostokat k. Wowczas P(A)=m/n=72/160=
=9/20. Liczby m i n s3 miarami powierzchni obu prostokatow.

Te spostrzezenia pozwalaja sformulowac tzw. geometryczng definicje
prawdopodobienstwa. Jesli Q 1 q sa to dwa zbiory z przestrzeni r-wymiarowej
oraz jesli gcQ, to prawdopodobienstwo (A) tego, ze dowolny punkt nalezacy do
Q bedzie rowniez nalezat do q, rowna si¢ stosunkowi miar zbiorow q do Q, czyl:

P(A)=¢/Q. (3.13)

3.3.3. Statystyczna definicja prawdopodobienstwa

Geometryczna definicja prawdopodobienstwa nie posiada dwoch pierwszych
wad definicji klasycznej, posiada jednak wadg trzecig. Dla obliczenia prawdopo-
dobienstwa w oparciu o definicj¢ geometryczng, z rownania (3.13), nalezy znac
miary zbiorow q 1 Q, co w praktyce na ogol nie jest mozliwe. Natomiast oblicze-
nie prawdopodobienstwa z definicji klasycznej, tj. z rownania (3.12), wymaga
znajomosci wszystkich mozliwych zdarzen danego typu. W celu okreslenia
wszystkich zdarzen nalezy przeprowadzi¢ catkowite doswiadczenie. Jednak prze-
prowadzenie pelnych doswiadczen dla calej populacji generalnej nie jest mozliwe,
chociazby ze wzgledu na ograniczenia nakladéw, jakie mozemy przeznaczy¢ na
badania - ograniczenia pieni¢dzy, pracochlonnosci, ztozonosci i1 czasu. Mozliwe
jest zbadanie jedynie ograniczonej liczby zdarzen elementarnych. W tym celu
rozpatrzmy nast¢gpujacy przyklad. W umie znajduje si¢ 12 kul bialych 1 20 czar-
nych. Jesli sklad umy jest znany, to w oparciu o klasyczna definicj¢ prawdopo-
dobienstwa, bez przeprowadzania jakichkolwiek doswiadczen, mozemy powie-
dzie¢, ze jesli A oznacza wyciagnigcie z urny kuli bialej, to P(A)=12/20=3/5.
Powstaje jednak pytanie jak okreslic prawdopodobienstwo zdarzenia A jesli skiad
urny jest nieznany. Aby odpowiedziec na to pytanie, przeprowadzmy nast¢pujace
doswiadczenie. Z urny wielokrotnie wyciggamy jedna kulg, ogladamy jej barwe,
notujemy wynik i wkiadamy kul¢ z powrotem do urny. Jesli po kazdorazowym
wyciagni¢eiu 1 wlozeniu kuli do urny wstrzasniemy urng kilkakrotnie, to bgdzie-
my mogli uwazac, ze kazdej kuli zapewniliSmy jednakowa szans¢ wyciagnigcia.
Stosunek ilosci wyciagnigtych kul biatych do ogolnej liczby ciagnig¢ bedzie czg-
stoscia zdarzenia A. Okazuje si¢ jednak, ze w miarg powigkszania si¢ liczby
doswiadczen wahania czgstosci beda stawaly si¢ coraz mniejsze, oscylujac wokot
pewnej stalej liczby p. Taq nieznang liczba p jest prawdopodobienstwo zdarzenia
A, czyli stosunek kul bialych do wszystkich kul, znajdujacych si¢ w urnie.

Z tych wzgledow stosuje si¢ rowniez statystyczng, czyli czgstosciowg defini-
cj¢ prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwem statystycznym f, zajscia
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zdarzenia A nazywa si¢ stosunek liczby N, doswiadczen, w ktorych pojawi si¢
zdarzenie A do ogolnej liczby doswiadczen N,

N
f, ='TA’ (3.14)

gdzie N jest liczno$cig prébki (ogélng liczbg doswiadczen), N, jest liczebno-
$cia empiryczng (czestoScig empiryczng). Tak obliczone prawdopodobienstwo
nazywa si¢ rowniez czestoscia wzgledng (liczebnoscia wzgledng). Czgstosc
wzgledna zdarzenia dazy do pewnej wartosci w miar¢ zwigkszania ogolnej liczby
doswiadczen N.

Jednym z podstawowych probleméw obliczania prawdopodobienstwa ze wzoru
(3.14) jest okreslenie licznosci probki. Bowiem w miar¢ wzrostu liczby powtorzen
(probki) wzrasta precyzja obliczenia fo. Wzrastaja rowniez koszty badania. Istnieje
zatem pewna granica licznosci proby, ktorej nie nalezy przekraczac. Licznos¢ ta
ustalana jest na podstawie teorii pobierania prob [67] (pkt. 10.1).

3.3.4. Wspolczesna definicja prawdopodobienstwa

Nowe, coraz szersze i dotyczace bardziej skomplikowanych problemow za-
stosowania rachunku prawdopodobienstwa w praktyce oraz koniecznos¢ wpro-
wadzenia nowego aparatu badawczego, wiazaly si¢ z koniecznoscia stworzenia,
na bazie istniejagcego dorobku probabilistycznego, samodzielnej gal¢zi wiedzy 1
odrgbne)j dyscypliny naukowej. Inicjatorem wspotczesnego rachunku prawdopo-
dobienstwa jest Bernstein, a ostateczna jego koncepcja zostala wprowadzona
przez Kolmogorowa. Wspolczesny rachunek prawdopodobienstwa opiera si¢ na
twierdzeniach teorii mnogosci i teorii miary. Zaproponowany przez Kolmogoro-
wa system pewnikow, stanowigcych fundament rachunku prawdopodobienstwa
jest nastgpujacy.

Pewnik I. Kazdemu zdarzeniu A, wchodzacemu w sklad borelowskiego ciala
zdarzen, przyporzadkowana jest pewna liczba P(A). Liczba ta czyni zados¢ wa-
runkowi:

0<PA) <1, (3.15)

1 nazywa si¢ prawdopodobienstwem zdarzenia A.
Pewnik 1I. Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego E rowna si¢ jednosci:

P(E)=1. (3.16)
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Pewnik 111. Prawdopodobienstwo sumy skonczonej lub przeliczalnej ilosci pa-
rami wylaczajacych si¢ zdarzen A,, A,, ... rowna si¢ sumie prawdopodobienstw
poszczegoélnych zdarzen:

P(A, UA, U.UAL)=P(A,)UP(A,)U.UP(A)= UPA,). (3.17)

Powyzsze trzy pewniki nosza nazwe systemu pewnikow rachunku prawdo-
podobienstwa lub inaczej aksjomatyki rachunku prawdopodobienstwa.

3.4. Podstawowe wla$ciwos$ci funkcji prawdopodobienstwa

Zdarzenia niezalezne. Zdarzenia A 1 B nazywa si¢ niezaleznymi, jesli poja-
wienie si¢ jednego z nich nie ma wplywu na prawdopodobienstwo zajscia drugie-
go. Jesli prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A nie zalezy od zajscia zdarze-
nia B, zas zajscie zdarzenia B nie zalezy od A, to:

P(A[B) =P(A), P(BA)=P(B). (3.18)

Zdarzenie niemozliwe U, jest to zdarzenie, ktore na pewno nie zajdzie, 1 ma
prawdopodobienstwo réwne 0, czyli:

P(U) =0. (3.19)

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen. Prawdopodobienstwo iloczynu zda-
rzen niezaleznych A i B rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen:

P(A ~B)=P(A) ~P(B). (3.20)

Prawdopodobienstwo zdarzenia stanowiacego iloczyn wielu zdarzen niezalez-
nych A A,... Ay rowny jest iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen:

PA, nA, n..nAy)=P(A,)AP(A,)~..AP(A)=NP(A,).(3.21)
=]

Dotychczas mowiliSmy o prawdopodobienstwie P(A) zajScia zdarzenia A,
zwanym prawdopodobienstwem bezwarunkowym. Prawdopodobienstwo zaj-
$cia zdarzenia A przy warunku, ze zaszlo zdarzenie B, nazywa si¢ prawdopo-
dobienstwem warunkowym (lub wzglednym) i1 oznaczane jest P(A|B). Prawdo-
podobienstwa zdarzen warunkowych P(A|B) i P(B|A) okreslajg wzory:
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_P(ANB) _P(ANB)
P(A|B) = TR P(BJA) = 5o (3.22)

Na podstawie wzoréow (3.22) otrzymuje si¢ wzor na prawdopodobienstwo
zdarzenia stanowiacego iloczyn dwoch dowolnych zdarzen A i B:

P(A N B)=P(A|B)P(B) =P(A)P(B|A). (3.23)

Jesli zdarzenia A i B sa zdarzeniami niezaleznymi, to P(A[B)=P(A)

i P(B|A) =P(B), wigc P(A N B)=P(A) " P(B).

Prawdopodobienstwo zdarzenia stanowigcego iloczyn wielu zdarzen zalez-
nych A,A,... Ay wynosi:

P(A,nA,Nn..nAY)= P(AIIA2 N.NAG)N P(A2|A3 N.NAY)N..
AP(Ay,|Ay) NP(Ay) =
=P(A))"P(A,|A))"P(A5|A, NA,) ..
NP(AN|A, NA, A A).

(3.24)

Prawdopodobienstwo catkowite. Dane jest zdarzenie A i wzajemnie wyla-
czajace si¢ zdarzenia E| E,, ..., En. Zalozmy, ze zdarzenia A moze zajs¢ tylko
tacznie z jednym ze zdarzen E; (i=1,2, ..., N). Zatem:

A=ANnE, VANE,u.UANE,. (3.25)

Poniewaz zgodnie z zalozeniem zdarzenia E|,E,, ..., Ex wylaczaja si¢ wzajemnie,
wigc zdarzenia ANE, UANE, U..UANE sarowniez zdarzeniami wyla-

czajacymi si¢. Stad:

P(A):P(AnEI)uP(AmEz)u...uP(AmEN):ﬁP(AnEi). (3.26)

Ze wzoru (3.23) na prawdopodobienstwo iloczynu dwoch dowolnych zdarzen
wynika, ze:

P(A N E;)=P(E;) " P(A[E)). (3.27)

wigc ostatecznie otrzymuje si¢ nast¢pujacy wzér na prawdopodobienstwo cal-
kowite:
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P(A) = 3. P(E;) " P(A[E,) (3.28)
i=1

Wzor Bayesa. Wzor Bayesa pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze za-
szlo jedno z wzajemnie wylaczajacych si¢ zdarzen EE,, ..., Ey, jesh wiadomo,
ze zaszlo zdarzenie A. Wz6r ten ma postac:
P(E;)~P(AE,)

= (3.29)
P(E,) nP(A[E,) UP(E,) " P(A|E,) U ..U P(Ey) N P(A[E,)

P(E|A)

3.5. Funkcje zmiennej losowe;j

Podstawowymi funkcjami zmiennej losowej jest dystrybuanta 1 gestos¢
prawdopodobienstwa.

Przyporzadkowujac kazdemu punktowr x ost Ox pewna wartos¢, okreslimy
na zbiorze (a, b) funkcj¢ catkowalng f(x). Zwykle jest ona funkcja ciagla 1 nazy-
wa si¢ gestoscig prawdopodobienstwa lub krotko gestoscig (rys. 3.4). Sama
krzywa gestosci rozkladu ciaglego jest bezposrednio malo przydatna. Z probabi-
listycznego punktu widzenia interesujaca jest glownie powierzchnia pod ta krzy-
wa. Jak wida¢ z rysunku 3.3 przechodzac od x ujemnych do dodatnich obserwu-
jemy ciagle narastanie (kumulowanie si¢) tej powierzchni (prawdopodobienstwa).
W skrajnych przypadkach powierzchnia ta przyjmuje nastgpujace wartosci - w
-0 wynosi zero, a w odleglosci +oo rowna jest jednosci. Funkcja okreslajaca
narastanie prawdopodobienstwa w zaleznosci od punktu osi Ox nazywa si¢ dys-
trybuantg.

Dystrybuanta jest najbardziej ogdlng charakterystyka okreslajaca rozkiad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej. Dystrybuanta F(x) jednowymiarowej
zmiennej losowej X(e) przedstawia prawdopodobienstwo zdarzenia losowego
polegajacego na tym, ze zmienna losowa X(e) przyjmie wartos¢ mniejsza od
okreslonej liczby x:

F(x) = P({e:X(e) < x}) . (3.30)

Na podstawie dystrybuanty mozna latwo okresli¢ prawdopodobienstwo, ze
X(e) znajdzie si¢ w przedziale x,<X(e)<x,, ze wzoru:

P({e:x, < X(e) <x,}) = F(x,)-F(x,). (3.31)

Dystrybuanta F(x) jest funkcja okreslong w przedziale (- , +00 ), monotoniczna
niemalejaca 1 przynajmniej lewostronnie ciagla, przy czym:

F(-0) =0, F(+00) =1, (3.32)
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zgodnie z definicja prawdopodobienstwa.
W przypadku, gdy zmienna losowa jest ciagla i rézniczkowalna, to istnieje
funkcja f(x):

dF(x)
dx ’

f(x) = (3.33)

bedaca gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej losowe) X (rys. 3.4a). W inter-
pretacji geometrycznej wartos¢ funkcji f(x) w punkcie x jest rowna tangensowi
kata nachylenia krzywej do dystrybuanty w rozpatrywanym punkcie: f(x)=tga=
=dF(x)/dx (rys. 3.4b).

a) Prawdopodobienstwo
X2
fx) | P = [f(x)dx
X}
f(x2)
f(x1)
-00 X1 X2 X }+CD
b)
F(x) A Prawdopodobienstwo
P(x;<X<x,)=F(x2)-F(x;)
i (s
F(x1)| |F(x2)
&
>
-00 X X1 Xz X +00

Rys. 3.4. Gestos¢ prawdopodobienstwa f{x) (a) i dystrybuanta F(x) (b) rozktadu
prawdopodobienstwa jednowymiarowej zmiennej losowej X.
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Poniewaz funkcja F(x) jest niemalejaca, wigc:

f(x)=0, (3.34)

oraz

TEeodx=1. (3.35)

Prawdopodobienstwo tego, ze X(e) jest zawarte w przedziale x,<X(e)<x,+dx
WYynosi:

P({e:x, < X(e) <x,}) = [f(x)dx. (3.36)

X)

Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej (X,,X,, ..., Xy) przed-
stawia prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze wielo-
wymiarowa zmienna losowa przyjmie wartoS§¢ w obszarze X<x;, dla
1=1,2, ..., N:

F(X,.%,, ..., Xy) = P(X, <X, X, <X,, ..., Xy <Xy). (3.37)

Gestoscig prawdopodobienstwa f(x,,x,, ..., X,) wielowymiarowej zmiennej
losowej (X,,X,, ..., Xy) nazywamy pochodng mieszang dystrybuanty w punkcie
(XI,XZ, rary xﬂ):

o*F

F(X, )Xy, .y Xy) = . 3.38
(%)5%z, -, Xx) ox,.0%,, ... Oy (3.38)

Funkcja f(x),x2, ..., X,) jest nieujemna funkcja rzeczywistg i ktora speinia nastg-
pujaca relacjg:

XN X2 X|

Bl i) | el JH(R BappviaMine JAR G i
oczywiscie:
 — § PR3y i Ry JAX Oy ity = (3.39)

Prawdopodobienstwo tego, 2ze wielowymiarowa zmienna losowa
(X1,Xz, ..., Xn) przyjmie wartos¢ w uogodlnionym wielowymiarowym prostoka-
cie, wyraza si¢ wzorem:
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P(x, <X, <x, +Ax|,....,xy S X <xy +Axy) =

Xy +AX X +Ax . 340
= Nj' . !Ifl(x,,xz,...,xN)dx,dxz...de Bl
XN X

Ogolnie, prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa wielowymiarowa
(X,,Xs, ..., XN) przyjmie wartos¢ w obszarze mierzalnym O, wynosi:

PI(X,.X,,....Xy) eQl]= J..{.}..I(x,,xz, sovy K )X o Xy 1(3:81)

Gestos¢ prawdopodobienstwa f(x;) dla jednowymiarowej zmiennej losowej X
mozna znalez¢ calkujac wielowymiarowa ggstos¢ prawdopodobienstwa
f(x),X2, ..., Xn), w calym obszarze zmiennosci pozostatych zmiennych:

f(x)= [ oo J(X5X5, 0y Xy )dX, . dXy (3.42)

—0

Taka gestos¢ nazywa si¢ roOwniez gesto$cig brzegowsy.
Zmienne losowe X, X, ..., Xy nazywa si¢ stochastycznie niezaleznymi, jesli
zachodzi rownos¢:
B o%q5.000%5) = Fx JE(x; ). F(x5,) - (3.43)

Gestos¢ prawdopodobienistwa warunkowego zmiennych losowych
X1, Xa, ..., XN, przy danych X=X+, ..., XN=Xn, Wyraza si¢ wzorem:

B0 X 50 K Xais s X
f(xlaxzs---sxk|xk+]""9xN): ( 2 okl N)u (3.44)
%y 15+ %)
przy czym:
Xy X)) = | sves J (R Bpny v X 0%:0% 0 %5z 5 (3.45)

3.6. Parametry opisowe rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Dla opisu rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej wprowadza sig
liczby charakteryzujace w pewien sposob zbior wartosci, jakie moze przybierac
zmienna losowa. Liczby te nazywa si¢ parametrami opisowym lub krotko para-
metrami. Najwigksze znaczenie praktyczne maja dwie grupy parametrow. Do
pierwszej grupy zalicza si¢ parametry reprezentujace przecigtng wartos¢ zmien-
nej losowej, do drugiej grupy natomiast - parametry dajace wyobrazenie o tym,
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jak bardzo poszczego6lne wartosci zmiennej losowej odchylaja si¢ od tej przeciet-
nej wartosci. Najwazniejszymi parametrami, nalezacymi do pierwszej grupy, s3a
tak zwana warto$¢ przeci¢tna i1 Srednia arytmetyczna. W drugiej grupie, naj-
wazniejszymi parametrami s3 wariancja, rozstep, odchylenie srednie, wspél-
czynnik zmiennosci i odchylenie przecigtne.

3.6.1. Warto$¢ przecigtna i Srednia arytmetyczna

Warto$¢ przecigtng E(X) nazywa si¢ rowniez warto$cia oczekiwang, war-
toscig $rednig albo nadziejg matematyczng zmiennej losowej X.

Wartoscig przecigtng zmiennej losowej skokowej X nazywa si¢ sumg¢ iloczy-
now wszystkich mozliwych jej wartosci x; przez odpowiadajace im prawdopodo-
bienstwa P(x;):

EX)=Ux, NP(x,), (3.46)

gdzie n oznacza liczbg wszystkich mozliwych wartosci zmiennej skokowej X. Do
oznaczenia wartosci oczekiwane) stosuje si¢ rowniez symbole p,, my, 1 My W
przypadku jednej zmiennej stosuje si¢ po prostu symbole p, m 1 M.

Warto$cig przecigtng zmiennej losowej ciaglej nazywa si¢ catke okreslong z
iloczynu gestosci prawdopodobienstwa f(x) przez wartos¢ zmiennej x obliczona
w przedziale —oo do +oo,

E(X) = [xf(x)dx. (3.47)

Srednig arytmetyczng X zmiennej losowej skokowej uporzadkowanej w
szereg rozdzielczy (pkt. 4.1) mozna obliczy¢ ze wzoru:

X =%k (3.48)

M=

1
N

1]

gdzie f oznacza liczebnos¢ wzgledng przedzialu, x; jest srodkiem przedziahu,
N=3f,.
i=1

Gdy dane nie sa uporzadkowane w szeregu rozdzielczym, wowczas: f=1, po-
niewaz kazda z danych ma liczebnos$¢ jeden, zas srednig arytmetyczng w probce
X oblicza si¢ ze wzoru:
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x= X , (3.49)

Mz

1
N

I

gdzie N oznacza liczb¢ przeprowadzonych obserwacji. Warto$é oczekiwana X
jest rtowna w przyblizeniu wartosci sredniej w probee: X =E(X).

Twierdzenia o warto$ci przecigtnej. Twierdzenie /. Wartos¢ prze-
cigtna stalej rowna sig tej stale;:

E(C)=C. (3.50)

Twierdzenie 2. Wartos¢ przecigtna sumy dwoch zmiennych losowych
X 1Y réowna si¢ sumie wartosci przecigtnych tych zmiennych:

E(XUY)=E(X)UE(Y). (3.51)

Twierdzenie 3. Wartos¢ przecigtna sumy dowolnej skonczonej liczby zmien-
nych losowych réwna si¢ sumie wartosci przecigtnych tych zmiennych:

N
E(X,uX,u..uXy)=UEX,). (3.52)
i=1
Twierdzenie 4. Wartos¢ przecigtna iloczynu dwoch niezaleznych zmiennych
losowych X 1Y réwna si¢ iloczynowi wartosci przecigtnych tych zmiennych:
E(XNnY)=E(X)nE(Y). (3.53)

Twierdzenie 4 tatwo jest uogolni¢ na iloczyn dowolnej skonczonej liczby zmien-
nych losowych, ktory rowna si¢ iloczynowi wartosci przecigtnych tych zmien-
nych:

E(X, nX, ..n Xy )= E(X,).
=1

3.6.2. Wariancja, rozstep, odchylenie srednie, wspélczynnik zmiennosci
i odchylenie przecigtne

Dla oceny rozproszenia (lub inaczej dyspersji albo odchylen) wartosci
zmiennej losowej od jej wartosci oczekiwane) stosuje si¢ pojgcia wariancji, roz-
stepu, odchylenia §redniego i1 odchylenia przecietnego.
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Wariancj3 zmiennej losowej X nieciaglej nazywa si¢ wartos¢ oczekiwana
kwadratu odchylenia zmiennej losowej od jej wartosci oczekiwanej E(X):

var(X) = E[X - E(X)]*. (3.54)

Do oznaczenia wariancji zmiennej losowej X stosuje si¢ rowniez symbole:
o, D*(X) i V(X) lub w przypadku jednej zmiennej losowej: o, D*i V.

Jesh X jest zmienng losowa typu skokowego, mogaca przybiera¢ skonczona
liczbg wartosci X; (i=1,2, ..., N) z prawdopodobienstwami odpowiednio P(X;),
to:

var(X) = T[X. —EX)]? A P(X,). (3.55)

Jesh natomiast X jest skokowa zmienna losowa, ktéra moze przybierac prze-
liczalny zbior wartosci, to:

var(X) = $[X, - EX)J* A P(X,). (3.56)

przy zalozeniu, ze szereg stojacy po prawej stronie rownosci (3.56) jest zbiezny.
Jesli X jest zmienng losowa typu ciaglego, a f(x) jest gestoscig prawdopodo-
bienstwa tej zmiennej, to:

var(X) = [ [x - E(X)J* ~f(x)dx . (3.57)

Twierdzenia o wariancji. Twierdzenie 1. Wariancja stalej rowna si¢ zeru:
var(C) =0. (3.58)

Twierdzenie 2. Wariancja iloczynu stalej C przez zmienna losowa X rowna
si¢ iloczynowi kwadratu tej stalej przez wariancj¢ zmiennej losowej X:

var(C n X) =C? nvar(X) . (3.59)
Twierdzenie 3. Wariancja sumy dwoch niezaleznych zmiennych losowych X i

Y jest rowna sumie wariancji tych zmiennych. Dowdd: na podstawie wzoru
(3.54) wariancja sumy dwéch zmiennych wyraza si¢ wzorem:
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var(Xu Y)=E{[(XUY)- E(XUY)]2}=E<{[X -EX)]uUlY —E(Y)]}:"):
= E{[X - E(X)]*} U 2E{[X - E(X)][Y - E(Y)]} VE{[Y -E(Y)]’} =
=var(X)u 2cov(X, Y) U var(Y),

gdzie cov(X,Y) jest tzw. kowariancja dwoch zmiennych losowych X 1 Y, czyli
srednia arytmetyczna iloczynu odchylen wartosci zmiennych od ich srednich
arytmetycznych. Poniewaz dla zmiennych stochastycznie niezaleznych
cov(X,Y)=0, wigc:

var(X U Y) = var(X) u var(Y) . (3.60)

Twierdzenie 4. Wariancja sumy N niezaleznych zmiennych losowych X; jest
rowna sumie wariancji tych zmiennych:

var(UX. ) = Uvar(X,). (3.61)
1=l 1=1

Twierdzenie 5. Wariancja roznicy dwoch niezaleznych zmiennych losowych
X 1Y jest rowna sumie wariancji tych zmiennych:

var(X —Y) = var(X) u var(Y). (3.62)

Twierdzenie 6. Wariancja sumy N iloczynéw stalych C; przez niezalezna
zmienng losowg X; jest rowna sumie iloczynow kwadratow stalej C; przez wa-
riancj¢ zmiennej X

var(C, n X, uC, nX, u.uCy N X,)= GC? ~var(X,). (3.63)
i=1

Twierdzenie 7. Jezeli zmienna losowa X ma wariancj¢ var(X), to zmienna lo-
sowa (X-C), gdzie C jest dowolng stala, ma wariancj¢ rowng var(X).

Mozna dowies¢, ze wariancja jest rowna réznicy migdzy wartoscia oczekiwa-
na kwadratu zmiennej losowej a kwadratem jej wartosci oczekiwanej:

var(X) = E(X?) - [E(X)]?. (3.64)

Zaleznos¢ ta jest dogodna przy obliczaniu wariancji i jest czgsto wykorzystywa-
na.
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Dokonajmy teraz operacji unormowania (standaryzacji) zmiennej losowej X
o wartosci oczekiwanej m, i wariancji o . Unormowanie polega na przeksztal-
ceniu liniowym zmiennej losowej X w nowg zmienng losowa X" zgodnie ze wzo-
rem:
X-m
c

X

XY = X (3.65)

Unormowana zmienna losowa X" ma wartos¢ oczekiwana rowna zero:

E(XH)ZM=0, (3.66)
1 wariancj¢ rowng jeden:
2 2
var(X") = E[[X‘—“‘J ]: El(X _2‘"*) l=3 (3.67)
o, ol

Wspditczynnik korelacji Ry v, dwoch zmiennych losowych X, 1 X; jest kowa-

riancja unormowanych zmiennych X i X3 :
Ryx, = cov(X},X3), (3.68)

1 dlatego nazywany jest rowniez kowariancja unormowang.
Rozstepem R (rozpigtoscig lub obszarem zmienno$ci) nazywa si¢ roznicg
mig¢dzy najwigksza 1 najmniejsza wartoscia zmiennej losowej:

R=X_ . ~X. 0. (3.69)
Bardziej dokladng miarg dyspersji zmiennej losowej jest odchylenie Srednie

o(X) (zwane rowniez standardowym lub kwadratowym) zmiennej losowej,
ktory jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

o(X) = Jvar(X) = E(X?) - [E(X)] . (3.70)

Do oznaczenia odchylenia sredniego stosuje si¢ rowniez symbol D(X) lub D.

Dla rozkladéw doswiadczalnych skorygowang wariancje w probce oznacza
si¢c przez S i okresla jako sume¢ kwadratow odchylen wartosci obserwowanych
od ich wartosci oczekiwanej, dzielona przez wyrazenie (N-1):
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%(Xi_i)z
2 =l
S (X)_—N—l i (3.71)

gdzie N-1=f oznacza liczbg¢ stopni swobody.
Odchylenie srednie ma wowczas postac:

> (X, - X)?
S(X) = = (.72)

Oprocz odchylenia standardowego oblicza si¢ wspélczynnik zmiennosci V,
ktory jest stosunkiem odchylenia standardowego do $redniej arytmetycznej:

V= (3.73)

><!| Q

Odchylenie przeci¢tne zmiennej losowej X nazywa si¢ wartos¢ przecigtng
bezwzglednego odchylenia wartosci zmiennej losowej od wartosci przecigtne)
E(X). Oznaczajac odchylenie przeci¢tne hterq d, otrzymuje si¢ dla zmiennej lo-
sowej skokowej:

d= ) .Z.. IX; - E(X)P(X,), (3.74)
lub
d= []x - EX)ff(x)dx. (3.75)

dla zmiennej losowej ciagle;.

3.6.3. Momenty

Omowione w pkt. 3.6.113.6.2 parametry opisowe: wartos¢ przeci¢tna, wa-
riancja i odchylenie przecig¢tne naleza do wspolnej grupy parametrow, zwanych
momentami. Momenty dziela si¢ na: momenty absolutne | wzgledne oraz na
momenty zwykle i centralne.
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Momentem absolutnym rzedu k nazywa si¢ wartos¢ przeci¢tng zmiennej lo-
sowej ]X - C[k . gdzie C oznacza dowolng liczbg rzeczywista, zwang punktem
odniesienia, natomiast k jest liczba naturalna: E(|X - C|k) .

Momentem wzglednym rzedu k lub krétko - momentem rzgdu k nazywa si¢
wartos$¢ przecigtna zmiennej losowej (X-C)*: E[(X-C)"].

Momenty, ktorych punkt odniesienia C=0, nazywaja si¢ momentami zwykly-
mi. Momenty te oznacza si¢ zwykle symbolem m,, to znaczy:

m=E(X,). (3.76)
Wowczas:
m; = ZX}‘P(Xi), (3.77)

gdy zmienna losowa X jest zmienng skokowa, lub
m, = [x*f(x)dx, (3.78)

gdy zmienna losowa jest ciagla. '

Omowiona w pkt. 3.6.1 wartos¢ przecigtna E(X) jest momentem zwyklym
pierwszego rzedu, wiec: m;=E(X")=E(X).

Momenty, ktorych punkt odniesienia C=E(X), nazywaja si¢ momentami cen-
tralnymi. Momenty centralne oznacza si¢ na ogol symbolem py, zatem:

u, = E[X-E(X)]* =E(X-m,)*. (3.79)

Dla zmiennych losowych skokowych k-ty moment centralny wyraza si¢ wzo-
rem:

M, = XX, -EX)FP(X=X,), (3.80)

i=1

zas w przypadku zmiennych losowych ciaghych:

by = [IX = EQOP f(x)dx. (3.81)
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Przykladem momentu centralnego absolutnego pierwszego rzgdu jest odchyle-
nie przeci¢gtne. Wariancja jest przykladem momentu centralnego drugiego rzg¢du.
Wariancja jest momentem wzglednym.

Momentem wzglednym rzedu I+k dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)

nazywamy warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej [(X —C)'(Y - D)*]:
E[(X -C)' (Y -D)¥]. (3.82)

Liczby | 1 k moga przybiera¢ dowolne wartosci ze zbioru liczb catkowitych nie-
ujemnych. Liczby C i D, sa dowolnymi liczbami i nazywaja si¢ wspolrzednymi
punktu odniesienia.

Momenty, ktorych wspolrzedne punktu odniesienia C=D=0, nazywaja si¢
momentami zwyklymi. Momenty te oznacza si¢ na ogoét symbolem my,. Zatem:

m, =EX'Y*)=1lim lim ¥ I X{Y‘P(X,Y))=
A—Pm0 L—3=00 5. %i b ceyj-d

b—o+o d—oa+wo (383)
=TI X Y/P(X.,Y)),
1)

gdy zmienna losowa (X, Y) jest skokowa, oraz

bd : W o0
m, =EX'Y*)= lim lim [[x'y*f(x,y)dxdy = [ [x'y*f(x,y)dxdy, (3.84)

a——00 C—p—a0 . o B
b—+w d—+wm

gdy zmienna losowa (X, Y) jest ciagla.
Najczgscie) korzysta si¢ z momentéow pierwszego 1 drugiego rzedu. Mo-
mentami pierwszego rzgdu sa wartosci oczekiwane zmiennych losowych X 1Y:

m,, = E(X'Y’) = E(X), (3.85)
oraz
m,, = E(X"Y') = E(Y). (3.86)

Moment drugiego rzedu okreslony wzorem:
m,, = E(X'Y") = E(XY), (3.87)

nazywa si¢ momentem mieszanym. Pozostale dwa momenty drugiego rzgdu
wyrazaja si¢ wzorami:

mg, = E(X°Y?) = E(Y?), (3.88)
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m,, = B(X*Y®) = E(X?). (3.89)

Momenty, ktérych wspotrzgdne punktu odniesienia C=E(X) oraz D=E(Y),
nazywaja si¢ momentami centralnymi, ktore oznacza si¢ zwykle symbolem .
Zatem:

wy =E[(X-m) (Y-m,)*]. (3.90)
Mamy wigc:

Hyo = B[(X-m,,)'(Y-m,)°]=0, (3.91)
oraz

Bo, = E[(X-m,,)°(Y-m,,)']=0. (3.92)

Duze znaczenie w dalszych rozwazaniach b¢daq mialy trzy momenty centralne
drugiego rzgdu. Momenty:

Ky = E[(X=my)*] = var(X), (3.93)
Mo, = E[(Y ~my,)*] = var(Y). (3.94)

sa to wariancje zmiennej losowej X 1 zmiennej losowej Y (por. (3.54)). Mieszany
moment centralny drugiego rzedu:

By =E[(X-m )Y —my, )] =cov(X,Y), (3.95)

nosi nazw¢ kowariancji i jest rowniez oznaczany symbolem C(X,Y).
Momenty centralne dwuwymiarowej zmiennej losowej mozna wyrazi¢ za po-
moca momentoéw zwyklych, na przyklad:

Ky =my —mm, (3.96)

My =M,y —my, (3.97)

Koy = My, —mg,, (3.98)
1 na odwrot.

Dla kowariancji mozna udowodni¢ nastgpujace wazne twierdzenie. Jezeli
zmienne losowe X 1 Y s niezalezne, to kowariancja cov(X,Y) tych zmiennych
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jest rowna zeru. Gdy zmienne losowe sa niezalezne, to funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa f(x,y) moze by¢ zapisana jako: f(x,y)=f|(x)f2(y). Zatem:

cov(X,Y) = | [(x—m, )y - mg )E(x,y)dxdy =

= [ (x=m)f, (X)dx [ (y —mg,)f, (y)dy = (3.99)
= E(X—m;o)E(Y —mg,) = p oo =0.
Wyrazenie bezwymiarowe, tzw. kowariancja unormowana:

_oeov(X,,X,) my,
Jvar(X,)var(X,) ©,0,

=1, (3.100)

X, X,

nazywa si¢ wspolczynnikiem korelacji wielowymiarowej (zwanej takze kore-
lacja wielokrotng lub wieloraka) zmiennych losowych X, 1 X, przy czym:

~1<Ryy, 1. (3.101)

Dla zespolu zmiennych losowych X, X,, ..., Xy wprowadza si¢ macierz ko-
wariancji:

[ o X X;), cov( X, X5): ... 0OW(X, X)) |

X,,X X,,X,), ..., cov(X,, X
cov(X,. X, ... Xy) =| COVFE2 K1) 0oV(Xy Xp), s oV, Xn) | 5 69y

L cov(Xy, X)), cov(Xy, X,), ..., cov(Xy, Xy) |

Macierz kowariancji jest symetryczna 1 jej elementami diagonalnymi sa warian-
cje, gdyz zgodnie ze wzorami (3.99), (3.95) i (3.54):

cov(X,.X,) =var(X,)=c?, i=12,.. N (3.103)

Dla zespolu zmiennych X, X, ..., Xy wprowadza si¢ macierz wspolczynnikow
korelac)i:
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Rxlxl ’ Rxlxl %222 RxlxN

Re....R
T XX (3.104)

Macierz wspolczynnikow korelacji jest symetryczna, a jej elementy diagonalne
zgodnie ze wzorami (3.100) 1 (3.103) wynosza:

Row =1, 1=212,...N, (3.105)

a pozostale elementy s zawarte w przedziale [-1, +1].

Obok momentéw dotychczas zdefiniowanych istniejg tzw. momenty warun-
kowe. Sa to momenty jednej ze zmiennych X, Y przy zalozeniu, ze pozostala
zmienna przybrala pewna okreslona wartos¢. Najczgsciej korzysta si¢ z dwoch
momentow warunkowych - warunkowej wartosci oczekiwanej i warunkowe)
wariancji. Jezeli zmienna (X,Y) jest ciagla, to parametry te, jako momenty wa-
runkowe zmiennej losowe] Y, sg okreslone nastgpujacymi wzorami:

Tyf(x,y)dy_ %
E(Y|X = x) = m,, (x) = 5———= [yf(yjx)dy, (3.106)

[f(x,y)dy ™

fly - myo (1 £(x, y)dy
var(Y|X = x) = m,o(x) = = =

[+ ]

[f(x,y)dy (3.107)

= Iy = ma, COP £y

Analogiczng par¢ wzoréw mozna napisa¢ dla zmiennej X.
Gdy zmienne X 1Y s3 niezalezne, to:

[y, (06 (ndy
E(Y|X = x) = mg,(x) == = Tyfy(y)dy =m,, . (3.108)
(£ (0L ()dy
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3.6.4. Regresja i wariancja resztowa

W analizie matematycznej uzywa si¢ pojecia zaleznosci funkcyjnej, ktore)
istota jest jednoznaczne przyporzadkowanie wartosciom zmiennych zaleznych x;
jednej okreslonej wartosci zmiennej zaleznej y. W przypadku dwuwymiarowym
zaleznos¢ t¢ zapisuje si¢ jako: y=f(x) (rys. 3.5a). Jak juz wspomniano we wstg-
pie, w praktyce bardzo rzadko mozna obserwowac zaleznosci funkcyjne, ponie-
waz na ogol nie udaje si¢ usuna¢ wptywu czynnikow przypadkowych, zaklocaja-
cych. Z reguly zaleznosci wystgpujace w praktyce sa wiasnie zaleznoSciami
stochastycznymi, tzn. niejednoznacznymi (rys. 3.5b).

Istota zaleznosci stochastycznej pewnej zmiennej losowej Y od zmiennej lo-
sowej X jest jednoznaczna zaleznos¢ rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej Y od wartosci x przybranej przez zmienng losowa X. Pojgcie zaleznosci
stochastycznej jest wigc pojgciem ogolniejszym od zaleznosci funkcyjnej. Z
punktu widzenia badan inzynierskich najbardziej interesuje nas wartosc¢ oczeki-
wana zmiennej losowej Y przy warunku X=x. W dwuwymiarowym rozkladzie
zmiennej (X,Y) warunkowa wartos¢ oczekiwana E(Y|X =x) jest jakas funkcjg

zmienne] X. Mozna wigc napisac:

E(Y|X =x) =g,(x). (3.109)

b) 4 °
y y=f(x) Y o 0

Q

Rys. 3.5. Zaleznos¢ funkcyjna (a) i stochastyczna (b).

Zastgpujac we wzorze (3.109) wyrazenie E(Y|X = x) symbolem y otrzymamy
rownanie:

——— (3.110)

ktore w statystyce matematycznej nosi nazw¢ funkcji regresji pierwszego ro-
dzaju zmiennej Y wzglgdem zmiennej X lub teoretycznej funkcji regresji.
Okreslenie “funkcja regresji” wprowadzit F. Galton przy badaniu zaleznosci
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migdzy wzrostem ojca 1 syna, dla podkreslenia tendencji cofania si¢ (ang. re-
gress) wzrostu syna ku przecigtnemu wzrostowi ojcow [40]. Zatem funkcja re-
gresji jest funkcja przedstawiajacqa warunkowg warto$¢ oczekiwang. Jezeli
zmienna (X,Y) jest ciagla, to obrazami geometrycznymi funkcji (3.99) jest lima
zwana linig regresji pierwszego rodzaju (rys. 3.6).

Linie regresji pierwszego rodzaju majg t¢ wlasciwos¢, ze wartos¢ oczekiwana
kwadratu odchylenia wartosci zmiennej Y od tej linii jest rowna minimum:

E[Y - g(x)]* = min. (3.111)
Stad:
g(x) = E(YIX =X) oraz var(Y|X =X)=min. (3.112)
N
y
y=gi(X)

v

Rys. 3.6. Linia regresji Y wzgledem X.

Powyzsze rozwazania mozna uogolni¢ na zmienng wielowymiarowg. W tym
przypadku istotg zaleznosci stochastycznej pewnej zmiennej losowej Y od zmien-
nych losowych X,,X,, ..., Xy jest jednoznaczna zaleznos¢ rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej Y od wartosci x; przybranych przez zmienne losowe
X, =1,2, ...,.N). W N+1 wymiarowym rozkladzie zmiennych (X,,X,, ..., Xx,Y)
warunkowa wartos¢ oczekiwana E(Y|X, =x;),1=12,...,N, jest jakas funkcja

zmiennych X;. Mozna wigc napisac:

E(Y|X; =x,)=g(x;), i=12,...N. (3.113)
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Zastgpujac we wzorze (3.113) wyrazenie E(Y]X, = X,) symbolem y otrzymamy
rownanie:

y=g,(x;),1=12,..,N, (3.114)

ktore jest funkcja regresji pierwszego rodzaju zmiennej Y wzglgdem zmien-
nych X lub teoretyczng funkcji regresji. Jezeli zmienna (X,,X,, ..., Xn,Y) jest
ciagla, to obrazami geometrycznymi funkcji (3.114) jest hiperpowierzchnia zwa-
na hiperpowierzchnig regresji pierwszego rodzaju (rys. 3.7).

Hiperpowierzchnie regres)i pierwszego rodzaju maja t¢ wlasciwosé, ze war-
tos¢ oczekiwana kwadratu odchylenia wartosci zmiennej Y od tej hiperpo-
wierzchni jest rowna minimum:

E[Y -g,(x,)]* = min . (3.115)

Stad:
g(x,) = E(YIXi =X;) oraz \/ar(YJXt =x.)= min. (3.116)

Rys. 3.7. Hiperpowierzchnia regresji Y wzgledem X, i=1,2, ..., N.

W praktyce na ogol nie jestesmy w stanie wyznaczy¢ dokladnie funkcji regre-
sji. Zazwyczaj dysponujemy tylko zbiorowoscig probng pochodzaca ze zbioro-
wosci generalnej. Na podstawie rozkladu punktow tzw. smugi, wysuwa si¢ hi-
potezg, ze funkcja regresji nalezy do okreslonej klasy funkcji:

¥ =9(x:by,b,,....by), (3.117)



3. Elementy rachunku prawdopodobienstwa 53

liniowych wzglgdem parametrow bo,by, ..., bx, gdzie znak “*” oznacza funkcj¢
regresji.

v

Rys. 3.8. Wyniki eksperymentu zaleznosci y od x.

Na rysunku 3.8 przedstawiono przykladowy punktowy wykres rozrzutu wy-
nikow eksperymentu. Smuga punktow na wykresie uklada si¢ wzdhuz linu pro-
stej. Mozna zatem wysunac hipotezg, ze g(x) nalezy do zbioru funkcji liniowych.
Nazwiymy i1-t3 reszta regresji Y wzgledem X lub krotko resztg wielkosc zdefi-
niowang wzorem: '

K=Y —8&(x), (3.118)

ktora jest realizacja zmiennej losowej R=Y-g,(x) zwanej blegdem losowym lub
bledem resztowym regresji Y wzgledem X.

Jako miary rozproszenia punktow wokol linu regresji uzywa si¢ tzw. warian-
cji resztowe) var(R) okreslonej wzorem:

var(R) = E(R?) = E(Y - y)?. (3.119)

Pierwiastek kwadratowy z wariancji resztowej nazywa si¢ standar-
dowym bledem oceny lub §rednim bledem resztowym i oznacza przez o, dla
regresji Y wzgledem X:

Oy = Moz — by » (3.120)

gdzie b, jest parametrem réwnania regresji.
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3.6.5. Korelacja. Stosunek korelacyjny i wspélczynnik korelacji

Korelacj¢ (zaleznos¢) migdzy zmiennymi losowymi mozna okresli¢ badajac
stosunek korelacyjny 1 wspélczynnik korelacji.
Stosunek korelacyjny n jest zdefiniowany wzorem:

var(R)
var(Y) '’

2:1_

(3.121)

gdzie var(R)=var(Y-y) jest wariacja resztowg. Jezeli Y-y=0, wowczas var(Y)=0 i
n=1, a zaleznos¢ Iaczaca zmienne losowe X 1 Y jest zaleznoscia funkcyjna. Gdy
Nn#0 to zmienne s3 ze sobg skorelowane, natomiast gdy n=0, to zmienne sa nie-
skorelowane.

Wspdlczynnik korelacji p, przy zalozeniu ze obie linie regresji sa liniowe, wy-
raza si¢ wzorem:

p=+b,,b,, . (3.122)

1 zawiera si¢ w przedziale -1<p<+1. Gdy p>0, to migdzy zmiennymi X 1Y za-
chodzi korelacja dodatnia. Woéwczas wzrostowi wartosci jednej zmiennej odpo-
wiada wzrost wartosci oczekiwanej drugiej zmiennej. Gdy p<0 zachodzi korela-
cja ujemna i wowczas wzrost wartosci jednej zmiennej powoduje zmniejszanie
si¢ wartosci oczekiwanych drugiej zmiennej. Gdy p’=1 to dwie linie regresji po-
krywaja sig.

3.7. Wybrane zagadnienia z teorii proceséw stochastycznych

Proces stochastyczny jest uogoélnieniem pojgcia zmiennej losowej. Procesem
stochastycznym X(t, €) nazywa si¢ zbior zmiennych losowych X(e) zaleznych od
parametru czasu t, nalezacego do pewnego zbioru liczb rzeczywistych te(t,, ty).
Proces stochastyczny mozna rowniez okreslic jako zbior losowych funkcji czasu
przyporzadkowanych zdarzeniom elementarnym e. Przy ustalonym parametrze
t=t, proces stochastyczny jest zmienna losowa X(t,, €). Przy ustalonym zdarzeniu
elementarnym e=e, proces stochastyczny X(t, eo) jest funkcja czasu X(t) okreslo-
ng dla te(t,, t,) zwana realizacjg procesu stochastycznego (rys. 3.9).

Proces stochastyczny X(t) nazywamy gaussowskim, jezeli wszystkie wielo-
wymiarowe zmienne losowe X(t,), X(ty), ..., X(ty) utworzone z procesu stocha-
stycznego majq rozklad normalny. Uporzadkowany zespoél jednowymiarowych
procesow stochastycznych nazywa si¢ wielowymiarowym procesem stocha-
stycznym.



3. Elementy rachunku prawdopodobienstwa 55

X E x(t)= bo+b;t

A B - realizacje procesu
stochastycznego

W

Rys. 3.9. Graficzna ilustracja procesu stochastycznego i jego realizacji.

Procesy stochastyczne dzieli si¢ na nastgpujace cztery klasy:

L. Procesy dyskretne o czasie dyskretnym,
2. Procesy ciagle o czasie dyskretnym,

3. Procesy dyskretne o czasie ciaglym,

4. Procesy ciagle o czasie ciaglym.

Procesy 1 1 2 nazywane sa tez ciqgami losowymz natomiast procesy 3 1 4 - pro-
cesami stochastycznymi wiasciwymi.

Pelna znajomosc¢ procesu stochastycznego jest rzadko mozliwa. Dlatego tez w
praktyce proces opisuje si¢ za pomocg charakterystyk.

3.7.1. Charakterystyki procesu stochastycznego

Najwazniejszymi charakterystykami procesu stochastycznego sa: gestos¢
prawdopodobienstwa, warto$¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie standar-
dowe, funkcja korelacji wlasnej 1 funkcja korelacji wzajemnej.

N-wymiarowg ggstosciq prawdopodobienstwa procesu stochastycznego
X1(t),X5(1), ..., Xn(t) dla dowolnego ciggu czasow t.t,, ..., ty jest wielowymiaro-
wa funkcja gestosci:

Fa (1)) x5 (t,)s s Xy (ty)) (3.123)

Wartosciq oczekiwang procesu stochastycznego X(t) jest wyrazenie:

E[X()] = [x,f,(x,,t)dx, = m_(t). (3.124)
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Wariancjq procesu stochastycznego X(t) nazywa si¢ wyrazenie:

var[X ()] = E({X(t) - E[X ()]} ) =

v (3.125)
= [ {x - EIX()]}*f,(x,,t)dx, =o(t).

Qdchylenie standardowe procesu stochastycznego X(t) jest pierwiastkiem
kwadratowym z wariancji procesu.

Funkcjq korelacji wlasnej procesu stochastycznego X(t) nazywa si¢ wyraze-
nie:

Ky (t,,t,) = E{{X(t,) - E[X(t)I}{X(t,) - E[X(t,)]}) =
oo (3.126)
= | JIx; —=my ()X, — my (t,)IF(x,,¢t,:x,,t, )dx,dx, .

—00 —00

Latwo zauwazyc¢, ze jezeli t)=t,=t, to: K (t,,t,) =K (t,t) = var[X(t)], zgodnie
ze wzorem (3.125).

Unormowanq funkcjq korelacji wiasnej procesu stochastycznego X(t) nazy-
wa SI¢ wyrazenie:

Ry (t,,t,) = —emxiots) ___ Bx(tity) (3.127)

VK (. 6) Ky (t,.8,)  Ox(t)ox(ty)

przy czym wartos¢ tej funkcji miesci si¢ w przedziale [0,1]. Oczywiscie, jesh
ti=t;=t, to: R, (t,,t,)=1.

Zwiazki migdzy dwoma procesami stochastycznymi X(t) 1 Y(t) charakteryzuje
funkcja korelacji wzajemnej:

Kyy (t),t,) = E{X(t,) - E[X(t,)]} {Y(t,) - E[Y(t,)]}) =
400 400 (3128)
= I I[x“mx(tl)][x ‘my(tz)]f(X,IﬁYstz)dXdY-

Unormowanq funkcjq korelacji wzajemnej nazywa si¢ wyrazenie:

Kyy(t),t5) _ Ky (ty,t5)

= , 3.129
VKx(t,t) Ky (t,t,)  ox(t)oy(t,) G129

KXY(t] atz) =

przy czym wartos¢ tej funkcji jest zawarta w przedziale [-1,+1].
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3.7.2. Stacjonarnos¢ procesu

Najwazniejsza wlasciwoscig procesu stochastycznego jest zaleznos¢ lub nie-
zaleznos¢ charakterystyk statystycznych od czasu. W zwiazku z tym rozroznmia
si¢ procesy stochastyczne stacjonarmne 1 niestacjonarne. Proces stochastyczny
nazywamy stacjonarnym, jesli wszystkie wielowymiarowe rozklady 1 parametry
rozkladu N-wymiarowej zmiennej losowej X,(t;),Xs(t2), ..., Xn(ty) nie zaleza od
czasu. W teorii procesow stochastycznych rozroznia si¢ pojg¢cie procesu stacjo-
narnego w weZszym i SZerszym sensie.

Proces stochastyczny nazywamy stacjonarnym w wezszym sensie, jesli
wszystkie wielowymiarowe ggstosci prawdopodobienstwa zaleza tylko od wza-
jemne) odleglosci chwil t, t5, ..., ty, nie zaleza natomiast od nich samych, czyli
nie zaleza od przesunigcia wszystkich chwil o t¢ sama wartosc to:

B (X%, X Tag ) = B (2 o8y 80 X00 80 Fhs iy sty ¥ L) - (3.130)

Ze wzoru (3.130) wynika, ze jednowymiarowa gestos¢ procesu stacjonarnego nie
zalezy od czasu, gdyz:

f(x,.t,) = £, (x,.t, +t5) = f,(x,)., (3.131)

natomiast dwuwymiarowa ggstos¢ procesu stacjonarnego zalezy od rdznicy
th-t1=T:

B 008X 8s) = B0 H0 % Y =6 (X:%557) (3.132)

Przy badaniach rozkladow procesu stochastycznego okresla si¢ wartos¢ ocze-
kiwang, wariancj¢ 1 funkcje korelacyjne procesu. Podstawiajac wzory (3.131) 1
(3.132) do wzorow (3.124), (3.125) 1 (3.126) otrzymuje si¢ odpowiednio:

E[X(8)] = [x,f,(x,)dx, = m, = const, (3.133)

var[X(1)] = [ (x, —my )2 (x,)dx, = o2 = const, (3.134)

Ky(t,,t,) = | (% = my)(x, —my)f (x,,%,,7)dx,dx, = Ky (1),  (3.135)

—00 —aD

z ktorych wynika, ze wartos¢ oczekiwana i wariancja procesu stacjonarnego sa
stale, natomiast funkcja korelacji wlasnej zalezy tylko od roznicy chwil 1=t,-t,.
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Analogicznie mozna poda¢ warunki stosowania wzoru dla funkcji
korelacji wzajemnej dwoch proceséw X(t) 1 Y(t), w postaci:

+T/2
K., (1) = m% [ x°(t,e)y°(t+7,e)dt, (3.146)

-T/2

gdzie x°(t,e) i y°(t,e) s realizacjami procesow centralnych X°(t) i Y°(t).



ROZKLADY ZMIENNYCH
LOSOWYCH

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana jedynie te wiadomosci doty-
czace rozkladow zmiennych losowych 1 podstawowe rozklady tych zmiennych,
ktore sa niezbgdne do identyfikacji wielowymiarowych obiektow badan. Pod
poj¢ciem rozkladu zmiennej losowej rozumie si¢ funkcj¢ okreslajaca zwigzek
mi¢dzy wartosciami zmiennej losowe] a czgstoscig pojawiania si¢ tych wartosci,

wzglednie szansg ich otrzymania.

4.1. Rozklad empiryczny

Wyniki doswiadczenia uporzadkowane w formie szeregu rozdzielczego two-
rza tak zwany rozklad empiryczny, czyli rozklad badane; zmiennej w badane;j
probie. Szereg rozdzielczy jest wlasnie funkcja, ktora przyporzadkowuje kazdej
wyroznionej wartosci badanej zmiennej losowej czgstos¢ wystgpowania w probie

(tablica 4.1).

Tablica 4.1. Szereg rozdzielczy wynikéw badan zmiennej losowej X.

Przedzi . . . . .
Numer .ed a'ty. Srodki Liczba Czestosci Sty
Zmiennosci & Vi sillj
klasy , przedzialow | obserwacji | wzgledne
dolny | gomy
| 2 3 4 5 6 7
1 X) X2 Xs1 n far=ni/n Xs11
2 X2 X3 Xs2 n; fA2=ﬂ2/ n Xs111y
3 X3 X4 Xs3 ns fas=ns/n X510y
4 X4 Xs Xs4 Ny fas=na/n Xs1y
5 Xs X6 Xs5 Iy fas=ns/n X511
m Xm ......... xSm nm fAIn=rlm/n XS 1 n 1
Xm'l-]

Otrzymane wyniki daja si¢ rowniez przedstawi¢ w formie graficznej. Najpo-
pularniejszym, graficznym sposobem przedstawienia rozkladu zmiennej losowe)

jest diagram zwany histogramem.
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4.1.1. Histogram

Budowa histogramu jest przedstawiona na rys. 4.1. Na osi odcigtych zazna-
cza si¢ przedzialy klasowe (w ogélnym przypadku, o roznej dtugosci). Nad kaz-
dym z tych przedzialow buduje si¢ prostokat, ktorego pole jest proporcjonalne do
czgstosci wzglednej (wedlug wzoru (3.14)) przyporzadkowanej danemu prze-
dziatowi.

Czgstotliwos¢ wzgledna

\

; - : ;
Xs1 X | Xo | X | Xes bo. o i
X1 X2 X3 X4 Xs Ngoaaaivie Xm Xm+1

Zmienna losowa

Rys. 4.1. Histogram zmiennej losowej.

Innymi sposobami rownowaznymi wizualizacji rozkladu empirycznego jest
dystrybuanta empiryczna 1 poligon (nazywany rowniez wielobok liczebnosci
lub wielobok czestosci).

4.1.2. Dystrybuanta empiryczna

Dystrybuanta empiryczna jest funkcja odpowiadajaca skumulowanemu histo-
gramowi. Wartos¢ dystrybuanty empirycznej w dowolnym punkcie X, mozna
wyrazi¢ wzorem:

m

2n, e
F(X,) = El : 4.1)
n _

=1




4. Rozktady zmiennych losowych 63

przez n; oznaczono liczebnosci przedzialow klasowych (liczbg obserwacyi) zawie-
rajacych liczby, z ktorych zadna nie przewyzsza X,, przez n - liczebnos¢ proby.
Wykres dystrybuanty empirycznej przedstawia rys. 4.2.

F(x) /T\

Xs) | Xs2 i X53‘ xsa ‘ X55] .......... lx,m |
X1 X2 X3 X4 Xs X6 ceunnn. Xm Xm+1

Zmienna losowa (przedzialy)

Rys. 4.2. Dystrybuanta empiryczna.

4.1.3. Poligon

Poligon jest wykresem uzyskanym w ten sposob, ze na osi odcigtych zaznacza
si¢ srodki przedzialéw klasowych. Nad kazdym z nich naniesiony jest punkt od-
legly od osi rzgdnych o wartos¢ odpowiedniej czgstosci wzglednej. Otrzymane
punkty taczymy migdzy soba linig famana (rys. 4.3).

—

\

N

Ixs][xs2| xﬂlxﬂlxﬁ\ .......... Jxm|
Srodki przedzialéw zmiennej losowej

Czestotliwos¢ wzgledna

Rys. 4.3. Poligon empiryczny.
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4.2. Wspoélczynnik skosnosci i splaszczenia

Miarg skos$nosci rozkladu zmiennej losowe] jest wspélczynnik skos$nosci
(asymetrii), natomiast miarg stopnia splaszczenia krzywej w poblizu jej srodka
jest wspolczynnik splaszczenia (ekscesu).

Wspolczynnik skosnosci y; wzgledem s$redniej arytmetycznej jest to iloraz
trzeciego momentu centralnego przez trzecig potgge odchylenia standardowego:

y =8, =1L, 42)
o
Jest to wigc trzect moment centralny (pkt. 3.6.3) w jednostkach standardowych.
Jezeli ramig¢ rozkladu znajduje si¢ po prawej stronie punktu odpowiadajacego
maksimum krzywej gestosci, wowczas rozklad taki nazywa si¢ rozkladem o sko-
$nosci dodatniej (y, >0, rys. 4.4a). W przeciwnym przypadku mamy do czynienia
z rozkladem o skos$nosci ujemnej (y; <0, rys. 4.4b).

DA b) A

f(x) f(x)

71>0 LR

Rys. 4.4. Rozklady o skosnosci dodatniej (a) i ujemnej (b).

Wspolczynnik splaszczenia y, jest czwartym momentem centralnym w jed-
nostkach standardowych okreslony wzorem:

Y, =a, =13 43)

Na rys. 4.5 przedstawiono krzywa rozkladu normalnego (y,=0, krzywa I), roz-
kiad o splaszczeniu dodatnim w poréwnaniu ze splaszczeniem krzywej normalne;j
(Y>>0, krzywa II) oraz rozklad o splaszczeniu ujemnym (y, <0, krzywa III).
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fx) [ 1 (1>0)

[ (y2=0)

..........................

/111 (Y2<0)

V

Rys. 4.5. Rozkiady zmiennej losowej o roznym wspotczynniku splaszczenia.

4.3. Podstawowe rozklady zmiennych losowych
4.3.1. Rozklady zmiennych losowych dyskretnych

Przypomniymy, ze zmienna losowa dyskretna (skokowa, nieciagla) moze
przybiera¢ wartosci wyrazajace si¢ tylko liczbami rzeczywistymi. Zatem w wy-
niku doswiadczenia mozna otrzymac jedynie ciag liczb X, X, , ..., X, w ktorym
kazda wartos¢ X; jest scisle okreslona 1 nie istnieje mozliwos¢ uzyskania wyni-
kow posrednich. Kazdej liczbie X; mozna przyporzadkowa¢ odpowiednie praw-
dopodobienstwo. Zapisuje si¢ to nastgpujaco:

p; =P(X=X,), (4.4)
przy czym p; jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze

zmienna losowa X przyjmie wartos¢ rowna liczbie X; . Musi by¢ przy tym spel-
niony warunek:

wp,=1. (4.5)

W dalszej cz¢sci niniejszego punktu przedstawione zostang wybrane rozklady
zmiennej losowej skokowej.
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4.3.1.1. Rozklad dwupunktowy

Zmienna losowa X ma rozkiad dwupunktowy, jezeli moze przyjmowac tylko
dwie wartosci: badz zero (oczekiwane zdarzenie nie zostalo zrealizowane) badz
jeden (oczekiwane zdarzenie zaszlo), a prawdopodobienstwo okreslane jest
wzorem:

P(X=0)=1-p,

4.6

P(X=1)=p. (4.6)
Wartos¢ oczekiwana 1 wariancja wynosza odpowiednio:

n=p, o’=pl-p). 4.7)

4.3.1.2. Rozklad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy (Bernoulliego), jezeli moze
przyjmowa¢ wartosci 0,1, ..., n, a funkcja prawdopodobienstwa okreslona jest
wzorem:

n k n-k
P(X=k) = 1 )P (I-p) (4.3)

Wartos¢ oczekiwana i1 wariancja wynosza odpowiednio:
p=np, o’ =np(l-p). (4.9)

Na rys. 4.6 przedstawione sa rozklady kilku zmiennych losowych o réznych
wartosciach parametrow p 1 n.

n) i n-k
[ka (1-p)

03 T

01234567891011121314151617181920 k

Rys. 4.6. Wykresy funkcji prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego
czterech zmiennych losowych.
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W obliczeniach zwigzanych z rozkladem dwumianowym korzysta si¢ z tablic
podajacych prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow w n probkach w zalez-
nosci od prawdopodobienstwa p uzyskania sukcesu w jednej probie. Tablice sa
opracowane dla wartosci parametrow p<0,5000 1 k=0,1, ..., n, przy czym ilos¢
prob n jest zwykle kilkudziesiat.

4.3.1.3. Rozklad Poissona

Zmienna losowa X ma rozkiad Poissona, jezeli moze przyjmowac nieujemne
wartosci catkowite, a funkcja prawdopodobienstwa okreslana jest wzorem:

k
HX:k):%F4; k=012,.., (4.10)

przy czym A jest pewna stalq dodatnig.
Wartos¢ oczekiwana i1 wariancja maja t¢ sama wartosc:

n=A, o’=A\. 4.11)

Na rys. 4.7 jest przedstawionych kilka rozktadow dla roznych wartosci parame-
tru A.

.
-

0125456789;011121314151677 k

Rys. 4.7. Wykresy funkcji prawdopodobienstwa rozkladu Poissona trzech
zmiennych losowych.
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4.3.2. Rozklady zmiennych losowych cigglych

W przypadku zmiennych losowych skokowych model teoretyczny jest w za-
sadzie identyczny z modelem empirycznym. W przypadku zmiennych losowych
cigglych ksztalt histogramu zmiennej losowej zalezy od liczby pomiarow. Jezeli
bedzie si¢ zwigkszac liczbg pomiaréw, zmniejszajac jednoczesnie dhugosé prze-
dzialéw klasowych, to okaze sig, ze histogram stawac si¢ bedzie coraz to bardziej
regularng krzywa (rys. 4.8). W granicznym przypadku otrzyma si¢ krzywa glad-
ka (rys. 4.8d) stanowiaca obraz pewnej sytuacji hipotetycznej (zbiér wartosci
zmiennej losowe;j jest rownoliczny ze zbiorem punktow osi liczbowe)).

a) A = b) A c) A d) A

f—sy

—— L - — — “E—

Rys. 4.8. Wplyw liczby pomiaréw na ksztait histogramu.

W takiej sytuacji wystgpuje zbyt duzo liczb, ktorym nalezaloby przyporzadko-
wac¢ prawdopodobienstwo. Dlatego tez wprowadza si¢ pojgcie zdarzenia. Zda-
rzeniem nazywa si¢ zbior wszystkich wartosci X takich, ze dla kazdej wartosci
Xo, X<Xo. Zatem dla zmiennej losowej ciaglej zdarzeniem jest pdlprosta ograni-
czona z prawej strony (rys. 4.9a). Tak zdefiniowanemu zdarzeniu mozna przypi-
sac okreslone prawdopodobienstwo. Przyporzadkowujac kazdemu punktowi x,
osi OX powierzchnig, okresla si¢ na zbiorze (a,b) funkcj¢ caltkowalng f(x), nazy-
wang gestoscig prawdopodobienstwa lub gestoscig (rys. 4.9a).

a) (%) b) y (X0,Yo)
prawdopodobiefstwo / wykres @
funkcji . Y-¥o
gestosci
-(—-‘ x
Vi /
W Xo X
zdarzenie

Rys. 4.9. Zdarzenie, prawdopodobienstwo i gestos¢ prawdopodobienstwa
dla jednej zmiennej ciqglej (a) oraz zdarzenie dla dwoch zmiennych
losowych ciqglych (b).
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Funkcja f(x) moze mie¢ dowolng posta¢ analityczng. Musi by¢ jednak spel-
niony warunek:

?f(x)dx =1,f(x)>0. (4.12)

W przypadku rozpatrywania rozkladu dwoch zmiennych losowych cigglych X i
Y jako zdarzenie losowe przyjmuje si¢ rownoczesne spetnienie dwoch nierowno-
sci: x<xg 1 y<y, , co okresla wycinek plaszczyzny (rys. 4.9b). Sama krzywa ge-
stosci rozkladu ciaglego jest bezposrednio malo przydatna. Z probabilistycznego
punktu widzenia interesujaca jest glownie powierzchnia pod ta krzywa. Jak wia-
domo (pkt. 3.5) funkcja okreslajaca narastanie prawdopodobienstwa w zalezno-
sci od punktu osi OX nazywa si¢ dystrybuantg. Dystrybuanta zmiennej losowe)
ciaglej jest uogolnieniem dystrybuanty zmiennej losowej skokowej. Dokonuje sig
tego przez zastapienie sumy catka z gestosci rozktadu prawdopodobienstwa:

F(X,)= (£(x)dx. (4.13)

Podstawowymi wlasnosciami dystrybuanty sa:
1. Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca 1 przynajmniej lewostronnie ciagla.
2. F(—0)=0, F(+x)=1.
3. Roznica F(b)-F(a) przedstawia prawdopodobienstwo zdarzenia polegajace-
go na tym, ze zmienna losowa przyjmie wartos¢ z przedziahu [a,b).

W dalszej czgsci niniejszego punktu przedstawione zostang wybrane rozklady
zmiennych losowych ciaglych.

4.3.2.1. Rozklad tréjkatny

W rozkladzie trojkatnym gestosc¢ rozkladu jest okreslona wzorem:

0, dla x <0,
2—;, dla0<x<a
_J a
(%) = 9y ) (4.14)
+ , dlaa<x<b,
ab-b? b-a

0, dla x> b.

Po podstawieniu wzoru (4.14) do wzoru (4.13) otrzymuje si¢ nastepujaca zalez-
nos¢ na dystrybuant¢ rozkladu trojkatnego:



70 Podstawy badan inzynierskich

[0, dla x <0,
2
_l;’ dla0<x<a
Fx)=< # , (4.15)
- +2(x-a)+3_, dlaa<x<b,
ab-b> b-a b
L dla x> b.
Wykresy funkcji f(x) 1 F(x) przedstawione sa na rysunkach 4.10a 1 4.10b.
o oF x
f(x) F(x)
2
— 1
b
2
5 | b S0
0 a b x 0 a b x

Rys. 4.10. Wykresy funkcji gestosci (a) i dystrybuanty (b) rozktadu trojkqinego.

4.3.2.2. Rozklad prostokatny

Zmienna losowa X ma rozklad prostokatny (jednostajny), jezeli moze przyj-
mowaé warto$¢ z pewnego skonczonego przedzialu [a,b], a funkcja gestosci
prawdopodobienstwa tego rozkladu dana jest wzorem:

1
£(x)={p_a’ dla a<x<b, (4.16)

0, dla pozostalych x.
Wartos¢ oczekiwana 1 wariancja wynosza odpowiednio:

a+b ;s (b~a)?
= 3 of = . 4.17
h== T (4.17)
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Dystrybuanta okreslona jest wzorem:

0, dla x <a,
X—a
F(x) = s dlaa<x<b, (4.18)
-a
1, dlax>b.

Wykresy funkcji gestosci 1 dystrybuanty przedstawione sa odpowiednio na rys.
4.11a14.11b.

A A
f(x) 2) F(x) b)
1 + 1
1
b —a 1
0 a b x - 0 a b %"

Rys. 4.11. Wykresy funkcji gestosci (a) i dystrybuanty rozktadu prostokqtnego.

4.3.2.3. Rozklad normalny (Gaussa)

Zmienna losowa X ma rozklad normalny, jezeli moze przyjmowac dowolne
wartosci rzeczywiste, a jej dystrybuanta wyraza si¢ wzorem:

F(x) = P{X <x} = ? exp|— (";J]dx. (4.19)
(o)

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym
dana jest wzorem:

(x-p,)’

|
EXp|—
L

£(x)= l,o, >0. (4.20)

Rozklad normalny zalezy od dwoch parametrow: wartosci oczekiwane) p, 1 wa-
riancji o. lub odchylenia standardowego o,. W skrécie rozktad normalny ozna-
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cza si¢ przez N(p, 0y). Funkcja gestosci osiaga wartos¢ maksymalna w punkcie

X=Hx wynoszaca: f(u,)= : . Krzywa f(x) rozktadu normalnego jest sy-
o,2m

metryczna i jednomodalna. Punkt x=p, jest jednoczesnic wartos$cig oczekiwang,
mediang 1 warto$ciag modalng. Na lewo i na prawo od swego maksimum krzywa
gestosci rozkladu normalnego stale opada, zblizajac si¢ asymptotycznie do osi
odcigtych. Punkty przegiecia krzywej gestosci rozkiadu normalnego maja odcigte
n, o, . Na rysunku 4.12a przedstawiono dwa wykresy rozkladu normalnego o
jednakowej wariancji i réznej wartosci odchylenia standardowego. Na rysun-
ku 4.12b przedstawione s3 dwa wykresy rozkladu normalnego majace identyczna
warto$¢ oczekiwang i rozna wartos¢ odchylenia standardowego.

a) A b) / N(px: Ox1)

\
f(x) Hx1<Hx2 f(x)

Ox1 =0x2

N(ux, UxZ)

Hx1=Hx2
Ox) <Ox2

(uxl; Ox1) N(uxg: Ox2)
s t T
Hx Hx2 X ‘ Hx X

Rys. 4.12. Przykiadowe wykresy funkcji gestosci rozktadu normalnego.

Na rysunku 4.13 podane s prawdopodobienstwa zdarzenia, ze x przybierze
warto$¢ w okreslonych granicach dla rozkladu normalnego N(p; o).

f(x)
A

0,00013 0,021 0,136 0,341 0,341 0,136 0,021 0,00013

——
—

pt+3c X

-u-20 pt+2o

Rys. 4.13. Prawdopodobienstwa zdarzenia, ze x przybierze wartosc
w okreslonych granicach.
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Z uwagi na to, ze dystrybuanta jest funkcja nieelementarna, wartosci jej zo-
staly stablicowane. Aby modc skorzysta¢ z tych danych nalezy przeksztalci¢
zmienng losowg X o parametrach p, 1 o, na zmienng losowa U, ktora ma rowniez
rozklad normalny o parametrach p=0 i1 o=1. Zmienna ta nazywa si¢ zmienng
standaryzowang lub unormowang. Standaryzacji dokonuje si¢ za pomoca wzo-

= x (4.21)

otrzymujac unormowang (lub standaryzowana) zmienng losowa U o ggstosci
rozkladu:

2

1 u
(P(u)“mexp('"‘z—'), (422)
1 dystrybuancie:
D) =— | exp(-")u (4.23)
e g '

Wykresy funkcji @(u) (tzw. krzywa Gaussa) 1 ®(u) przedstawione sa odpo-
wiednio na rys. 4.1414.15.

A
¢ (u) 0=0,5
0,5 ‘Nr‘ c=1,0
~
c=2,0
| | | |

—
u

Rys. 4.14. Wykresy funkcji gestosci ¢ (u) rozktadu Gaussa trzech zmiennych
losowych N(0; 0,5), N(0; 1,0) i N(0; 2,0).
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A
D(u)

Rys. 4.15. Wykres dystrybuanty @(u) zmiennej losowej o rozkiadzie Gaussa.

Pomigdzy gestosciami f(x) 1 ¢(u) oraz dystrybuantami F(x) 1 ®(u) zacho-
dza nastgpujace zwiazki:

£(x) = —p(u)( 2= t), (4.24)
o, o
F(x) = @(u)("—'cﬂz‘-) . (4.25)

Kwantylem rzgdu p zmiennej losowej U nazywa sig¢ takg liczbg u,, ze:

P{U<u,}=p. (4.26)

Kwantylem rzg¢du p zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym N(p,,0y) jest
liczba x,=ptoyup.

Rozkiad normalny nalezy do najwazniejszych rozkladéw teoretycznych. W
praktyce czgsto spotykamy si¢ z rozktadami zblizonymi do normalnego.

4.3.2.4. Dwuwymiarowy rozklad normalny

Ggstos¢ rozkladu normalnego dwuwymiarowej zmiennej losowej opisuje
funkcja:

1 (x=p)?
2(1—p2)[ o’ *

f(x,y)= xp{

TR
20,0,(1-p%) <

, 4.27)
2(x — puy )y — Ky) N (x—n,) "
. .

y Gy

c,0
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Wykres tej funkcji przedstawia rys. 4.16a. Rozklady laczne dwoch zmiennych
losowych odgrywaja bardzo wazna rol¢ w doswiadczalnictwie. Ggstos¢ tego
rozkiadu jest funkcja pigciu parametrow: py , Oy, Wy , Oy oraz p. Parametr p jest
wspolczynnikiem korelacji. Wykres funkcji f(x) rozpiety jest nad elipsa, ktorej
polozenie na plaszczyznie Oxy przedstawia rys. 4.16b. Maksimum ggstosci po-
krywa si¢ ze srodkiem elipsy, ktorym jest punkt (px, By ). Jezeli przez o oznaczy
si¢ kat pomigdzy wielka osia elipsy 1 dodatnim kierunkiem osi Ox, to
tg2a=2po,o, /(oy-oy). Gdy p—1, wowczas elipsy staja si¢ coraz wezsze wska-
zujac na tendencj¢ do skupiania si¢ masy prawdopodobienstwa wzdhuz wielkie)
osi elipsy. Jezeli p=0, to méwimy, ze zmienny losowe x 1y sg nieskorelowane (w
przypadku rozkladu normalnego sa one zarazem niezaleznymi). Brak korelacji
przejawia si¢ na rysunku tym, ze osie symetrii elipsy sg prostopadie (rownolegle)
do odpowiednich osi uktadu wspoétrzednych (rys. 4.16c¢).

2019yt | ;

" A | !
_"EL_.._._L___4 |
| | |
I [ I
[ L | o -
/‘—J-_-'
i 2(1-p?)iclay e X

Rys. 4.16. Wykres funkcji f(x,y) (a) i wykresy elips na ptaszczyznie Oxy
dla réznych wartosci wspotczynnika korelacji p (b i c).
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4.3.2.5. Rozklad logarytmiczno-normalny

Zmienna losowa x ma rozklad logarytmiczno-normalny o parametrach p, i oy,
jezeli zmienna losowa y=Inx ma rozklad normalny o parametrach p, 1 o,. Z te)
definicji otrzymuje si¢ nastgpujacy wzor na gestos¢ rozkladu logarytmiczno-
normalnego:

(Inx-p,)°

f(x) =
(x) -

[ l, x>0. (4.28)

1
—F—exp
X0O 2T

Rozklad ten moze by¢ stosowany tylko do takich przypadkow, w ktorych zmien-
na losowa przyjmuje wylacznie wartosci dodatnie. Wykres funkcji f(x) przedsta-
wiony jest na rys. 4.17.

/

—

f(x)
1,0

0,8

0,6

0.4

0,2

0,2 040608 1 1,2141,61,82,0 2,9 3,5 X

Rys. 4.17. Wykres gestosci zmiennej losowej o rozkladzie logarytmiczno-
normalnym.

4.3.2.6. Rozklad ¥/ (chi-kwadrat)

Jezeli niezalezne zmienne losowe X,, X,, ..., Xy majaq jednakowy rozklad
normalny o parametrach p=0 1 6=1 , to zmienna losowa

(4.29)

=
(%
Il
IMZ
4
-

i
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jest nazywana zmienng o rozkladzie chi kwadrat. Zmienna ta przyjmuje tylko
wartosci nieujemne. Rozklad zmiennej losowej 7’ charakteryzuje si¢ tylko jed-
nym parametrem N, okreslajacym liczb¢ niezaleznych skladnikow w sumie
(4.29), zwanym liczba stopni swobody.

Zmienna losowa 3 ma rozklad chi kwadrat o N stopniach swobody, jezeli
jej dystrybuanta wyraza si¢ wzorem:

: fu* e 2 du, x>0, (4.30)

Fo(x)=P{yg5 <x}= TN

natomiast funkcja ggstosci prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem:

] 2\N/2-1 K22 2
e , dla >0,
fa) =127y &) =% @a

0, dla x*<0.

gdzie u jest zmienng losowa o rozkladzie N(0,1), a I" jest funkcjag gamma (catka
Eulera drugiego rodzaju) o postaci:

F(x)=fe't'd, 0<x<0. - (4.32)
0

Liczbg x5 (a,N) taka, ze:
P{x% >x*(a,N)}=a, (4.33)

nazywa si¢ wartoscia krytyczna rozkiadu chi kwadrat (rys. 4.18), zas x*(a,N)
jest kwantylem rzgdu 1-a rozkladu chi kwadrat o N stopniach swobody.

A
f(x?)

%(o,N) x

Rys. 4.18. Warto$é krytyczna i (o N) rozkiadu chi kwadrat.



78 Podstawy badan inzynierskich

Wykresy gestosci hy(x’) rozktadu chi kwadrat dla N=1,2 i 6 przedstawia
rys. 4.19. Gestosé rozkladu x* jest bardzo asymetryczna dla matych wartosci N.
W miar¢ wzrostu N asymetria rozkladu zmniejsza si¢. Dla N<2 gestos¢ hy(x?)
jest funkcja monotoniczna malejaca. Dla N>2 gestosé hy(x®) ma maksimum w
punkcie x* =N-2.

Warto$é oczekiwana i wariancja zmiennych losowych 3 wynosza:

E(x%) =N, (4.34)

var(x2) =2N. (4.35)

hn(x®)

0,5 -
0,4 N=

.
’ﬂ‘

0,3 N=6
0,2 4

0,1

~
—>

0246 8 101214 16 y?

Rys. 4.19. Wykresy gesto$ci prawdopodobienstwa rozkladu chi kwadrat dla
N=1,2i 6 stopni swobody.

Rozklad ¥ jest zwykle stablicowany dla liczby stopni swobody nie przekraczaja-
cej 30. Dlatego tez w przypadku bardziej licznych prob wykorzystuje si¢ zmien-

2 , vea .
na losowa 4/2x°, ktéra ma rozklad normalny o parametrach p=+/2N-1 i

o’=1. Wowczas:

2 _ (Uq +x/22N—l)2, (4.36)

o
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gdzie:
X2 - wartos¢ zmiennej losowej, ktorej odpowiada prawdopodobienstwo

a=Px’2%g),
U, - wartos¢  zmiennej standaryzowanej normalnej U, dla ktorej
a=P(U2U,).

Dla rozkladu # istnieja dwa rodzaje tablic:

I. Tablice zawierajace wartosci krytyczne x’(a,N), przy zadanym prawdopodo-
bienstwie a 1 stopni swobody N,

2. Tablice podajace wartosci dystrybuanty P(x% <x?) w zaleznosci od ¥’ oraz
ilosci stopni swobody N.
Jezeli zmienne losowe X i X3, sa niezalezne, to suma tych zmiennych ma

rowniez rozkiad chi kwadrat o (N+M) stopniach swobody:

Yo ¥ L = Lrsna (4.37)

Zmienna losowa U wedlug wzoru:

i )'f(xi = ”) , (4.38)

i=1 o)

utworzona z ciggu N niezaleznych zmiennych losowych normalnych X, X,, ..,

Xy, 0 jednakowych rozktadach N(u, o) o znanych parametrach p 1 o ma rozklad

chi kwadrat o N stopniach swobody, zgodnie ze wzorem definicyjnym (4.29).
Zmienna losowa U wedhug wzoru:

u* Z(X X], ?:l(x,+x2+...+xN), (4.39)
i=1 c N

utworzona z ciagu N niezaleznych zmiennych losowych normalnych X, X,, ..,
X, o jednakowych rozkladach N(p, o) o znanym parametrze ma rozklad chi
kwadrat o N-1 stopniach swobody. Bowiem w sumie (4.39) wystgpuje (N-1)
skladnikow niezaleznych, natomiast sktadnik X wyraza si¢ poprzednimi.
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4.3.2.7. Rozklad ¢ Studenta (W. Gosseta)

Zmienna losowa wedhug wzoru:

ty = U 7N, (4.40)
2
AN

gdzie U= H\/ﬁ ma rozkiad normalny N(0, 1), a %} ma rozklad chi kwa-
c

drat o N stopniach swobody, nazywa si¢ zmienna losowa Studenta o N stopniach
swobody. Student jest pseudonimem W. Gosseta. Rozklad Studenta jest syme-
tryczny 1 niezalezny od parametru o. Zmienna losowa Studenta oznaczana jest
mala literg 1.

Dystrybuanta zmiennej losowej t wyraza si¢ wzorem:

2 : dt

F(t) = P{t <x} = , 4.41
W=t < JINB(1/2,N/2) {o (L6 /NP2 (441
natomiast funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem:
1 1
[M=(N+1)] (2) 2V
f(t) = % [H—) , dla —co<t<+o0, (4.42)

F(EN)JN_R

gdzie I'(x) jest funkcja gamma wedlug wzoru (4.32), B(p,q) jest funkcja beta
calka Eulera pierwszego rodzaju) o postaci:

i
B(p.q) = [x""'(1-x)%"'dx, p>0, q>0. (4.43)
0

Miegdzy funkcjami beta 1 gamma zachodzi nastgpujacy zwiazek:

_I'(pI'(q)
B(p.q) = Tp+q) (4.44)

pozwalajacy wyrazi¢ jedna funkcj¢ za pomoca drugie;.
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Liczbe t(P,N) taka, ze:
P{jty|> t(P,N)} =P, P<0S5, (4.45)

nazywa si¢ wartoscia krytyczng rozkiadu zmiennej losowej ty (rys. 4.20).

sn(t)

o/2 o/2

t(P,N)

Rys. 4.20. Wartos¢ krytyczna t(a, N) rozkliadu Studenta.

Jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny o parametrach p, 1 o, , to
srednia arytmetyczna X obliczona z N-elementowej proby ma rowniez rozklad
normalny. Rozklad sredniej okreslony jest dopiero wowczas, gdy znane sg do-
kladnie wartosci obydwu parametrow w zbiorowosci generalnej. Przy czym,
jezeli proba pochodzi ze zbiorowosci normalne;j, to charakterystyka:

e ";“* N-1, (4.46)

X

nazywa si¢ zmienng losowa Studenta o N-1 stopniach swobody.

Dystrybuant¢ rozkladu Studenta z N stopniami swobody oznacza si¢ Sn(x),
natomiast gestos¢ prawdopodobienstwa sy(x). Ggstosé sn(x) zmiennej losowej ¢
jest zblizona do rozkladu normalnego ¢(x), lecz jest bardziej splaszczona
(rys. 4.21). Dla N>30 mozna zastapi¢ tablice rozkladu Studenta przez tablice
rozkladu normalnego N(0,1).

Rozklad  Studenta jest czestym rozkladem réznych statystyk.
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AN

¢(x) @(x)

sn(x) L

Rys. 4.21. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa g(x) unormowanego
rozktadu normalnego i sy(x) rozktadu Studenta o liczbie stopni
swobody N=4.

4.3.2.8. Rozklad F Snedecora

Zmienna losowa Fyn ma rozklad F’ Snedecora (Fishera-Snedecora lub krotko:
rozklad F) o (M,N) stopniach swobody, jezeh jej dystrybuanta wyraza si¢ wzo-
rem:

I_[M + N]
s MM"*‘N””It““’-“ (N +Mt)™M 26t x>0 ,(4.47)

e

natomiast funkcja ggstosci prawdopodobienstwa ma postac:

P{F N <x}=

o | |
[ M+N) i ™D
b (M_)z — B 4 F>o,
f(Fyn)={T(=MI'N) N M\ z™M (4.48)
22 TR
N
0, dla F<0.

“

Liczbg F(a,M,N) taka, ze:

P{Fy x = F(a,M,N)} =a, (4.49)
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nazywa si¢ wartoscig krytyczng rozkladu F.

Jezeli %3, i x5, sa zmiennymi losowymi niezaleznymi stochastycznie o roz-
kladach chi kwadrat odpowiednio o M 1 N stopniach swobody, to zmienna loso-
wa zdefiniowana wzorem:

L
. _ M'X.M

M,N l
N N

(4.50)

ma rozklad F Snedecora o (M,N) stopniach swobody 1 nazywa si¢ statystyka F
Snedecora.

Rozklad charakterystyki F zalezy od trzech parametrow: a, M 1 N 1 zostal
stablicowany. W tablicach podaje si¢ wartosci krytyczne F(a,M,N), dla kto-
rych zachodzi zwiazek (4.49).

4.3.2.9. Rozklad z Fishera

Zmienna losowa Zyn ma rozklad Fishera o (M,N) stopniach swobody, jezeli
jej dystrybuanta wyraza si¢ wzorem:

ZMMIZNNIZ = eMzdz
F(x) = P{Z,, <X} = _[ . @51
00 =Fun < =gMrzNT2) 2 (Me? + N)M+/2 @20
Liczbg z(a,M,N) taka, ze:
P{Z,, x = z(a,M,N)} =a, (4.49)

nazywa si¢ wartoscig krytyczna rozkladu z Fishera (rys. 4.22).

f(x)

z(a,M,N)

Rys. 4.21. Wartos¢ krytyczna z(o,M,N) rozkiadu z Fishera.
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Jezeli zmienna losowa Fyn ma rozklad F' Snedecora o (M,N) stopniach swo-
body, to zmienna losowa:

s A %ln - (4.49)

ma rozklad z Fishera o (M,N) stopniach swobody.

4.4. Wybrane zastosowania rozkladéw

Rozkiad dwupunktowy stosowany jest dla dwu zdarzen wzajemnie wyklu-
czajacych si¢. Najbardziej elementarnym przykladem zdarzen tego typu jest wy-
nik rzutu moneta. Jezeli moneta jest dokladnie symetryczna to mozna przyjac, ze
wyrzucenie orfa lub reszki jest jednakowo prawdopodobne 1 wynosi p=0,5.

Rozklad dwumianowy mozna stosowa¢ w tych wszystkich przypadkach, kie-
dy wyniki ekperymentow daja si¢ formulowaé¢ w terminach "sukces" - "porazka".
Na przyktad do kontroli ilosci brakéw wytwarzanego produktu.

Rozklad Poissona moze by¢ stosowany do kontroli jakosci produkcji, przy
czym, podobnie jak rozklad dwumianowy, moze odnosi¢ si¢ do cech niemierzal-
nych, jakosciowych. Rozklad Poissona stosuje si¢ wowczas, gdy liczba zdarzen
jest bardzo duza, natomiast nie jest dostgpna informacja ani o liczbie zdarzen, ani
o prawdopodobienstwie tego zdarzenia. Klasycznym przykladem moze by¢ ob-
serwacja rozpadu promieniotworczego jader. Liczba jader w badanej probcee jest
zwykle bardzo duza, rzedu 10%°, natomiast liczba zaobserwowanych rozpadow
bardzo mala.

Rozklad prostokatny mozna stosowa¢ w takich przypadkach, gdy nic nie
wiemy o wartosci parametru, ktoéry nalezy oszacowa¢, a mozna przypuszczac,
ze kazda wartos¢ tego parametru z jakiegos przedziatu jest jednakowo mozliwa.

Rozklad normalny ma bardzo duze znaczenie praktyczne, gdyz w praktyce
czgsto spotykamy si¢ z rozktadami zblizonymi do normalnego. Jest on rozkladem
granicznym sumy niezaleznych zmiennych losowych.

Rozklad logarytmiczno-normalny pozwala rozszerzy¢ teori¢ zmiennych o
rozkladach normalnych réwniez na te zmienne losowe, ktore lepiej sa przyblizane
przez rozklad logarytmiczno-normalny.



ELEMENTY STATYSTYKI
MATEMATYCZNEJ

5.1. Wprowadzenie

W rozdziale 3 zostaly oméwione podstawowe wiadomosci z rachunku praw-
dopodobienstwa. Wynika z niego, ze rachunek prawdopodobienstwa zajmuje si¢
wykrywaniem 1 badaniem prawidlowosci wsrod wielkosci losowych, ktorymi sa:
zdarzenia losowe, zmienne losowe 1 procesy losowe (zwane rowniez procesami
stochastycznymi). Na podstawie znajomosci rozkladow prawdopodobienstwa
pewnych wielkosci losowych wyznacza si¢ rozklady prawdopodobienstwa innych
wielkosci losowych, powiazanych z pierwszymi w okreslony sposob. Zatem roz-
patrywane tam zagadnienia dotyczyly zawsze pewnego zbioru danych, ktory byl
charakteryzowany za pomocg parametrow: srednich, dyspersji, momentow. Bar-
dzo czgsto jednak zbadanie okreslonej cechy calej zbiorowosci jest bardzo trudne
lub wregcz niemozliwe, na przyklad ze wzglgdow ekonomicznych, dlugi okres
zbierania danych lub konieczno$¢ zniszczenia calej partii towaru. Wowczas
wnioskowanie dotyczace calej zbiorowosci (tak zwane wnioskowanie statystycz-
ne) odbywa si¢ na podstawie probki bedacej czgscia tej populacji (rys. 5.1). Cza-
sami pomiary dla identycznych warunkow powtarza sig, realizujac tzw. pomiary
paralelne.

Zbiorowos$¢é generalna (albo populacja generalna) jest to okreslony na pod-
stawie merytorycznych przestanek zbior elementow lub zdarzen, w odniesieniu
do ktorego formutujemy wnioski wynikajace z doswiadczenia. Préoba (albo zbio-
rowo$¢ lub populacja probna) jest to podzbior zbiorowosci generalnej, ktory
podlega badaniu i na podstawie ktorego formutuje si¢ wnioski dotyczace zbioro-

wosci generalnej.
populacja
generalna

pomiary paralelne
(powtorzenia)

Rys. 5.1. Ilustracja pojec¢ populacji, proby i pomiarow paralelnych [48].
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Zatem statystyka matematyczna zajmuje si¢ metodami wnioskowania o roz-
kltadach pewnych wielkosci losowych na podstawie obserwacji proby, begdace)
pewng realizacjg tych wielkosci losowych. Takie wnioskowanie uogolniajace jest
jednak niepewne 1 nalezy si¢ liczy¢ z ryzykiem popeienia blgdu. Zadaniem sta-
tystyki jest rowniez obliczenie ryzyka popeknienia bigdu. Warunkiem formulowa-
nia poprawnych wnioskdw odnosnie do zbiorowosci generalnej jest reprezenta-
tywnos¢ proby, to znaczy, ze musi ona zachowywac wszystkie wlasciwosci zbio-
rowosci generalnej. W zagadnieniach praktycznych nie ma na ogdt mozliwosci
sprawdzenia, czy warunek ten jest scisle spelniony. Przyjmuje si¢, ze dla zapew-
nienia reprezentatywnosci proby wystarcza spelnienie dwoch warunkow mozli-
wych do zrealizowania w praktyce, tj. proba powinna by¢ losowa (zapewniajaca
kazdemu elementowi zbiorowosci generalnej jednakowa szans¢ dostania si¢ do
proby) 1 dostatecznie liczna. Dzial statystyki matematyczne) traktujacy o zasa-
dach i metodach gromadzenia i analizy danych statystycznych pochodzacych z
populacji generalnej nazywany jest metodami reprezentacyjnymi. Formalna po-
stawg tego dzialu jest reoria pobierania prob [67]. Jezeli zaliczenie elementu
zbiorowosci generalnej do proby jest zalezne w pewnym stopniu od wartosci
cechy, begdacej przedmiotem badania, to proba jest fendencyjna. Na ogoél przyj-
muje si¢, ze dla zapewnienia reprezentatywnosci proby wystarcza spelnienie
dwdch warunkéw mozliwych do zrealizowania w praktyce tj. proba powinna by¢
losowa 1 dostatecznie liczna.

Ogolnie statystyke matematycznq (wnioskowanie statystyczne) mozna po-
dzieli¢ na estymacje 1 weryfikacje hipotez statystycznych. Zagadnienia te beda

dalej szczegdlowo omawiane.

5.2. Wybrane zagadnienia z teorii estymacji

Teoria estymacji (szacowania) zajmuje si¢ wnioskowaniem o wlasciwosciach
rozkladu prawdopodobienstwa zbiorowosci generalnej na podstawie proby. W
teoril estymacji postuluje si¢ znajomos¢ klasy rozkladow, do ktorej nalezy nie-
znany rozklad badanej zbiorowosci generalnej, 1 na podstawie proby ustala sig, z
ktorym rozkladem mamy do czynienia w badanej zbiorowosci generalnej. Ele-
menty klasy mozliwych rozkladow zbiorowosci generalnej moga si¢ rézni¢ tylko
wartosciami parametrow. Wowczas mamy do czynienia z estymacjq parame-
trycznq. W bardziej zlozonych przypadkach elementy klasy mozliwych rozkla-
dow zbiorowosci generalnej moga si¢ roéznié nie tylko warto$ciami parametrow,
lecz takze postacia funkcji rozkladu. W tym przypadku mamy do czynienia z
estymacjq nieparametrycznq.

Teorig estymacji dzieli si¢ na dwa zasadnicze dzialy: estymacje punktowq i
estymacje przedziatowq. W przypadku estymacji punktowej znajduje si¢ pewna
funkcj¢ proby 1 wartos¢ tej funkcji przyjmuje si¢ za najlepsze oszacowanie praw-
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dziwej wartosci parametru zbiorowosci generalnej. W przypadku estymacji prze-
dzialowe) znajduje si¢ na podstawie proby pewien przedzial liczbowy, ktory za-
wiera w sobie prawdziwa wartos¢ parametru zbiorowosci generalne), z przyj¢-
tym z gory prawdopodobienstwem.

W przypadku estymacji nieparametrycznej, gdy zwykle szacuje si¢ postac
funkcyjna dystrybuanty, stosuje si¢ z reguly estymacj¢ przedzialowa, podajac
pewne pasmo, w ktérym miesci si¢ prawdziwa dystrybuanta zbiorowosci gene-
ralnej, z przyj¢tym z gory prawdopodobienstwem.

5.2.1. Estymacja punktowa

W wyniku przeprowadzenia badan n-elementowej proby, dysponuje si¢ pew-
nymi informacjami o zbiorowosci generalnej. W celu uzyskania oszacowan pa-
rametrow rozkladu cechy w zbiorowosci generalnej, informacje te nalezy poddac
ocenie. Wszystkie wielkosci obliczone na podstawie proby sa funkcjami wartosci
w probie lub krotko funkcjami proby. Kazda funkcj¢ proby nazywamy charakte-
rystykq. Czgsto stosuje si¢ rownorzedny termin sfatystyka. Charakterystyka
(statystyka), ktora stuzy do oszacowania nieznanego parametru rozkladu zmien-
nej losowe) lub nieznanego momentu nosi nazwe estymatora tego parametru lub
momentu.

Problem szacowania parametréw rozkladu mozna przedstawi¢ nastgpujaco.
Rozkiad rozpatrywanej zbiorowosci generalnej X jest scharakteryzowany za
pomocg dystrybuanty F(x;q;,qa,...,qk) 0 nieznanych parametrach q,,q,,....qx. Na
przyklad w celu okreslenia rozkladu normalnego nalezy wyznaczy¢ dwa para-
metry q;=p i q,=0”. Dla proby losowej (X),X2,...,Xn) tworzy si¢ statystyki
S1,S,,...,S¢ bedace funkcjami zmiennej losowej (X,,Xs,....Xy). Statystyki S,
shuzace do oszacowania nieznanych parametrow qi,qs,...,qx, nazywa si¢ estyma-

torami parametrow qx 1 0znacza si¢ symbolem Qk :
S, =f, (X,,%,,...xy) =Q,, k=12,...K. (5.1)

Powstaje zatem problem wyboru najlepszego estymatora w oparciu o okre-
slone kryteria.

5.2.2. Wlasciwosci najlepszego estymatora

W teorii estymacji wyodrgbnia si¢ trzy najwazniejsze wlasciwosci, jakimi
powinien cechowac si¢ estymator, by jego przydatnosé¢ do konstrukeji testu byla
mozliwie najwigksza. Estymator powinien byé: nieobciqzony, zgodny i efektyw-
ny.
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5.2.2.1. Estymator nieobcigzony

Oznaczmy przez (X,,X,,...,Xn) realizacje zmiennej losowej X skladajace si¢ na
N elementowa probg. Jezeli postugujac si¢ jedng ze znanych metod oszacuje si¢
parametr Qi zmiennej losowej X za pomoca estymatora Q, , to uzyskana ocena

odbiega¢ bedzie zazwyczaj od wartosci prawdziwej Qy. Pozadanym jest jednak,
aby wartos¢ oczekiwana tych oszacowan rozwazana na zbiorze wszystkich moz-
liwych prob, byla rowna wartosci prawdziwej Qy:

B(Q; )=Q; - (5.2)

Estymator majacy t¢ wlasnos¢ nazywa si¢ estymatorem nieobcigzonym. Wow-
czas obciqzenie estymatora AQ, , bedace réznica;

AQ, =EQ,)-Q,, (5.3)
WYnosi zero AQk =0.

Stosujac metod¢ najwigkszej wiarygodnosci (patrz pkt. 5.2.3.2) do rozkladu
normalnego otrzymuje si¢ nastgpujace oceny o najwi¢kszej wiarygodnosci:

H, =X =§E]xl (5.4)
v B
o, = N Ei(xi X)“. (5.5)

Okazuje si¢, ze estymacja wartosci oczekiwanej jest oceng nieobciqzong, gdyz:
E(f,) =E(2x,) = — 2 E(x,) = =Ny, =
* Nia '" Nia " N Pz =

a wigc warunek (5.2) jest spelniony. Natomiast estymacja wariancji jest oceng
obciqzonq. W celu przeprowadzenia dowodu obliczmy wartos¢ oczekiwana es-
tymatora wedhug wzoru (5.5), otrzymujac:

E(éz)—E[iE(x - %)? —E{i”( ) - @ -p)] =
x/ = Ni:] i X - ngl[ xi p’x X p’x)] }_

=E{i§(x- -1 ) -2(X-p )ig(x- —p)+H(X—-p )2}.
Ni:l : X * Ni:[ y * %
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Il N ] N 1 N-1
=—YE[(x. -u.)?]-E[(xX - =—%Yo6? -—02=——062 #202.
NE [(x; =1, ) 1 -El(x-n,)] NE £ NS g BT 0s

Zatem obciazenie estymatora zgodnie ze wzorem (5.3) wynosi:

N_l 3

A2 _ (Al 21 2
Ac'.rx--E(o::'.rx)--cs'x--Tcs'x o, = c

X

Wynika stad, ze estymator nieobcigzony wariancji ma postac:

N
52 =N_l—_1-§(x* =5)¥, (5.6)

Wszystkie oceny momentow podane w tablicy 5.1, s3 ocenami nieobcigzonymi.

5.2.2.2. Estymator zgodny

Jezeli przy nmieograniczonym wzroscie liczebnosci proby oszacowanie Q,
nieznanego parametru Q zbliza si¢ do wartosci prawdziwej z prawdopodobien-
stwem réwnym jeden

P(Q, >Q,)=1 gdy n—w, (5.7)

to taki estymator nazywa si¢ zgodnym.
Obydwie oceny wariancji obcigzona (wzor 5.5) i nieobcigzona (wzor 5.6) sa
estymatorami zgodnymi.

5.2.2.3. Estymator efektywny

Sposrod kilku mozliwych estymatorow za najlepszy uznaje si¢ ten, ktory wy-
kazuje mniejszy rozrzut wartosci otrzymanych na podstawie wszystkich mozli-
wych prob. Poniewaz miarg rozrzutu jest wariancja, zatem najefektywniejszy jest
ten estymator nieobciazony, ktory ma najmniejsza wariancje sposrod wszystkich
estymatorow nieobcigzonych.

5.2.3. Ocena parametréw rozkladu zmiennej losowej

Najwazniejszymi metodami estymacji punktowej dla wyznaczenia K niezna-
nych parametrow a,,a,,...,ax funkcji rozkladu f(x,a;,a,,...,ax) sa metoda momen-
tow, wprowadzona przez K. Pearsona (1894 r.), metoda najwigkszej wiarygod-
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nosci, wprowadzona przez R. A. Fishera (1912 r.) i metoda najmniejszych kwa-
dratow.

5.2.3.1. Metoda momentow Pearsona

W metodzie Pearsona wykorzystuje si¢ pojecie k-tego momentu wzgledem
punktu c (por. pkt. 3.6.3). Momenty te zdefiniowane s3 nast¢gpujagcymi wzorami
dla zmiennych losowych typu ciaglego:

b
Elix-0)* |= f(x - ) f(x;a,.a,,....ay )dx . (5.8)

W szczegolnosci, gdy c=0, momenty nazywa si¢ zwykiymi 1 oznacza symbolem
my. Moment zwykly rzgdu 1-go jest wartoscig przeci¢tna zmiennej losowej. Jezeli

c=m, =}, momenty nazywaja si¢ centralnymi.

Tablica 5.1. Podstawowe momenty rozktadu i ich odpowiedniki w probie

Rzad | Rodzaj mo- | Moment w zbiorowosci Moment w probie Zastosowa-
mo- mentu generalnej nie
mentu
1 Zwykly [E(x)=p, =[xf(x)dx |_ 1 X Miara poto-
(wartoséé X= ﬁ‘:zl X zenia
przeci¢tna)
2 centralny |pD23(x)=w. =c2 = ] N . Miara roz-
(wariancja) VI g S, = ﬁ;(xi -%)° proszenia
= [(x—p, ) f(x)dx =
3 centralny |cov(x,y) =p,, = 1 Nieznorma-
(kowarian- | _ f(x—p,)- ' cov(x,y) = ﬁ lizowana
cja, moment | Hx 5 miara linio-
mieszany) | .., _ S(x;, =X)y; -Y) wosci roz-
(y-p)f(x,y)dxdy |'& Kladu
4 centralny Hy=f(x—p ) £(x)dx B N Nieznorma-
” miara asy-
)3 metrii roz-
. X.—X
i)i( %) kiadu

Znajomos¢ momentow moze by¢ bezposrednio wykorzystana do znalezienia
parametrow a,,a,,...,ax funkcji rozkladu f(x,a,,a,,...,ax) zmiennej losowej. Zna-
jomos¢ pierwszego momentu zwyklego (wartosci przecigtnej) i drugiego mo-
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mentu centralnego (wariancji) wystarcza do jednoznacznego okreslenia wszyst-
kich parametrow rozkladu jednowymiarowej zmiennej losowej normalnej. Jezeli
zmienna losowa jest dwuwymiarowa, wowczas dodatkowo potrzebna jest znajo-
mos¢ drugiego centralnego momentu mieszanego.

Zaproponowana przez Pearsona praktyczna metoda znajdowania niezna-
nych parametrow rozkladu polega na przyrownywaniu pewnej liczby momentéw
w probie do odpowiednich momentoéw rozkladu, bedacych znanymi funkcjami
nieznanych parametrow rozkladu. Najczgsciej spotykane momenty zestawione sg
w tablicy 5.1. W metodzie Pearsona ilo$¢ przyrownywalnych momentow w pro-
bie (estymatorow) musi si¢ rownac liczbie nieznanych parametréow rozkladu.
Rozwiazujac otrzymany uklad rownan uzyskuje si¢ szukane oceny tych parame-
trow.

Metoda momentow charakteryzuje si¢ duza prostota, jednak daje estymatory
niekiedy silnie obcigzone w probach o malej obserwaci.

5.2.3.2. Metoda najwigkszej wiarygodnosci

Niech x),x,,....xn bgda realizacjami zmiennej losowej x skladajacymi si¢ na
N-elementowa probg. W metodzie najwigkszej wiarygodnosci przyjmuje si¢ taka
hipotez¢ o wartosci nieznanych parametrow a,,a,,...,ax, ktéra daje najwigksza
gestos¢ prawdopodobienstwa (lub prawdopodobienstwo) otrzymania w wyniku
pomiarow takich wartosci x;,Xa,...,Xn, ktore faktycznie otrzymano w probie.

W statystyce matematycznej funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla proby
nosi nazwe funkcji wiarygodnosci i jest oznaczana przez L.

Jezeli zmienna losowa x jest typu ciaglego z gestoscia f(x,a,,a,,...,ak) bedaca
funkcja K nieznanych parametrow a,,a,,...,ax to funkcja wiarygodnosci nazywa
si¢ iloczyn:

N
L = qf(x[ 7al ""’aK ) = f(xl )ai ')"")a'K )f(XZSa[ ""’aK )..f(XN ,a.l ,...,aK ) > (5‘9)
natomiast dla zmiennej losowej skokowej przyjmuje si¢:

p;(ay,iag) = P(x=%)P(x=x,)..P(x=%xy), (5.10)

A -

L=

i

gdzie P(x=x;) jest funkcja parametrow a,,a,,...,ax.

Metoda najwigkszej wiarygodnosci polega na dobraniu wartosci ocen niezna-
nych parametrow a,,a,,...,ax przy ktorych funkcja L staje si¢ najwigksze. Ponie-
waz InL osiaga najwigksza wartos¢ dla tych samych wartosci na a; co L, wige dla
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znalezienia parametrow a; pozostaje rozwigza¢ K rownan z K niewiadomymu,
zwanych réwnaniami wiarygodnosci:

(6InL

..._.__....=0,

Oa,
. (5.11)
omL _o

day

.

gdzie:

InL = Z]n[f(x“al -ag )] = In[f(x,,a,,....,ax )] +

+In[f(x,,a,,...,ag )] +...+In[f(xy,a,,...,ay )],

dla zmiennej losowej ciaglej,

N
InL= Zln[pi (@,,....,ag)]|=In[P(x =x,)] +
i=l

+In[P(x =x,)] +...+ In[P(x =x )],
dla zmiennej losowej skokowe;.

5.2.3.3. Metoda najmniejszych kwadratéow

W metodzie najmniejszych kwadratow oceny parametrow wyznacza si¢ jako
ich wartosci minimalizujace sume¢ kwadratéw odchylen poszczegoélnych wartosci
zmierzonych od wartosci oceny parametru, podzielonych przez odchylenia stan-
dardowe poszczego6lnych pomiaréw, ze wzoru:

2
i{x‘ _”] =minimum. (5.12)

=1 01

Obliczajac pochodng wyrazenia (5.12) i przyréwnujac do zera otrzymuje si¢:

2y Xi"Fo (5.13)
i=l 0.
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Rozwigzujac rownanie (5.13) otrzymuje si¢ oceng parametru p jako srednig wa-
zong z poszczegodlnych pomiarow:

X;

M=

Q

(5.14)

X= ]_

M=

2
1
2
1

Q

Wystegpujace we wzorze (5.14) wielkosci odwrotnie proporcjonalnie do kwadra-
tow odchylen standardowych nazywaja si¢ wagami pomiarow.

5.2.4. Estymacja przedzialowa

Omoéwiona estymacja punktowa umozliwia podanie, na podstawie proby
(x1,X2,...,Xn), Oceny wartosci nieznanego parametru w postaci jednej liczby, to
jest estymatora Qk . Powstaje jednak pytanie, jaka jest dokladnosc tej estymac;ji?
Pewna odpowiedz daje estymacja przedzialowa, w ktorej wyznacza si¢ prze-
dzialy ufnosci wprowadzone przez J. Neymana.

Ogolna idea metody Neymana, zwanej metoda przedzialéow ufnosci, polega na
wyznaczeniu granic przedzialu Q| (a,Qk) 1Q¢ (a,Qk) w oparciu o arbitralnie
ustalong wielko$¢ prawdopodobienstwa popelnienia omylki a, oraz znany roz-
klad charakterystyki Qk bedace) estymatorem nieznanego parametru Q. Praw-
dopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze Q nalezy do przedziatu
[Q;,Q¢] okreslone jest wzorem:

P(Q<Q,<Qf)=1-a. (5.15)

Przedziat [Q{,Q8] nazywa si¢ przedziatem ufnosci, wartos¢ a. - poziom istotno-
Sci, wartos¢ (1-o) - poziomem ufnosci, a wielkosci Qﬂ(a,f)k) i 9 (a,Qk)-

odpowiednio dolng i1 gorna granicq ufnosci. Przy facznym rozwazaniu wigcej niz
jednego parametru mowi si¢ o obszarach ufnosci.

5.2.4.1. Przedzial ufnosci dla wartosci przecigtne;j

Poniewaz wnioskowanie dotyczace populacji odbywa si¢ na podstawie proby,
bardzo rzadko bgdzie mial miejsce przypadek, kiedy srednia z populacji p jest
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rowna sredniej X z proby. Mozna jednak oszacowac przedziat ufnosci, w ktéorym
bedzie miescila si¢ srednia z populacji.

Przy wyznaczaniu przedzialu ufnosci dla wartosci przeci¢tnej p mozna zna-

lez¢ si¢ w jednej z dwoch sytuaci:

1) Dyspersja populacji generalnej o jest znana lub proba jest dostatecznie
liczna. W praktyce przyjmuje si¢, ze proba jest dostatecznie liczna, gdy
liczba pomiaréw N>30.

2) Dyspersja populacji generalnej o nie jest znana a liczebnos¢ proby N<30.

W pierwszym przypadku przedzial ufnosci okresla si¢ z zaleznosci:
c

o
X—z, 2 <p<X+z, =. (5.16)

N N
gdzie z_, jest wartoscia standaryzowana zmiennej losowej o rozkladzie normal-
nym N(0,1) (z, = ~—Fx

wowczas, gdy liczba obserwacji jest na tyle liczna, ze mozna przyja¢ zalozenie o
rownosci odchylen standardowych w probie 1 w populacji generalnej o,~s,.

JN ). Wzor (5.16) moze byé rowniez stosowany

W praktyce, najczesciej mamy do czynienia z drugim przypadkiem. Wowczas
zmienng losowa z, o rozkladzie normalnym, zastgpuje si¢ zmienng losowa o
rozkladzie 7-Studenta, a przedzial ufnosci dla sredniej w populacji generalnej
ustala si¢ na podstawie wzoru:

Xty b <P <Kty e (5.17)

“f IN-1 N-1

gdzie X - wartos¢ srednia obliczona na podstawie probki, s, - odchylenie stan-
dardowe w probie, t,.. - wartos¢ tabelaryczna testu t Studenta dla okreslonego
poziomu istotnosci a i liczby stopni swobody f=N-1.

Waznym problemem jest dobor licznosci prébki oraz ustalenie poziomu istot-
nosci a.. Ze wzoru (5.13) wynika, ze wielkos¢ przedzialu ufnosci dla wartosci p
zalezy od liczby obserwacji. Im wigksza jest liczba N tym wgzszy jest przedzial
ufnosci. Natomiast poziom istotnosci a okresla prawdopodobienstwo tego, ze
srednia z populacji miesci si¢ w okreslonym przedziale ufnosci. Zwigkszajac
zaufanie do przedzialu, poszerzamy go i czynimy mniej oznaczonym. Najczgscie)
stosowane s3 nastgpujace wartosci poziomu istotnosci:

a=0,1 (prawdopodobienstwo 90%),
a=0,05 (prawdopodobienstwo 95%),
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a=0,01 (prawdopodobienstwo 99%),
a=0,001 (prawdopodobienstwo 99,9%).

Wybér poziomu istotnosci jest subiektywny i zalezy od rodzaju prowadzonych
badan. Przykladowo, w badaniach zwigzanych z technologia budowy maszyn
przyjmuje si¢ najczesciej poziomy istotnosci rowne 0,05 lub 0,1.

5.2.4.2. Przedzial ufnosci dla wariancji

Znane sa dwa sposoby wyznaczania przedzialu ufnosci dla wariancji. W
pierwszym sposobie wykorzystuje si¢ test F Snedecora i otrzymuje nastgpujace
oszacowanie:

: s. <o <s.F , (5.18)

X7 o,rn =m,rp
o, 1) Ty =0

gdzie o jest poziomem istotnosci, F, , . jest warto$cig krytyczna testu F Snede-
cora, ) 1 1, s liczbami stopni swobody.

W drugim sposobie wyznaczania przedziatu ufnoéci dla wariancji o’ zbio-
rowosci generalnej X o rozkladzie normalnym N(py,0,) wykorzystuje si¢ zwiazek
rozkladu F Snedecora z rozkladem chi kwadrat. Szacowanie przedzialu ufnosci
opiera si¢ na stwierdzeniu, ze zmienna losowa rs2/c2 o r stopniach swobody,

gdzie r=N-1, ma rozklad chi kwadrat o (N-1) stopniach swobody. Przedzial uf-
nosci okresla si¢ ze wzoru:

X

—s2 <0 <——s?, (5.19)

xt;r,;r x l—oir

gdzie xi.‘, Jest wartoscia krytyczng (kwantylem rzedu 1-o0) rozktadu chi kwadrat
o r stopniach swobody.

5.2.4.3. Przedzial ufnosci dla funkcji regresji

W niniejszym punkcie wyznaczymy przedzial ufnosci dla funkcji regresji, na
poziomie istotnosci a, dla prognozowanej wartosci wyjscia y odpowiadajacej

wartosciom wejsé X,, X,, .., X

n°

Oznaczajac:

ky=[k, k.. kel (5.20)
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X0 X5 Xy X1k
- X20 Xy Xy .. Xpy =L g s o
[X]= ; Xp=[X.X,..%,]",
| XNo XN X X Nk |

rownanie regresji przyjmie postac:

y=[X]{k}.

(5.21)

(5.22)

Poniewaz {k} jest zmienna losowa wielowymiarowa o rozkladzie normalnym,
przy zalozeniu rozkladu normalnego zaklocen, wigc ? jest rOwniez zmienng

losowg o rozkladzie normalnym o wartosci oczekiwane;j:
E(y) = E{[X]{k}] =[X]E({k}) = [X]{k},
1 wariancji:

var(y) = E{[y ~E@)][y -E®)]"} =
= E[()" ({k} - {kD({k} - {k}) ()] =
= (%) TE[({k} - {k})({k} - {k})T]y.

Poniewaz:
E[({k} — {K})({k} — {k})T] = cov({k}) = ([X]" [X])o?,
gdzie nieznana wartos¢ wariancji 6” zastepuije si¢ jej estymatorem:

[y:(ko.ky, .. k) =¥,1%.

1 n
UE_:=
Y n-m-1ia

Przedzial ufnosci dla prognozowanej wartosci wyjscia rowna sig:

Y g O BT (XITXD )

gdzie:

<>

- wartosc¢ oczekiwana, obliczona z rownania regresji,

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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t,, (@, f =n—m) - wartos¢ krytyczna rozkladu testu t-Studenta (tabli-

ca 15.4) dla poziomu istotnosci a i stopni swobody f=n-m,
n - liczba proéb,
m - liczba wyrazéw réwnania regresji lacznie z wyrazem wolnym,

([7:(]1‘[7:(])_l - macierz kowariancji,

{i} - wektor kolumnowy zmiennych wejsciowych (czynnikoéw badanych).

Jak wynika ze wzoru (5.27) przedzial ufnosci nie jest staly 1 zalezy nie tylko
od macierzy kowariancji ([i]'r[):(])_l lecz takze od wartosci wektora wejsé
{X} . Na rysunku 5.2. przedstawiono przykladowo przedzialy ufnosci dla funkcji
regresji jednowymiarowej typu: ? =k, +k,X.

A ~ ~ — — _1.=
gomy przedzial ufnosci - ?+th(u,r=n_m)0;_; & (X XD 0

<>

e—" liniaregresji = y = k, + kX

-
P
=

g t"‘-.

E/' N dolny przedziat ufnosci - ¥~ lh’(u..f:mm)c;-;'r‘f ETOXX) D

>
x

fadl
t] [
(=)
talll
-

min

Rys. 5.2. Przedzialy ufnosci funkcji regresji jednowymiarowej.

Przedzialy ufnosci dla funkcji regresji jednowymiarowej nosza nazwe krzy-
wych ufnosci funkcji regresji, natomiast dla funkcji regresji wielowymiarowej —
hiperpowierzchni ufnosci funkcji regresji.

5.3. Weryfikacja hipotez statystycznych

Teoria weryfikacji (sprawdzania) hipotez statystycznych zajmuje si¢ tworze-
niem regul umozliwiajacych rozstrzygnigcie, czy dana hipoteza statystyczna jest
stuszna, czy nie. Przez hipoteze statystyczng rozumie si¢ hipotez¢ dotyczaca
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parametrow lub postaci rozktadu okreslonego zbioru. Postgpowanie, ktorej ce-
lem jest sprawdzenie hipotezy nazywa si¢ testem.

Testy dzieli si¢ na parametryczne i nieparametryczne. Testy parametryczne
(zwane testami istotnosci) shuza do weryfikacji hipotez o nieznanych parametrach
rozkladu zmiennej losowej przy zalozeniu, ze znana jest posta¢ funkcyjna dys-
trybuanty. Testy nieparametryczne (zwane rowniez testami zgodnosci) dotycza
rozkladu badanego zbioru.

W ogolnej teoriit weryfikacji hipotez statystycznych stawia si¢ zadanie podjg-
cia decyzji o przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy. Hipotez¢ sprawdzana, mowiaca,
ze wartos¢ nieznanego parametru Q rozkladu zbiorowosci generalnej wynosi Qo,
nazywa si¢ hipotezq zerowq i oznacza przez:

H,Q=Q,. (5.28)

Pozostale przeciwstawne hipotezy ze zbioru hipotez dopuszczalnych beda
stanowiC zfozonq hipotez¢ alternatywnq. Na przyklad hipoteza alternatywna
bedzie hipoteza przyjmujaca, ze wartosé¢ oczekiwanego parametru Q jest rozna
od Qo. Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze hipoteza alternatywna jest prostg hipo-
teza alternatywna o postaci:

H;:Q=Q,. | (5.29)

Hipotez¢ zerowa H, sprawdza si¢ na podstawie N-elementowej proby, beda-
cej realizacja zmiennej losowej X. Tworzy si¢ pewna statystyke Q stanowiaca
estymator nieznanego parametru Q.

Test istotnosci umozliwia jedynie odrzucenie hipotezy sprawdzanej H,, w
sytuacji, gdy prawdopodobienstwo zaobserwowanego zdarzenia jest mniejsze od
przyjetego poziomu istotnosci o. Natomiast, jezeli prawdopodobienstwo zaob-
serwowanego zdarzenia jest wigksze od poziomu istotnosci a, to mozna jedynie
stwierdzi¢, ze zaobserwowane zdarzenie nie przeczy hipotezie H.

Przy sprawdzaniu hipotez statystycznych moga by¢ popelnione dwa rodzaje
bledow:

e blad I rodzaju: Odrzuca si¢ hipoteze¢ zerowa Hy, cho¢ w rzeczywistosci jest
ona stuszna (prawdziwa).

e bilad II rodzaju: Przyjmuje si¢ hipotez¢ zerowa Hy w przypadku, gdy jest ona
falszywa (nie stuszna).

Ideg tych poje¢ wyjasnia schemat na rysunku 5.3.
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2 g Sl Lrodzay //%

Rys. 5.3. Rodzaje bledow popetnianych podczas weryfikacji hipotez.

5.3.1 Testy parametryczne
5.3.1.1. Eliminacja bledéw grubych

W trakcie prowadzenia doswiadczen i roznego rodzaju pomiarow wartosci
niektorych wynikéw moga znacznie odbiega¢ od wynikéw pozostalych. Moga to
by¢ bledne wyniki spowodowane przyczynami przypadkowymi albo bledami w
doswiadczeniu lub pomiarze. Powstaje zatem problem eliminacji wynikow obar-
czonych blgdem grubym. W opracowanych sposobach postgpowania zaklada
si¢, ze zmienne losowe X; sa niezalezne o rozkladzie normalnym N(w;, o). Ze
wzgledu na to, ze najczgsciej parametry rozkladu i i o nie sg znane stosuje si¢
nastgpujace sposoby odrzucania blednych wynikow: statystyke Grubbsa oraz
statystyki B, B;, B7, B; .

Statystyka Grubbsa [15].

1. Na podstawie wynikow doswiadczen (pomiarow) okresla sie warto$é $rednia
1 odchylenie srednie w probce:

(5.30)

(5.31)
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gdzie Xmax 0znacza najwigksza wartos¢ sposrod wynikow doswiadczen.

3. Na podstawie tablic statystycznych 15.8 odczytuje si¢ wartos¢ krytyczng
B (n,P), w zaleznosci od liczby doswiadczen n i poziomu ufnosci P=1-a..

4. Jezeli B>Bi((n,P), to wynik X jest obarczony bigdem grubym i nalezy go
odrzucic.

5. Analogicznie, w celu oceny najmniejszego wyniku Xmin oblicza si¢ statystyke:

B= X" Xmn (5.32)

1 jezeli B>By,(n,a), to wynik X, nalezy odrzucic.
Statystyki B;, B;, B;, B; [71].
1. Na podstawie wynikow doswiadczen (pomiardéw) uporzadkowanych w ciag

niemalejacy x,<x,< ... <x, okresla si¢ wartosc srednig 1 odchylenie srednie w
prébee:

x=—Fx (5.33)
ni=|
2. Tworzy si¢ jedng z nastgpujacych statystyk:
B: _X, -x, B! = X, — X ’
S X, — X,
(5.34)
B; - Xn = Xpo ; B; = Xn = Xpn-2
Xn X3 Xn —X

3. Na podstawie tablic statystycznych (15.13 1 15.14) odczytuje si¢ wartos¢ krytycz-
na bi(a,n), w zaleznosci od liczby doswiadczen n i poziomu istotnosci o.

4. Jezeli B > b (a,n), to wynik x, jest obarczony blgdem grubym i nalezy go
odrzucié.
5. Analogicznie, w celu oceny minimalnego wyniku oblicza si¢ statystyki:

X) — X,

B; = , B;= , (5.35)
S X, =X,
B;:xl“xz, B;:x'_x3.
xn_x?- xn""xl
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Jezeli B <b; (a,n), to wynik x, nalezy odrzuci¢, gdzie b; (a,n) = —b; (a,n) .

5.3.1.2. Testy réwnos$ci wariancji w réznych populacjach normalnych

Niech begdzie danych n zbiorowosci normalnych o licznosciach rownych odpo-
wiednio 1, .., 1, i wariancjach: o’ =02 =.=0c2, ktérych estymatorami s3
: s2, s? = 1 : %(yij ~¥.)? . Sprawdzana jest prawdziwos¢ hipotezy,

l'] - j=|

87 =53 =...

Ze na poziomie istotnosci o, wariancje te s sobie rowne, H: o} =03 =.=0.
W doswiadczalnictwie, w celu weryfikacji prawdziwosci hipotezy H, najczg-
Sciej stosuje si¢ testy:

1. Bartletta, gdy licznosci r; rozpatrywanych zbiorowosci (po eliminacji bigdow
grubych) nie sg sobie rowne r,#r#...#1,,

2. Cochrana, gdy licznosci r; wszystkich n zbiorowosci (po eliminacji blgdow
grubych) sa sobie rowne r;=r=...=r,=T,

3. Hartleya, gdy licznosci r; wszystkich n zbiorowosci (po eliminacji bledow
grubych) sa sobie rowne r\=r,=...=r,=T.

Test Bartletta. Hipotez¢ H weryfikuje si¢ zwj;kle za pomocy statystyki [71]:

M:Nln[%fivisf]—:\"_vilnsf, (5.36)
1= i=1

gdzie:

i()’ij "?i)z
j=1

V.

(5.37)

v,=r, -1, N=ivi, si2 =
i=1
za$ r; jest licznosciq i-tej probki, y;; — j-ta obserwacja w probce z i-tej populacji.
Jezeli M>m,(a,k,c,) dla wszystkich ¢, odczytanych z tablicy 15.9, dla liczby
stopni swobody k=n 1 przy zalozonym poziomie istotnosci o, weryfikowana hi-
potez¢ odrzucamy. Jezeli M<m,(ak,c,) dla wszystkich ¢, nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy. Przy czym m,(o,k,c;) i my(o.k,c;) sa pewnymi funkcjami
stablicowanymi. W obu przypadkach testowanie zostaje zakonczone. Natomiast
w przypadku, gdy M nie jest wigksze od wszystkich m;(c.,k,c,) lub nie jest mniej-
sze od wszystkich my(a,k,c,) oblicza si¢ ¢, z nastgpujacej zaleznosci [71]:
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8. 1 |
T . I 5.38
=2 (5.38)

wartosci m; i m; oblicza si¢ na drodze interpolacji liniowej wykorzystujac dane z
tablicy 15.9, otrzymujac:

obl _ '

m,(a,n,cl)=m; ¥ X (,;' (m; —m',) ,

C, -

& (5.39)
m,(a,n,c,)=m, + c]. L (m, -m,).

C —¢

Jezeli M>m,(ak,c,) weryfikowang hipotez¢ H odrzucamy. Jezeli M<m,(a,k,c))
niec ma podstaw do odrzucenia hipotezy. W obu przypadkach testowanie zostaje
zakonczone. Natomiast gdy M<m,(a,k,c,) lub M>my(atk,c)) oblicza si¢ wartos¢
krytyczng m(a), ze wzoru [71]:

m(a) = é[(cl —-¢;)m,(a,n,c,)+(c; —c)m,(c,n,c, )] ; (5.40)

gdzie:

AC=¢; ~c, (5.41)

Jezeli M>m(a) weryfikowana hipotezg odrzucamy, w przypadku, gdy M<m(o)
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
Test Cochrana. Hipotez¢ H weryfikuje si¢ za pomoca statystyki G [71]:

S2

G =—imex (5.42)

n
28]

gdzie s” ., jest maksymalna wartoscia wariancji ze zbioru wszystkich wariancji.

Wartosci krytyczne testu Cochrana Gy(a.k,v) dla liczby stopni swobody k=n
oraz n=r-1 1 zalozonego poziomu istotnosci a odczytuje si¢ z tablicy 15.11. Nie
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ma podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci wariancji, gdy G<
Gkr(ask!v)

Test F,... Hartleya. Hipotez¢ H weryfikuje si¢ za pomocy statystyki Fr. [71]:

F_ =—ims (5.43)

2
1min

gdzie s’ jest maksymalna a s’ minimalna warto$ciq wariancji ze zbioru

wszystkich wariancji.

Wartosci krytyczne testu Hartleya f,.(c,k,v) dla liczby stopni swobody k=n oraz
n=r-1 1 zaloZonego poziomu istotnosci a odczytuje si¢ z tablicy 15.12. Nie ma pod-
staw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci wariancji, gdy Fu<fra(c.k,v).

5.3.2. Testy nieparametryczne
5.3.2.1. Poréwnanie rozkladu empirycznego z teoretycznym

Pierwszym etapem czynnosci jakie nalezy wykonac jest ustalenie z jakim roz-
kladem mamy do czynienia. Przyjgcie okreslonego rozkladu zmiennej losowe;j
odbywa si¢ najczg¢sciej na podstawie adaptacji rzeczywistego rozkladu do jedne-
go z rozkladow opisanych w poprzednim rozdziale. Przy czym dobiera si¢ taki
rozklad, dla ktorego wykazano, ze jest on przydatny do opisu okreslonych wiel-
kosci. Przykladowo rozklad Weibulla stosuje si¢ do opisu trwalosci narzedzi
skrawajacych. W tym celu najpierw wyznacza si¢ rozkiad empiryczny - wykresla
histogram lub poligon i sporzadza tablicg wartosci dystrybuanty empiryczne;j.
Nastgpnie porownuje si¢ histogram lub poligon z wykresami funkcji gestosci dla
roznych rozkladow ciaglych. Po ustaleniu, z jakim rozkladem begdzie si¢ porow-
nywac rozklad empiryczny, nalezy:
1. Oszacowac z proby te parametry, ktore sg niezbgdne do jednoznacznego
okreslenia rozkladu a priori (dla rozkladu normalnego parametr p, szacuje
SI¢ przez X, a parametr Oy przez sy).

2. Zastosowa¢ odpowiedni test zgodnosci pozwalajacy na krytyczne ustosun-
kowanie si¢ do zaobserwowanych odchylen migdzy rozkltadem empirycz-
nym i rozkladem a priori.

Weryfikacja testu zgodnosci wymaga zdefiniowania odleglosci miedzy dys-
trybuanta rozkladu empirycznego a dystrybuant rozkiadu a priori, a wigc odle-
glosci migdzy dwoma funkcjami. Dystrybuanta empiryczna sklada si¢ z poszcze-
g0lnych punktow, czyli jest zadana w sposob dyskretny. Dystrybuanta teoretycz-
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na jest funkcja ciagly. Odleglos¢ migdzy dwiema takimi funkcjami definiuje si¢
nastgpujaco:
a) w sposob ciagly, na przyklad jako pole zawarte migdzy krzywa lub tamang
laczacq punkty dystrybuanty empirycznej i dystrybuanty teoretycznej
(rys. 5.4a),
b) w sposob dyskretny, na przyklad jako sum¢ bezwzglednych wartosci od-
chylen czgstosci obserwowanej od czgstosci oczekiwanej (rys. 5.4b).

Sprawdzenie zgodnosci rozkladu normalnego z rozkladem rzeczywistym do-
konuje si¢ na drodze graficznej lub analitycznej, za pomoca siatki prawdopodo-
bienstwa dla rozkladu normalnego. Siatka ta zawiera funkcjonalne podzialki, na
ktorej funkcja rozkladu normalnego przedstawia lini¢ prosta.

b) A
1

2 A dystrybuanta
empiryczna

dystrybuanta
teoretyczna

> >

Rys. 5.4. Ciqgla (a) i dyskretna (b) miara odleglosci migdzy dystrybuantami
rozkiadu empirycznego i teoretycznego.

Metoda graficzna. Praktycznie wykorzystanie siatki prawdopodobienstwa
przeprowadza si¢ w sposob nastgpujacy (rys. 5.5).

Nanosi si¢ dane doswiadczalne z opracowanego uprzednio szeregu roz-
dzielczego na siatce prawdopodobienstwa we wspotrzgdnych czgstosé skumulo-
wana-wartos¢ zmiennej. Jezeli dane doswiadczalne po naniesieniu na siatke
prawdopodobienstwa utworza lini¢ prosta, to swiadczy, ze badany rozklad jest
rozkladem normalnym.

W celu wyznaczenia wartosci sredniej 1 odchylenia sredniego, przez naniesio-
ne punkty przeprowadza si¢ prostg (na oko, albo metoda najmniejszych kwadra-
tow). Wartos¢ srednia jest rowna odcigtej odpowiadajacej skumulowanej czgsto-
sci 0,5, a odchylenie $rednie s jest rowne roznicy odcigtych odpowiadajacych
punktom o czg¢stosci skumulowanej 0,51 0,159.

Metoda graficzna jest efektywna, lecz jej dokladnos¢ jest niewielka. Metody
analityczne zapewniaja wigksza dokladnos¢ i1 moga byc stosowane do sprawdza-
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nia rowniez innych testow niz normalny, lecz konieczne jest, przy ich stosowa-
niu, dokonanie pewnych obliczen. W praktyce najcze¢sciej stosowane sg trzy
testy:

a) test’ (chi kwadrat),

b) test Kolmogorowa,

c) test Kolmogorowa i Smirnowa.
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Rys. 5.5. Przykladowa siatka prawdopodobienistwa dla rozkiadu normalnego
(trwalos¢ ostrza rozwiertakow o Srednicy ¢41,35 mm) [15].

Test chi kwadrat. Postgpowanie jest nastepujace [15].
1. Okresla si¢ miarg odchylenia %* wedtug wzoru:

-l ) (5.44)

Zk:Z
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gdzie:

Z, - wartos¢ zaobserwowana odpowiadajaca liczebnosci empirycznej (w
szeregu rozdzielczym), czyli liczba wynikow zaobserwowanych w
danym przedziale,

E; - wartos¢ oczekiwana odpowiadajaca liczebnosci teoretycznej, przy
czym jest ona obliczona ze wzoru: E;=pi(x)n,

n - liczba doswiadczen,

k - liczba przedzialéw w szeregu rozdzielczym,

pi(x) - prawdopodobienstwo zaobserwowania wynikow w danym przedziale.

Wartos¢ oczekiwang (teoretyczna) oblicza si¢ wyznaczajac zmienne standa-
ryzowane u rozkladu teoretycznego:

u XK (5.45)

oraz wartosci funkcji Laplace’a ®(u) odczytane z tablicy 15.18. Réznica warto-
$ci @(u,) oraz O(u,), tzn. wartosci odczytanych funkcji na obu koncach prze-
dzialu grupowania, daja prawdopodobiefistwo zaobserwowania wynikéw w da-
nym przedziale:

Pi(x)=®(uz)- O(uy). : (5.46)
2. Okresla sig liczbg stopni swobody ze wzoru:

=k-€, (5.47)
gdzie:

k - liczba przedzialow,

€ - liczba ograniczen (czyli liczba parametréow rozkladu szacowanych na
podstawie probki powigkszone o jeden, np. jesli na podstawie probki
oszacowano parametry p 1 ¢ rozkladu normalnego, to liczba ograniczen
wynosi: e=2+1=3.

3. Z tablicy 15.5 rozkladu x* odczytuje si¢ wartosé krytyczna testu xL dla okre-
slonej liczby stopni swobody f oraz poziomu istotnosci a. Jezeli 7 >y, to
hipotez¢ o zgodnosci rozkiadu doswiadczalnego z rozkladem normalnym na-
lezy przyja¢. W przypadku jesli x;, <y’ hipoteze taka odrzuca sig.

Na rysunku 5.6 przedstawione s3 wykresy empiryczny i teoretyczny rozkladu
trwalosci ostrza rozwiertakow.
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10 '
LN
Y/

Liczebno$¢ empiryczna

85 265 435 605 775 945 111,5min
Okres trwalosci ostrza

Rys. 5.6. Doswiadczalny i teoretyczny rozkiad trwalosci ostrza rozwiertakow [15].

Test Kolmogorowa. Sposob postgpowania jest nastepujacy [48]:
1. Buduje si¢ dystrybuant¢ empiryczng Fy(x). -

2. Oblicza si¢ wartos¢ dystrybuanty teoretycznej F(x) oraz poréwnuje roznice:

D,= sup

n
—0« X+ +60

F,(x) - F(x)|. (5.48)

3. Dla maksymalnej wartosci roznicy D, oznaczonej D oblicza si¢ wartos¢:

JnD! (5.49)

4. Obliczong warto$¢ porownuje si¢ z wartoscig krytyczng wyznaczong w zalez-
nosci od ustalonego poziomu istotnosci testu. Wyznacza si¢ wartos¢:

k(y)=1-20, (5.50)

1 z tablicy 15.16 wartosci rozkladu K(y) Kolmogorowa odszukuje si¢ wartosc vy,
najblizsza obliczonemu k(y). Jezeli:

JaD; <y, (5.51)
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to hipotez¢ o zgodnosci rozkladu normalnego z empirycznym przyjmujemy. Je-
zel zas:

VnD; >y, (5.52)

hipotezg t¢ odrzuca sig.

Test Kolmogorowa i Smirnowa. Niech (X,, X, ,..., X;) bgdzie probka prosta,
F(x) — dystrybuanta. Zadanie polega na zweryfikowaniu hipotezy, ze probka (X,
D, TN X,) pochodzi z populacji o rozkladzie F(x).

Sposob postgpowania jest nastgpujacy [71]:

1) Buduje si¢ dystrybuantg empiryczng F,(x), zdefinowana w nastgpujacy sposob:
Jezeli probke (X, X,, ,..., X,) uporzadkuje si¢ w ciagg niemalejacy:

X(SX@)S - SXn),
to rownowazna definicja dystrybuanty empirycznej jest nastgpujaca:
0, gdy x<x,,

F, (x) = _':11 gdy X () <X SX(myy, lSmM<n-1, (5.53)
1, gdy x>xq,.

2) Oblicza si¢ wartosc¢ statystyki Kolmogorowa:

D,= sup [F,(x)-F(x)|. (5.54)

n
—00« X+ +00

lub jednej ze statystyk Smirnowa:

D! = sup (F,(x)-F(x)), (5.55)
D, = —inf (F,(x)-F(x), (5.56)

ktore okreslaja odlegltos¢ dystrybuanty empirycznej od dystrybuanty teoretycznej.
W praktyce statystyki (5.51), (5.52) 1 (5.53) oblicza si¢ za pomoca wzordow:

n = maX(E-F(xm,)], (5.57)

I<m<n\ n
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D; = min[F(x{m))-mT_l}, (5.58)

l=ms=n

D, =max(D:,D;), (5.59)

n

3) Obliczona wartos¢ statystyki D, porownuje si¢ z wartoscig krytyczng D _ (o)
odczytana z tablicy 15.15, dla poziomu istotnosci a oraz n. Jezeli zachodzi
warunek:

D <D, (a), (5.60)
to weryfikowana hipoteza jest prawdziwa. Jezeli zas:

D, >D, (a), (5.61)
hipotezg t¢ odrzuca sig.
Dla duzych n (praktycznie n>20) statystyka +/nD_ ma rozklad Kotmogorowa K(y).

5.3.2.2. Test Smirnowa zgodnos$ci dwoch rozkladéw empirycznych

Niech (X, X,, ,..., X,) oraz (Yi, Yo, ,..., Yi) beda dwiema probkami prostymi
o dystrybuantach odpowiednio F(x) i G(y). Zadanie polega na zweryfikowaniu
hipotezy, ze obie probki pochodza z tej samej populacii.

Sposéb postgpowania jest nastepujacy [71]:
1) Buduje si¢ dystrybuanty empiryczne F,(x) 1 Gn(y), zdefinowane w nastepujacy
sposob:
0, gdy x<x,,
F, (x) = i gdy Xy <X <Xy, i=12,..,0-1, (5.62)
L, gdy x>xq,,

0, gdy YSYau»
Gm(Y)z ';l'{s gdy Y(j)<ygy(j+1)= j:l,2,...,m—l, (563)

1! gdy y> Y(m)!

gdzie (X3, X@2)s 505 X@)) 0raz (Y1, ¥2, »-..» Ym) S& probkami (xi, X, ,..., X») oraz (y;,
¥2, 5---» Ym) PO uporzadkowaniu w ciagi niemalejace.



110 Podstawy badan inzynierskich

2) Oblicza si¢ wartosci statystyk mierzace odlegtos¢ miedzy dystrybuantami
F.(x) 1 Gn(y) w jeden z nastgpujacych sposobow:

D; ., =sup(G,, (x) - F, (x)), (5.64)
D;, =-inf (G, (x)-F, (x)), (5.65)
D, =sup|G,, (x) - F, (x)|. (5.66)

W praktyce statystyki (5.64), (5.65) 1 (5.66) oblicza si¢ za pomoca wzoroéw:

Dy =m_a_x(-:'-— F, (Y(JJ)]= m.a.x(Gm(x(i)) _i} (5.67)
luj=ml m 1<i<n n
) | .
Dy = ",‘?"[Fn Vi) = J—]=mﬁx[l‘Gm(x(i))J’ (5.68)
l=jsm m I<izn\ n
D, .. =max(D:,.D; ) (5.69)

3) Obliczona wartos¢ statystyki D, porownuje si¢ z wartoscia krytyczna
D, .. () dla poziomu istotnosci a oraz dla n i m, obliczong ze wzoru:

dym (@)
. ;

n.m

D, . (a)= (5.70)

gdzie d, m(a) 1 kym 53 liczbami catkowitymi odczytanymi z tablicy 15.17 wartosci
krytycznych testu Smirnowa.

4) Jezeli zachodzi warunek:
D, ;i sD, (o), (5.71)

to weryfikowana hipoteza jest prawdziwa. Jezeli zas:

D, > Dy nl) (5.72)

hipotezg t¢ odrzuca sig.



WYZNACZANIE CZYNNIKOW
NA WEJSCIU OBIEKTU BADAN

W rozdziale | przedstawiony zostal schemat cybernetyczny zlozonego
obiektu badan wraz z okreslaniem zbioru czynnikow: wejsciowych, wyjscio-
wych, statych i zaklécajacych. W celu poprawnego opisu badanego obiektu
nalezy uwzgledni¢ wszystkie czynniki wejsciowe majace wplyw istotny, w sen-
sie statystycznym. Z drugiej strony, ze wzglgdu na pracochtonnos¢ 1 koszty
badan, nalezy wyeliminowa¢ czynniki nieistotne. Eliminacji nieistotnych czyn-
nikéw wejsciowych mozna dokona¢ wykorzystujac jeden z nastgpujacych spo-
sobow:

1) Wykonuje si¢ badania zgodnie z wybranym planem poliselekcyjnym, a
nastgpniec w wyniku analizy statystycznej wynikow eksperymentu,
eliminuje si¢ nieistotne wspoétczynniki rownania regresji za pomoca testu f
Studenta (pkt. 12.11). Sposéb ten z uwagi na koszty badan stosuje si¢ dla
niewielkiej liczby czynnikéw wejsciowych (najczgsciej S<5), w przypadku
braku przestanek o mozliwosci ich nieistotnego wplywu.

2) Badania dzieli si¢ na dwa etapy: badania rozpoznawcze (eliminujace) i
badania wlasciwe. Eliminacji dokonuje si¢ stosujac metody doswiadczen
eliminujacych, opartych gléwnie na programach randomizowanych. W pro-
gramach tych zastosowano koncepcj¢ losowosci badan, ktora jest gwarancja
ich reprezentatywnosci. W takim przypadku proba jest beztendencyjna i na
jej podstawie mozna wnioskowaé o populacji, czyli o rzeczywistym obiek-
cie badan. Otrzymane wyniki badan poddaje si¢ analizie statystycznej
eliminujac czynniki nieistotne. Funkcjg¢ regresji badanego obiektu wyznacza
si¢ nastgpnie z badan wlasciwych, zrealizowanych zgodnie z innym planem,
najczgsciej poliselekcyjnym. Sposob ten stosuje si¢ najczesciej dla obiek-
tow o wigkszej liczbie czynnikow wejsciowych (S>5).

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang programy najczesciej sto-
sowane w badaniach rozpoznawczych - eliminujacych. Oznaczenie poszczegol-
nych programéw randomizowanych przyjeto zgodnie z propozycja Z. Po-
lanskiego [51, 52]. Podano réwniez przykiad wykorzystania jednego z pro-
gramow randomizowanych do oceny istotnosci wplywu czynnikéw wej-
sciowych wybranego obiektu badan. Nastgpnie podane zostang sposoby zmnie-
jszania liczby czynnikéw badanych, ktore istotnie wplywaja na czynnik
wynikowy, poprzez tworzenie liczb bezwymiarowych, w metodzie analizy wy-
miarowe;.
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6.1. Badania rozpoznawcze

W celu ustalenia istotnosci wplywu jednego czynnika wejsciowego lub kilku
czynnikéw wejsciowy na czynnik wynikowy nalezy przeprowadzi¢ odpowied-
nic badania rozpoznawcze. W celu minimalizacji liczby tych doswiadczen na-
lezy przeprowadzi¢ je zgodnie z planem, spelniajacym okreslone warunki. Do
planéw tych naleza:

e plany randomizowane,

* plany statyczne, zdeterminowane czg¢sciowe (nasycone 1 przesycone).

Wyczerpujacy wyklad na temat planéw randomizowanych (zwanych
rowniez planami losowymi) znalez¢ mozna w monografiach [48, 51, 52]. Kon-
cepcja randomizacji, czyli “ulosowienia” pewnych programow zostala
zapoczatkowana przez Fishera w latach dwudziestych XX wieku. Efektem
badan opartych o plany randomizowane nie jest funkcja obicktu badan, lecz
jedynie ustalenie jej postaci jakosciowe;).

W niniejszym punkcie omowiono trzy grupy programow, najczesciej sto-
sowanych w badaniach rozpoznawczych. Dwie nastgpujace grupy, ze wzglgdu
na liczbg¢ jednoczesnie mozliwych do analizy czynnikow wejsciowych, sta-
nowig programy randomizowane:

Grupa I obejmuje programy zwiazane z analiza wariancji:

1. Program statyczny randomizowany kompletny. Przeznaczony jest do
oceny wplywu jednego czynnika wejsciowego na czynnik wyjsciowy.

2. Program statyczny randomizowany blokowy. Przeznaczony jest do
jednoczesnej oceny wplywu dwoch czynnikdéw wejsciowych na czynnik
wWyjSclowy.

3. Program statyczny randomizowany kwadrat lacinski. Przeznaczony
jest do jednoczesnej oceny istotnosci wplywu trzech czynnikow we-
jSciowych na czynnik wyjsciowy.

4. Program statyczny randomizowany prostokat Youdena. Przeznac-
zony jest do jednoczesne] oceny istotnosci wplywu trzech czynnikow
wejsciowych na czynnik wyjsciowy.

5. Program statyczny randomizowany kwadrat grecko-lacinski.
Przeznaczony jest do jednoczesnej oceny istotnosci wplywu czterech
czynnikow wejsciowych na czynnik wyjsciowy.

6. Program statyczny randomizowany szeScian lacinski. Przeznaczony
jest do jednoczesnej oceny istotnosci wplywu czterech czynnikow we-
jsciowych na czynnik wyjsciowy.

Grupe II stanowi program randomizowany pod nazwa bilans losowy, stuzacy
do oceny istotnosci wpltywu dowolnej liczby czynnikow i efektow ich interakcyi
na czynnik wynikowy.
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Grupa III obejmuje programy statycznie zdeterminowane czg¢g$ciowe (nasycone
1 przesycone), ktore sa przydatne do oceny istotnosci wplywu wielu czynnikéw
wejsciowych na czynnik wynikowy. Programy te nie s3 programami random-
izowanymi, ale sa stosowane w badaniach rozpoznawczych. W niniejszym
rozdziale przedstawione zostaly programy Placketta-Burmana, ktore shuza do
oceny istotnosci wpltywu praktycznie dowolnej liczby czynnikow.

Poszczegolne programy beda dalej szczegdtowo przedstawione.

6.2. Program statyczny randomizowany kompletny

Program statyczny randomizowany kompletny shuzy do badania istotnosci
wplywu jednego czynnika badanego na jeden czynnik wynikowy. Jest to naj-
prostszy program randomizowany. Podstawowa zasadg programu randomizow-
anego kompletnego jest losowe (przypadkowe) przyporzadkowanie wartosci
czynnika wynikowego okreslonym wartosciom czynnika badanego. W tym celu
wykorzystuje si¢ liczby (cyfry) losowe.

Okreslenie istotnosci wplywu czynnika badanego na czynnik wynikowy,
przy wykorzystaniu programu statycznego randomizowanego kompletnego, jest
realizowane wedlug nastgpujacego schematu:

1) Przyymujemy n wartosci badanego czynnika x z przedziatu jego zmiennosci:

(6 S SR — N
2) Przyymujemy liczbg powtdrzen ry, k=1,2, ..., n pomiaréw dla poszczegélnych

wartosci czynnika badanego:

r, — dla wartosci x=x,,
r, — dla wartos$ci x=x;,

r, — dla wartosci x=x,.
Zatem liczba N pomiarow dla programu jest okreslona wzorem:

n
N:;Zurk =n+r,+..+n +..+r1,.

W przypadku szczego6lnym, gdy liczba powtorzen jest jednakowa: r=r, otr-
zymuje si¢:  N=nr.

Przyjmiymy dalej nastgpujace warunki: rn=3, =2, r;=4. Wowczas:
N=3+2+4=9.
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3) Oznaczamy kolejne doswiadczenia kolejnymi liczbami naturalnymi: 01-02-
03-04-05-06-07-08-09.

4) Wybieramy dowolny ciag liczb losowych, tylu cyfrowy, ilu cyfrowa jest lic-
zba N. Nastgpnie losowo, np. za pomoca tablic statystycznych, przy-
porzadkowujemy poszczeg6lne doswiadczenia odpowiednim wartosciom
czynnika badanego. Poczatek wybranego ciagu liczb z tablicy 15.18 jest

nastepujacy:

15-85-47-13-10-05- ... -78-42-04-77-40-69-26-55-06-50-68-31-59-59-72-
... =39-52-01-51- ... -22-97-07-79- ... -21-88-08-40-84- ... -21-46-03-60-39-
... =62-32-02-23-15-23-67-09-

Liczby odpowiadajace oznaczonym numerom doswiadczen pogrubiono.
Pozwala to na nastgpujace losowe przyporzadkowanie doswiadczen war-
tosciom czynnika badanego x:

05-04-06 dla x=x, (r;=3),
01-07 dla X=Xz (l‘2=2),
08-03-02-09 dla x=x3 (r;=4).

Odpowiadajacy takiemu przyporzadkowaniu schemat pomiaréw przedstawia
rysunek 6.1.

>

n =3 l’z=2 I3 =4

Rys. 6.1. Przykiadowy schemat programu statycznego randomizowanego
kompletnie przy zalozeniu r;=3, r,=2, rs=4 oraz n=3.

5) Wyniki badan realizowane zgodnie ze schematem programu (rys. 6.1) przed-
stawiamy tabelarycznie [48]:
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Tablica 6.1
) Numer doswiadczenia Suma Srednia dla
wynikow poszczegolnych
; 1 2 3 4 . ie g . =
1 doswiadczen |poziomow
1 Yii Yi2 yi3 Zl: Vi Yi
: =1
Poziom ;
czynnika 2 Y21 Y22 Y23 > Y2 Y,
badanego =l
X 3 —
3 Y31 Y32 Y33 > Ys, Y3
=1
Dla calosci doswiadczen n=35 y
2hy
1=1 j=

Wartosci srednie w tablicy 6.1 obliczamy ze wzorow:
e dla i-tego poziomu czynnika badanego:

— 1 &
Yi :‘—ZYq s

I, =1

e dla calosci doswiadczen:

S, =

| 1
ni=i n =l =1

n=3 T-I

y= Yij -

6) Analizujemy hipotez¢ o braku wplywu poszczegoélnych poziomoéw czynnika
badanego x na czynnik wynikowy y. W tym celu buduje si¢ nastgpujaca ta-
blicg 6.2 analizy wariancji [48].

Tablica 6.2
Liczba Sredni Wartosc
Nazwa Suma kwadratow stopni kwadrat testu
swobody f s F
Migdzy o2 2 =N- 2 SMU s?
ukladami MU Smu "_griyi - Ny famu=N-1 SMu =T F:S;{U
Wu
Wewnatrz BB o B 3 N
ukladow WU | Swo =22y, —2ry0 (N, 0 Sey
N-n
Reszta R n o
i=1 j=1
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7) Na podstawie analizy przedstawionej w tablicy 6.2 akceptujemy badz odrzu-
camy hipotez¢ postawiong w pkt. 6. W tym celu obliczong wartos¢ testu F
nalezy porownac z wartoscia krytyczng F(a,r,r;) testu F Fishera-Snedecora,
ktorg odczytuje si¢ z tablicy 15.6 dla przyj¢tego poziomu istotnosci o oraz
obliczonych liczb stopni swobody r=fyw 1 rs=fwy. Jezeli F> F(a,r,r;) to
zalozona hipotez¢ nalezy odrzucié, czyli, ze czynnik badany x ma wplyw
istotny na czynnik wynikowy y. W przypadku przeciwnym F<F(a,r,r;)
mozna przyjaé hipotezg¢ o braku wptywu czynnika x na czynnik wynikowy.

6.3. Programy statyczne randomizowane blokowe

Program statyczny randomizowany blokowy jest bardziej efektywny od pro-
gramu statycznego randomizowanego kompletego, gdyz pozwala na oceng
wplywu dwoch czynnikéw badanych x, i x; na czynnik wynikowy y. Przyjmuje
si¢ tutaj wstgpne zalozenie, ze wplyw czynnika x, jest istotny. Bada si¢ nato-
miast istotno$¢ wplywu czynnika x, z uwzglednieniem mozliwych oddzialywan
czynnika x,. Cecha charakterystyczng programéw randomizowanych bloko-
wych jest ich podziat na bloki. Przy tym wyrdznia si¢ nastgpujace plany:

e plany blokowe kompletne,

e plany blokowe zrownowazone niekompletne,

e plany blokowe czgsciowo zrownowazone nickompletne.

6.3.1. Program statyczny randomizowany blokowy kompletny

Zaklada sig, ze badane czynniki x, i x, bgda przyjmowaly n; i n, pozioméw.
Dla kazdego zestawu wartosci czynnikow x, 1 X, realizowany bedzie tylko jeden
pomiar. Przy takich zalozeniach plan radnomizowany blokowy kompletny ma
postac jak na rysunku 6.2. Realizacja badan wedlug tego planu wymaga wyko-
nania N=n;n, doswiadczen. Wyniki doswiadczen wygodnie jest przedstawi¢ w
postaci tabelaryczne;j (tablica 6.3).

Tablica 6.3
j Poziomy czynnika x, Srednie dla wierszy
i 1 2 n; ?iw
' 1 Y Yi2 Yin2 ¥iu
Poziom —
czynnika 2 Y21 Y22 = Y2n2 Y
X
n Yaur | Ymiz | o | Ynin2 Vi
Srednie dla kolumny Ve | Yo | | V.p | Srednia z doswiadczen y
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Rys. 6.2. Plan statyczny randomizowany blokowy kompletny.

Wartosci srednie w tablicy 6.3 oblicza si¢ ze wzorow:
e dla wierszy:

e dla kolumn:

e dla calosci doswiadczen:
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Hipotezg dotyczacy istotnosci wplywu czynnikéw x, 1 x, przeprowadza si¢
za pomoca testu F wykorzystujac tablicg 6.4 analizy wariancji [48]. Sposob
postgpowania jest identyczny jak opisany w pkt. 6.2.

Tablica 6.4
Liczba Sredni Wartosc
Nazwa Suma kwadratow stopni kwadrat testu
S swobody s? F
f
Czynnik x n, 2
. e : Sx =n2 ?lz ——N?z fxl =Ill -1 si o SX‘ F = S)u
. i=1 ' n, -1 g2
R
Czynnik x n 2
? le =n, :?JZ -N)_Jz fx, =n, -l Si — le B Sx,
i=1 DY U e T
R
Bilad m Ny g _
. SR=_Z' Yizj"nz_zyiz'*' fr =(n; -Dx
i=1 j=I1 i=1
e ' (n, -1 L o
_nz_z:lif - nln??2
j:
Suma S=S, +S, +S; f=nn,-1 _ s

6.3.2. Program statyczny randomizowany blokowy niekompletny
zréwnowazony i cze§ciowo zro6wnowazony

W celu dalszego wzrostu efektywnosci programéw randomizowanych
blokowych wprowadza si¢ programy zawierajace bloki niekompletne, tzn., ze
liczbe doswiadczen w kazdym bloku ogranicza si¢. Programy te zaleca si¢ sto-
sowa¢ przy duzej liczbie wartosci (poziomoéw zmiennosci) czynnikow
badanych. Przy czym jezeli nastgpuje dowolne przyporzadkowanie roznych
wartosci czynnika x;, oraz dowolnym wartosciom czynnika x,, to bloki s3
niezrownowazone. Na rysunku 6.3 pokazano przyklad programu blokowego
niekompletnego zréwnowazonego Zalozono zmiang poszczegélnych czyn-
nikow odpowiednio na dziewigciu i szesciu poziomach: n;=9, n;=6. Czyl reali-
zacja planu blokowego kompletnego wymagataby wykonania N=54
doswiadczen (kotka pojedyncze). Realizacja planu blokowego niekompletnego
zrownowazonego wymaga wykonania jedynie 18 doswiadczen (kotka pod-
wojne).

Program blokowy niekompletny zrownowazony charakteryzuje si¢ nastg¢pu-
jacymi cechami:

e dowolna para wartosci czynnika x, wystegpuje jednakowa liczbg n, razy

(tutaj raz — npy=1),
e kazdy blok obejmuje jednakowg liczbg wartosci czynnika x; (tutaj trzy),
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e kazda wartos¢ czynnika badanego x; wystgpuje w tej samej liczbie
blokow (tutaj dwa).

X4

| «{&
B

e

LB |

X —»

Xi2 >

Xin

Xia >

Xus

Xus >

xin |7»

Xus

Xue >

OO0 O OO O 0O O+
Q000 O O O O OH
OCOO0O OO O OO«

OO0 OO0 0O 0 0O O O

O000 000 O0O0
0000 00 00O

Rys. 6.3. Przykiad planu randomizowanego blokowego niekompletnego
zréwnowazonego.

Szczegdlnym przypadkiem planéw blokowych niekompletnych zréwno-
wazonych sa plany blokowe niekompletne symetryczne zrownowazone, dla
ktorych n,=n,.
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Plan blokowy mozna zapisa¢ w postaci tablicy. Liczbami w kolumnach
k=1,2,3, ..., n, oznacza si¢ kolejne wartosci czynnika badanego x, uwzgledni-
ane w planie. Przykladowo, plan wedlug rysunku 6.3 zapisuje si¢ w postaci
tablicy:

W N -
o) WU I =N
O 00
~N &5 -
00 Lh BN
O N W

Dalsze zmniejszenie liczby doswiadczen prowadzi do planéw blokowych
czgsciowo zrownowazonych niekompletnych. Plany te zachowuja cechy
planu blokowego nickompletnego zréwnowazonego, przy czym plany
czgsciowo zrownowazone nie s3 charakteryzowane jedna wartoscig liczby
n,=const, lecz kilkoma liczbami (ogélnie m liczbami).

6.4. Programy statyczne randomizowane kwadratowe

Programy statyczne randomizowane kwadratowe pozwalaja na ocen¢ istot-
nosci wplywu na czynnik wynikowy wigcej niz jednego czynnika badanego. Do
najczesciej stosowanych planéw kwadratowych zalicza sig:

e program statyczny, randomizowany kwadrat lacinski, ktory pozwala na

jednoczesng analizg istotnosci wpltywu trzech czynnikow,

e program statyczny randomizowany kwadrat grecko-tacinski, pozwala-

Jacy na jednoczesng oceng istotnosci wplywu czterech czynnikow.

6.4.1. Program statyczny randomizowany kwadrat lacinski

Programy statyczne randomizowane kwadraty lacinskie lub krotko kwadraty
lacinskie buduje si¢ wedlug nast¢pujacego schematu:

1) Przyjecie poziomu zmiennosci czynnikéw badanych. Przykladowo jezeli
kazdy z czynnikéw badanych begdzie przybieral trzy wartosci, zbudowany
kwadrat lacinski bgdzie mial wymiar 3x3. Przy zmiennosci czynnikow na
czterech poziomach — wymiar 4x4, itd.

2) Losowy dobér kwadratu lacinskiego. Najprostszym kwadratem lacinskim
Jest kwadrat o wymiarach 3x3. Pewne trzy wielkosci A, B i C uklada si¢ w
kwadrat o trzech kolumnach i trzech wierszach. W kazdej kolumnie i w
kazdym wierszu wystgpuja zawsze trzy wielkosci. Punktem wyjscia
losowego doboru kwadratu lacinskiego jest sporzadzenie kwadratu zredu-
kowanego, w ktorym pierwsze litery pierwszego wiersza i pierwszej
kolumny uszeregowane sa w porzadku alfabetycznym. Przykladowo dla
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kwadratu o wymiarze 3x3 kwadratem zredukowanym jest nastg¢pujacy
kwadrat:

A B C
B C A
C A B

Przyjmujemy, ze kazdy z wierszy reprezentuje wartosci jednego czynnika
badanego, np. x,, a kazda z kolumn reprezentuje wartosci innego czynnika
badanego, np. x,, za$ oznaczenia literowe A, B i C odpowiadajq wartosciom
czynnika badanego x;. Nastgpnie korzystajac z tablicy liczb losowych
przestawiamy wiersze i kolumny kwadratu. Przykladowy otrzymany kwadrat
przedstawia tablica 6.5.

Tablica 6.5
Czynnik x,
>
X X2/2 X3
X1 A C B
)
’é X1 B A &
O X113 c B A

Otrzymuje si¢ w ten sposob program randomizowany kwadrat lacinski 3x3,
ktory graficznie przedstawiono na rysunku 6.4. Program ten wymaga realizacji
tylko N=3x3xr=9r pomiarow, gdzie r jest liczba pomiaréw paralelnych (pow-
torzen).
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Xi

<

X2

\ 4

Rys. 6.4. Program statyczny randomizowany kwadrat tacinski 3x3.

Wyniki badan rozpoznawczych zrealizowanych zgodnie z opracowanym pro-
gramem poddaje si¢ analizie statystycznej. Przedstawiony schemat obliczen

opracowany zostal na podstawie pracy [48].

1) Przedstawienie wynikéw badan. Wyniki badan przedstawia si¢ tabe-
larycznie (tabl. 6.6).

Tablica 6.6

X2 Suma dla
X| : = i wierszy W,,
A C B
l Yin Yi21 Yia
. . . W,
Yiir Yior Yi3r
B A C
2 Yan Y221 Y231
, . . W,
Yaur Yaar _Va3r
(4 B A
3 Yan Y321 Y331
. . . W;
Yiir Y3ar Yaar
Suma dla
kolumn K, K K, Ks Suma ogoélna
Euma dla liter L, L, L G
L
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a) obliczenie sumy dla wierszy:

ww =yw]] +"'+ywlr +y“r21 +'"+Yw2r +y“'3l +'”+Yw3r= W=l._.2,3,
b) obliczenie sumy dla kolumn:
Ki=Ym Y ¥ Yo +-FYor V3 +o-+ Y k=123,

obliczenie sumy dla liter. Dodaje si¢ do siebie wyniki badan realizowanych
w warunkach okreslonych przez odpowiednie litery A, B 1 C. Zatem:

La=ym+otYur +¥om +oo+ Yo + Yo+ 4+ Y,
L=y + o+ Y +¥o +oot Yo, + Yo+t Yoo,

Le=yim+ o+ Y +Ym +ot Yo Yo+ + Vi
d) obliczenie sumy ogolne;j:

3 3
G=3W,=3K,=3L, .

1 k=1 L=A

2) Budowa tablicy analizy wariancji. Korzystnie jest budowg tablicy warian-
cji (tabl. 6.8) poprzedzi¢ budowg tablicy pomocniczej (tabl. 6.7).

Tablica 6.7
N SZ 2 2 2
Z y 2 = S_z S= §__ o %
n=1 p p p 1p
P 5 w2
Wiersze »E]ww S. = \E:ww G?
p Yoo :
, ) - G2 p
Viir + Yoy + - 2 ) 2
Kolumny palial KZ=1KK P S IEIKK G?
P o
2.2 P2
Litery zLy 5 o Il
P "o
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Tablica 6.8
Suma | Liczba stopni | Sredni kwadrat Wartosé
Zrédto zmiennosci | kwadratéw |  swobody s* testowa
S f F
Wiersze W Sw fw=p-1 3, = i_w F, = _S_:;\y_
w Sg
Kolumny K Sk fx=p-1 Sx = Sk E %
fy K Sk
thery L SL fL=p-l Si s i E = i
f, 2 ]
Wzajemne e 2 S S:
oddziatywania Swikat fwaoa=(-Dx | s3500 = fm Fango “;QL
WxKxL x(p-2) WxKxL R
Blad Sk fr=p*(r-1) o wi% —
fR
Suma S f=p2r_1 — —
a) Obliczenie sumy ogolne;j:
S— S(WKL)* G’
r mp?’

gdzie:
S(WKL)? =y}, + ..+ Yo, + Vo + ot Yo+ Yo + o+ Y5
b) Obliczenie sumy kwadratow wzajemnego oddziatlywania:
Swact =S—Sw =S¢ -S,,
c¢) Obliczenie sumy kwadratow bledu:

_ S(WKL)?

N 2
SR =2y
n=1 r

3) Analiza istotnosci.

a) Sprawdzenie adekwatnosci zalozonego modelu liniowego

przez

porownanie wartosci Fuxka 2z wartoscia krytyczna Fo, ., Fishera-
Snedecora odczytana z tablicy 15.6. W przypadku gdy Fg . 2>Fwxkx
efekty interakcji wystgpujace migdzy wierszami, kolumnami i literami
mozna pomina¢. Oznacza to, ze przyjety model liniowy jest prawidiowy.
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Mozliwa jest zatem dalsza analiza istotnosci wplywu czynnikow
badanych x;, i=1,2,3 na czynnik wynikowy y. Jezeli zachodzi warunek
Foann<FwxkxL, Oznacza to, ze efekty interakcji odgrywajq rolg¢ istotng i
dlatego przyjety model liniowy jest niewlasciwy z punktu widzenia
statystyki matematycznej. Wowczas analiza istotnosci wplywu jest
nieuzasadniona.

b) W przypadku stwierdzenia nieistotnosci wplywu interakcji sprawdza si¢
istotno$¢ wplywu czynnikow. W tym celu wartosci statystyk F' z ta-
blicy 6.8 porownuje si¢ z wartoscia krytyczng Fu; ., testu F' Fishera-
Snedecora. Jezeli Fy ) n2Fwxkx WOWwczas czynniki nie wplywajq istotnie
na czynnik wynikowy. Jezeli natomiast Fq ;) »<Fwxkx. analizowane czyn-
niki wplywaja w sposob istotny na czynnik wynikowy.

6.4.2. Program statyczny randomizowany kwadrat grecko-lacinski

Program statyczny randomizowany kwadrat grecko-tacinski pozwala na jed-
noczesng oceng istotnosci wplywu na czynnik wynikowy y czterech czynnikow
badanych x;, i=1,2,3,4, przy czym kazdy z nich wyst¢puje na p poziomach.
Zaklada si¢ przy tym a priori nieistotno$¢ wplywu interakcji czynnikow
badanych na czynnik wynikowy. Moze to prowadzi¢ do wystgpowania trudnych
do okreslenia bledow takiej oceny.

Kwadrat grecko-lacinski rzedu pxp buduje si¢ z dwoch ortogonalnych
kwadratow lacinskich, przy czym w celu ich odréznienia, w jednym z nich
zamienia si¢ cyfry na litery alfabetu lacinskiego, a w drugim zamienia si¢ cyfry
na litery alfabetu greckiego. Po ich polaczeniu (nalozeniu) otrzymuje si¢
kwadrat grecko-lacinski. W tablicach statystycznych podawane sda zbiory
kwadratow ortogonalnych, np. rzgdu 3x3, 4x4, 5x5, 7x7, 8x8 1 9x9. Przyklad-
owo na rysunku 6.5 pokazano konstrukcj¢ kwadratu grecko-facinskiego rzg¢du
5x5. Ortogonalnos¢ kwadratu tacinskiego sprawdza si¢ w ten sposob, ze po ich
nalozeniu kazda litera jednego kwadratu tworzy jedng i tylko jedng par¢ z kazda
litera drugiego kwadratu.

A | B |C|D|E v B Y o €
B C D E A Y ) € (v B
e,

C | D|E | A B € (v B Y )
<4+—

D|E | A | B | C B Y 8 € o
E | A B | C | D ) € a B Y
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Aa Bp Cy D& Ee
By Cd De Ea Ap
Ce Da EpB Ay B&
DB | Ey | A5 | Be | Ca
ES Ae Ba Cp Dy

Rys. 6.5. Konstrukcja kwadratu grecko-tacinskiego rzedu 5x5 z dwoch
ortogonalnych kwadratow oznaczonych literami {acinskimi i greckimi.

Schemat obliczen:

1) Przedstawienie wynikow obliczen w formie tablicy (tabl. 6.9).

Tablica 6.9
X) 5 Suma wedlug
wierszy W,
X2 A
1 Ao Bp Cy Db Ee W,
Yn Y2 Y3 Yi4 Yis
2 By Cd De Ea AB W,
Y21 Y22 Y23 Y24 Yas
3 Ce Da EB Ay B& W,
Y31 Y32 Y33 Y34 Yas
4 DB Ey Ad Be Ca W.
Ya Ya2 Ya3 Yas Yas
5 Ed Ae Ba CB Dy W,
Ysi1 Ys2 Ys3 Ys4 Yss
Suma wedhlg K1 Kz K3 K4 K5
kolumn Ky Suma ogoélna G
Suma Lg LA LB LC I-tD LE
Suma L L LB LY L5 Lx-:
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2) Budowa tablicy pomicniczej (tabl. 6.10)

Tablica 6.10

N 2 2 2 2
>y? = | & 5,
n=1 p P p
%wz 4 w2
Wiersze . 2—1 v G2
= g, = 3
p P p’
p p
. K2 2
Kolumny E, X S E,Kk _G*
k™ 2
P
Y+ iz + L G—2 Ep -
Lite zLi 2 AT
tacis rg I=A P g, —I=A G”
=
acinskie D D p?
> L2 5 L
thery il _ge GP
greckie S, = =
p p P
3) Budowa tablicy analizy wariancji (tabl. 6.11)
Tablica 6.11
Zrodlo Liczba stopni Sredni Wartos¢
zmiennosci Suma kwadratow swobody kwadrat testowa
S f s* F
Wiersze W S fp-l 2= g _se
fw v S;
2
Kolumny K Sk fi=p-1 s? = i_k F, = STI:
k Sk
thery Sq ﬁ=p-1 slz = ..S_I B = _S_i_
facinskie f, I s2
Litery greckie Se fe=p-1 g2 = i%_. F - S:
B fg g ST
R
Blad Se=S:-Su-S-S-S; |fi=(p-D(P-3) |2 = i_R —
R
Suma G?
S.=Xy*- “pT —_ e —
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3) Analiza istotnosci. Analiz¢ istotnosci wplywu poszczegoélnych czynnikéw na
czynnik wynikowy przeprowadza si¢ analogicznie do przedstawionej w p. 6.4.1.

6.5. Program statyczny randomizowany szescian lacinski

Program statyczny randomizowany szescian lacinski pozwala na jed-
noczesng oceng istotnosci wplywu na czynnik wynikowy y czterech czynnikow
badanych x;, i=1,2,3,4, przy czym trzy sposréd nich wystgpuja na p poziomach,
natomiast jeden na p’ poziomach. Zaklada si¢ przy tym a priori nieistotnos¢
wplywu interakcji czynnikéw badanych na czynnik wynikowy. Moze to
prowadzi¢, podobnie jak to mialo miejsce w przypadku kwadratéw grecko-
tacinskich, do wyst¢gpowania trudnych do okreslenia blgdow takiej oceny.

Przyklad szescianu lacinskiego o wymiarach 3x3x3x9 przedstawia ry-

sunek 6.6.
A
poziom 3-X; m
) (=)
Xa
poziom 2-X; /’; W /’; 1/’;
X2
»

A

Rys. 6.6. Szescian tacinski o wymiarach 3x3x3x9 [48].

Szescian ten mozna rozlozy¢ na trzy kwadraty facinskie wedlug dowolnego
analizowanego czynnika. Przyjmijmy, ze tworzymy 3 kwadraty wedtug zmien-
nej Xs:

e dla poziomu | czynnika x; — tablica 6.12,

e dla poziomu 2 czynnika x; — tablica 6.13,

e dla poziomu 3 czynnika x; — tablica 6.14.



6. Wyznaczanie czynnikéw na wejsciu obiektu badan 129

Wzory na sumy dla wierszy, kolumn oraz sumy ogoélnej s3 identyczne jak dla
programu statycznego randomizowanego kwadrat facinski. Tablica pomocnicza
(tabl. 6.15) przedstawia dalszy tok obliczen i1 niezbedne wzory do sporzadzenia

tablicy analizy wariancji (tabl. 6.16). Otrzymane wartosci testow F Fishera-
Snedecora porownuje si¢ z wartoscia krytyczna odczytang z tablicy 15.6.

Tablica 6.12

X2 Suma dla
X21 X21 X21 .
X WICTSZY
- X4 X42 X43 S}I
Y Y2 Y3
X1z X45 X46 Xa4 S: "
Ya Ys Y6
X13 X49 X47 Xag Si
y7 ys Y9
Suma dla : | | Suma ogoélna
kolumn Sa S» Sz G,
Tablica 6.13
X, Suma dla
X21 X2 X2 .
X) wierszy
- Xa4 Xas X6 S%
Yio Y11 Yi2
% Xag Xa9 X47 SZ
Y13 Y14 Yis
X13 Xa3 Xa) X42 S,23
Yis6 Y17 Yis
Suma dla Suma ogolna
S? S?2 S?
kolumn 21 2 23 G,
Tablica 6.14
X, N < < Suma dla
X 4 2 2 WIEISzy
% X47 Xas X49 &
Yio Y20 Y21
s Xa2 X3 X4 S},
Y22 Y23 Y24
X1s X446 Xa4 Xas S,
Y2s Y26 Y27
Suma dla Suma ogolna
3 3 3
kolumn S S2 S G;
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Tablica 6.15
N 2 Q2 2 2
2 S S G S 2
Zmienne | 2Yn iy — e S__z_G_a
wel P p PP
§__12__S|21+Slzz +S]23 S i_G_z
Xi 2 2 9 17 2 3
2 | P P G PP
YI —T -
P
+ 2 2 2 2 2
S: S5, +S5, +S S 2
X3 ; | ==—2—2 B! (G,+G,+G,)* | S —i—G—3
Y2 | p P = 3 p* p
+ P
S} 53 +55 +5; . S g
X —_— = — —
3 + pz p2 3 p p3
2
Y3 2 2 2 2
Ss Siu+..+S; g S G2
%4 e e SN (8
p p 41 p p3
Tablica 6.16
’ Suma kwadratow | Liczba sto- Sredni Wartos¢
Zrédlo zmiennosci S pni swobody | kwadrat testowa
f s’ F
X S, fip-l  [s?=3 |p oS0
f, l Sy
2
X2 Sz f2=p-l 5% :S_2 F2 _S_2
f, S:
2
X3 S3 f3=p-l Sg — ,S_B'_. F3 - S_3
f S:
2
X4 S4 f4=p2-l si = S_4 F, = S_:
f, Sz
Blad R Sx=5-51-5:-5:-S4 Geffi g2 = i_n o
R
Suma 2
§=3yr-2 fp™-1 — —
n=l p3
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Whnioskowanie o istotnosci wplywu danego czynnika badanego na czynnik
wynikowy jest identyczne do przedstawionego w p. 6.4.1.

6.6. Program statyczny randomizowany prostokat Youdena

Program statyczny randomizowany prostokat Youdena przeznaczony jest do
oceny istotnosci wplywu trzech czynnikow badanych x;, 1=1,2,3 na czynnik
wynikowy y. W programie tym, w przeciwienstwie do kwadratu lacinskiego,
nie jest konieczne, aby wszystkie analizowane czynniki mialy takie same liczby
pozioméw. Prostokat Youdena stanowi niepelny program statycznego rando-
mizowanego kwadrat lacinski, ze wzglgdu na rézng liczb¢ poziomoéw czyn-
nikow w wierszach i1 kolumnach. W przypadku prostokata Youdena oceng istot-
nosci wptywu badanych czynnikéw mozna jednak uzyskaé przy mniejszej licz-
bie pomiaréw. Mozliwa jest tutaj rowniez ocena wplywu interakcji.

Przykladowe, najczgsciej spotykane prostokaty Youdena przedstawiono w
tablicach 6.17-6.21.

Tablica 6.17

21 3 2 3 4 5

X3

1 A B C D E

2 B C D E A

3 C D E A B

4 D E A B C
x,=A,B,C,D.E
Charakterystyka prostokata Youdena o wymiarach 5x5x4:
p1=5, p2=5, p3=4, 1.1:4, 1.=3

Tablica 6.18
i 2 3 4 5 6

X3

1 A B & D E F

2 B C D E F A

3 C D E F A B

4 D E F A B C

5 E F A B & D
X|=A,B,C,D,E,F
Charakterystyka prostokata Youdena o wymiarach 6x6x5: p,=6, p,=6,
p3=5, l|=5, A=4.
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Tablica 6.19

=l 7 2 3 4 5 6 7
X3
| A B C D E F H
2 B ¢ D E F H A
3 D E F H A B &
x;=A,B,C,D,E,F. H
Charakterystyka prostokata Youdena o wymiarach 7x7x3: p\=7, p>=7, ps=3,
A‘|=3, A=1.
Tablica 6.20
2 2 3 4 5 6 7
X3
1 A B C D E F H
2 B C D E F H A
& D E F H A B
4 E F H A B C D

x,=A,B,C,.D,EF.H

Charakterystyka prostokata Youdena o wymiarach 7x7x4:

P|=7, P2=7, P3=4, AM=4, A=2.

Tablica 6.21

X2l 2 3 4 5 6 v/ 8
X3

1 A B C D E F H ]
2 B C D E F H ] A
3 C D E F H ] A B
4 D E F H ] A B C
5 E F H ] A B C D
6 F H ] A B C D E
7 H ] A B C D E F

x;=A,B,C,D.E.F.H,J

Charakterystyka prostokata Youdena o wymiarach 8x8x7:

pi=8, p,=8, ps=7, M =7, A=6.

Kazdy z prostokatéw Youdena charakteryzowany jest wymiarami p;Xp.Xps
oraz kontrastem programu A, 1 A, przy czym kontast A, okresla krotnos¢ pow-
tarzania si¢ kazdego poziomu czynnika x, (litery), natomiast kontrast A okresla

krotnos¢ powtarzania si¢ kazdej pary pozioméw (ukiadow dwoch liter).

Kolejnos¢ postgpowania przy ocenie istotnosci wplywu poszczegolnych
czynnikow badanych na czynnik wynikowy zostanie przedstawiona dla




6. Wyznaczanie czynnikéw na wejsciu obiektu badan 133

przykladowego prostokata Yaudena o wymiarach 7x7x3. Wyniki badan
zestawia si¢ tabelarycznie (tabl. 6.22),

Tablica 6.22

X2| 2| 3| 4| 5| 6 | 7 | Sumada
X3 wierszy

W,
Y1 Yi2 Yi3 Yi4 Y15 Yis Y17

2 W,
Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26 Y27

3 W;
Y31 VY32 Y33 Y34 Y3s Y36 Y37
Suma dla K[ Kz K3 K4 K5 Ks K',r Suma
kolumn ,
ogoélna G

Suma dla LA LB Lc LD LE LF LH
liter

Sumy dla wierszy Wy, kolumn Ky, liter L oraz sumg ogolna G oblicza si¢ z
nastegpujacych zaleznosci:

Wi=yntyit ... +yn,
Wo=ya1+ynt ... +ya,
Wi=y31tyst ... tys,
Ki=yntyatys,
Ky=yi2tyntys,
Ks=yi3tyatys,
Ki=y1atyaatyss,
Ks=yistyastyss,
Ke=yi6ty26tyss,
K=yi7tyartyss,
La=yntyartyss,
Le=y12tyatyss,
Lc=yistyatys,
Lo=yistyastys,
Le=yi5tyaatyss,
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Lr=y16ty25tY3s,

Lu=y17ty26tyia,

3
G=XW, =W, +W, +W, .

W=l

Nastgpnie tworzy si¢ dwie nastgpujace pomocnicze tablice 6.23 1 6.24.

Tablica 6.23
i=p, S? G? 5.8 g’
Zmienne f'_tz"’yizj P N - N
i,j=
w2 _Ww _g?
Wiersze 20 G?2 Sw = , N
2 4ytog 492 P2
Yun*tYi Tt Yoo K2 P2Ps 2 o2
K g =——x G~
Kolumny E “ p, N
Tablica 6.24
Poziom |Lp |A L Suma kolumn, w ktoérej wystepuje
CZyn_nika dany poziom czynnika x, (litera) S, =A,L, -S;
x, (litera) L 23 1415 (6|7 |Sumas,;
A La [MLa Ky - |- |- |Ks [ |K7 [Ki+KsHKS S,
B Lg (MLg Ky Ko |- |- |- [Ke |- |[K+K+Ks S.B
C Le (MLe |- K2 K3 |- |- |- K7 [Ke+Ks+K; S..
D Lp MLp Ky - |Ks [Ks |- - |- [Ki+Ks+K, S,
E LE leE - Kz - K4 Ks = - K2+K4+K5 S'E
F |Lr [MLr |- |- [Ks|- [Ks |Ks |- [K3+Ks+Ks S
H Lu MLy - |- |- |Ks|- [Ke |K7 |[KitKetK; Sy
8. =1

Po czym tworzy si¢ tablicg wariancji — tabl. 6.25. Sume¢ kwadratow dla liter
w tablicy 6.25 oblicza si¢ ze wzoru:

38
NA

S, gdzie N

=P2Ps-
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Tablica 6.25

Zrodto Suma kwadratow | Liczba stopni | Sredni Wartosé
zmiennosci S swobody kwadrat testowa
f s’ F
Sw fw=p2-l 2 _ S_w S EV
Wiersze Sw = Fy =—-
w Sk
S Z
SK fK=p2-l 52 s B :SK
Kolumny K f, Fy _s;‘i
S 2
; SL fLﬂL'l si =L F = S_L
Litery f, L 3}21
S
Btad R Sr=S-Sw-Sk-S WK.L 2 _SK
Suma G? 1
S=yy?- =5 f=p.ps- S _

Oceny istotnosci wplywu poszczegolnych czynnikéw na czynnik wynikowy
dokonuje si¢ poprzez porownanie obliczonyh wartosci statystyk F z wartoscia
krytyczna testu Fishera-Snedecora odczytang z tablic 15.6.

6.7. Program statyczny randomizowany “bilans losowy”

Program statyczny randomizowany “bilans losowy” przeznaczony jest do
oceny istotnosci wplywu czynnikow wejsciowych 1 ich interakcji na czynnik
wynikowy. Program ten stosuje si¢ w przypadku, gdy liczba zmiennych wej-
sciowych jest duza (S=5+12), co praktycznie uniemozliwia stosowanie planow
poliselekcyjnych. Program bilans losowy jest planem przesyconym, gdyz liczba
doswiadczen jest mniejsza od liczby okreslanych efektow, czyli liczba stopni
swobody jest mniejsza od zera [16, 48, 52].

Macierz planu dla metody bilans losowy mozna wyznaczy¢ za pomoca jed-
nego z dwoch sposobow [16]:

e planowania calkowicie losowego poprzez wybieranie elementow

kolumn z tablic liczb losowych,

e planowania prawie losowego poprzez losowe zmieszanie dwoch lub

kilku powtorzen utamkowych doswiadczenia czynnikowego.

W celu praktycznego zbudowania macierzy planu eksperymentu postuzymy
si¢ przykladem z pracy [15]. Badana jest istotno$¢ wptywu na okres T trwatosci
wiertet nastgpujacych o$miu czynnikow badanych (x;, 1=1, ..., 8):
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e X - dlugosc¢ czesci robocze) (56,6, 58,7) [mm],
* X - kat przylozenia (10; 20) [stopnie],
* X - kat wierzchotkowy (118; 136) [stopnie],
e X4 - srednica rdzenia (0,81; 0,91) [mm],
* X5 - dlugos¢ scina (0,2; 1,5) [mm)],
* X - szerokos¢ tysinki (0,5;0,7) [mm],
* Xy - chropowatos¢ powierzchni
przylozenia (0,57; 0,81) [pum],
* X - stopien odpuszczenia (wedlug
wskazan austenometru) (-10; 10) (-1,

przy czym w nawiasach okraglych podano wartosci badanego czynnika dla po-
ziomu dolnego (-) 1 poziomu gornego (+).

Zatem na czynnik wynikowy moze oddzialywa¢ w sposéb istotny 8 efektow
liniowych czynnikow badanych i 28 efektow ich interakei.

Macierz planu eksperymentu (tablica 6.26) zbudowano w nastg¢pujacy
sposob. Wszystkie czynniki rozdzielono na dwie czgsci. Z pierwsze] grupy,
zawierajace) czynniki X, Xz, X3 1 X4 zbudowano potpowtorzenie 2*! z kontras-
tem okreslajacym x;x;x3x4=1 (por. pkt. 10.3.2). W podobny sposob zudowano
polpowtorzenie dla drugiej polowy czynnikow. Pierwsze polpowtorzenie po-
zostawiono bez zmian 1 do kazdego wiersza dodano losowo wybrane wiersze
polpowtodrzenia dla drugiej polowy czynnikow. Przy losowym laczeniu wierszy
postugiwano sig¢ tablicami liczb losowych.

Tablica 6.26. Macierz doswiadczenia eliminujqcego [15].
Okres

Numer | Numer

Doswiad-| wiertla Czynniki trwalosci Wartosci
czenia ostrza |skorygowane
T, min
X | X2 [ X3 | Xq | X5 | Xe | X7 | X8 y v I
1 2 3[{4]|5[6|7|8[9]10 11 12
1 37 + |+ = =+ | = |+ | = 10,80 18.6
2 30 + |+l +]+l=]+]+]-= 17,82 10,21
3 45 ||+ -|+|+]|-|+] 909 50
4 31 [—|[-|+|+|+]|-|-|+]| 4200 26.50
5 39 +l=]=|#|=|=1+]= 16,91 921
“ 32 |+ ||+ |- |+]|+]|-]-| 1946 27,26
7 o= =|=|=]=1+]|=]+] 1021 10,21
? Tl=+-+|-]-+]*] 2731 11,81
2 10 [+|-]-|-|-|+|-[+] 454 12.34
10 9O |-+ |+ |+|-|+|-]|-| 3600 20,50
1 4 |+ -|+|=]-]-]+]-] 1220 20,00
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Po zbudowaniu macierzy planu sprawdza si¢ jej przydatnos¢. Macierz jest
przydatna jezeli nie ma w niej dwoch jednakowych kolumn. Macierz nie pow-
inna rowniez zawiera¢ kolumn, ktérych iloczyn skalamy z dowolna inna
kolumna dawalby kolumng¢ o jednakowych znakach, tj. skladajacy si¢ jedynie z
(+) lub (-).

Na podstawie wyznaczonej macierzy planu wykonuje si¢ eksperyment, a
jego wyniki nanosi si¢ na specjalnie budowany wykres, tzw. diagram rozrzutu.
Na osi odcig¢tych nanosi si¢ wszystkie czynniki wraz z ich poziomami zmien-
nosci, a na osi rzgdnych wyniki przeprowadzonych eksperymentéw. Kazdy
czynnik rozpatruje si¢ niezaleznie od innych. Przykladowo na rysunku 6.7
przedstawiono sposob nanoszenia wynikow eksperymentu (tablica 6.26,
kolumna 11) dla czynnika pierwszego — x,. Odcinkami poziomymi 0znaczono
mediany, natomiast klamrg — grupg punktéw wyrozniajacych si¢. Na poziomie
(+) sa trzy takie punkty, dla ktérych warto$¢ y jest wigksza od najwigksze)
wartosci uzyskanej na poziomie (—).

A J 42 "
y
40 4
, 36 - — .
r Punkty wyrdzniajace si¢
30 4
® 2731
20 4
19,46
17,82
| 16,91
— Mediana
12,20
10 4 10,80 10,21
9,09
454 @
0 |

+x]—

Rys. 6.7. Budowanie wykresu rozrzutu.
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Kompletny wykres rozrzutu dla wszystkich wynikéw przedstawia ry-
sunek 6.8. Czynniki istotnie wplywajace na czynnik wynikowy y mozna ok-
resli¢ wizualnie poprzez porownanie ze soba median wartosci czynnika
wynikowego otrzymanych dla dwoch wartosci czynnika badanego, tj. na po-
ziomie wyzszym i nizszym (zaznaczone na wykresie za pomoca poziomych
kresek). Z postaci wykresu wynika, ze najwigksze réznice migdzy medianami
wartosci wynikowych wystapity dla czynnika x4, czyli najwigkszy wplyw na
czynnik wynikowy y maja efekty liniowe wywolane zmienna x4 (osiem punk-
tow wyrozniajacych sig).

30

20

10—

+ x4 - + X2 - +X - + X4 - + Xe - + X7 -

Rys. 6.8. Przykiadowy wykres rozrzutu wynikow eksperymentu w metodzie
bilans losowy [15].

Algorytm ustalania efektu wplywu analizowanych czynnikéw x; na czynnik
wynikowy y jest nastgpujacy.
1. Obliczenie wspolczynnikow B; i a; ze wzorow:
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gdzie:

G - liczba doswiadczen dla ktorych analizowany czynnik znajduje si¢
na gérnym poziomie,

D - liczba doswiadczen dla ktérych analizowany czynnik znajduje si¢
na dolnym poziomie,

g - numer doswiadczenia dla ktorego analizowany czynnik znajduje si¢
na géornym poziomie,

d - numer doswiadczenia dla ktorego analizowany czynnik znajduje si¢
na dolnym poziomie,

Ye » Ya — wartos¢ czynnika wynikowego y odpowiednio w g-tym 1 d-tym
doswiadczeniu,

n — liczba doswiadczen.

Dla czynnika x4 otrzymuje sig:
10,8 +1782+1691+19,46+454+12,2
B, = +
11
2
~9,09+42+10,21+27,31+36 _ 78
H - b ]
2
a, il -39
2

2. W celu wyodrgbnienia nastgpnych istotnych czynnikéw zmiennych dokonuje
si¢ korekty wynikow obserwacji, odejmujac wartosé¢ B; od wszystkich wynikow
badan, dla ktorych analizowany czynnik znajduje si¢ na gérnym poziomie.

Y =Yg —Bi,

Pozostate wartosci y nie ulegaja zmianie. W ten sposob eliminuje si¢ oddziaty-
wanie na wyniki badan juz wychwyconych czynnikow.

Po skorygowaniu wynikéw badan, ponownie buduje si¢ wykres rozrzutu z
pominigciem przeanalizowanego juz i-tego czynnika. Dalszy tok postgpowania
przy okreslaniu efektow liniowych oddzialywania kolejnego czynnika jest
analogiczny do przedstawionego.

W przypadku ustalania wplywu efektow interakcji czynnikow x; 1 x; tok
postgpowania jest nastgpujacy:
1. Buduje si¢ tablicg pomocnicza (tabl. 6.27) do oceny efektoéw powodowanych
przez czynniki x; 1 X; zdwoma wejsciami:
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Tablica 6.27. Tablica pomocnicza.
Szacowane + Szacowane e
czynniki Xi “Xi czynniki X R
¥ Y21 Y3 Yai
Yi2 Y22 Y32 Ya2
+X 2 . -Xj ; :
Yni Yn2 Yn3 Yn4a
nl n2 n3 n4
2 Y 2 Y 2 Y 2 Yax
k=1 k=1 k=1 k=1
- 1 S:' | 1 nzz _ 1 923 - 1 E
e nl k:]y”‘ Ve = n2 k=1y2k Y3 = n3 k:lysk vy = n4 k=IY4k

W analizowanym przykfadzie zbadano wplyw interakcji czynnikow x; 1 Xu,
gdyz dla tych czynnikow wystgpuja najwigksze réznice migdzy medianami
wartosci wyjsciowych. Tablica pomocnicza ma w tym przypadku postac —

tabl. 6.28.

Tablica 6.28. Tablica pomocnicza dla przykiadowych danych.

Szacowane " p Szacowane " )
czynniki Xi A czynniki = x
17,82 36,00 10,80 9.09
16,91 42.00 19,46 10,21
+X4 2731 -X4 4.54
12,20
2 3 4 2
kE]y,k =34.73 Eyu =105,31 kziy3k 1 : Iy4k =193
y, =17,37 y, =35, y, =1L75 Y4 =9,65

2. Obliczenie wspoélczynnikow B; oraz a;:
a) sumuje si¢ wszystkie wartosci srednie na poziomie odpowiednio wyzszym
1 nizszym dla i-tego czynnika:

zatem:

P

Y

—+1

¥4

17,37 +11,75=29,12,
17,37 +35,1=52,47,

yi'=

—-1

Ya

Vi =¥, +¥a,

351+9,65 =
11,75 +9,65=214,

4475,
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b) oblicza si¢ wspotczynniki B; 1 a; ze wzorow:

o _ &l ]
B, :Yi__Y_l, a, :5,
m 2

gdzie m jest liczbg wartosci y w tabl. 6.26 odpowiadajaca poziomowi
gémemu lub dolnemu analizowanego czynnika (w przykladzie m=2),

B, - 29,12 - 44,75 =98, &= ﬂ =-30,
) 2
B, =22 155 o, By

3. Obliczenie wariancji:
a) obliczenie wariancji s’, i=1,2,3,4 ze wzoru:

i
Z(yi "'Y)z
si=El—_ gdzie f, =l -1,
f,
gdzie y, wyniki wyniki obserwacji (tabl. 6.26), y srednia z tablicy
wynikow obserwacji (tabl. 6.28). Dla danych jak w przykladzie otrzy-
muje sig:

2 _ (1781-1737)" +(16,91-17,37)°
‘ 2-1
G2 _ (36— 35,)% +(42-35,1)% +(27,31-35,1)* _
2= =
31

=0,194 + 0,212 = 0,406,

~ 0,81+47,61+60,68
- 2
2 _ (10801 1,75)% + (19,46 —11,75) + (4,54 —11,75)% + (12,20 — 11,75)?
3 4-1
0,90 +59,44+ 5198 + 0,2
3

= 54,55,

=375,

2 _ (9.09-9,65)" +(10.21-9,65)"

4 =0,31+0,31=0,62,
2-1
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b) obliczenie wariancji s2 ze wzoru:

n

2
Sz_ES*’Fi_0,406-1+54,55-2+37,51-3+0,62-1_
. >f 1+2+3+1

ixlI
_0406+1091+1125+0,62_ 4, ¢
7
c) obliczenie wariancji s* ze wzoru:
1 ,al 1 1 1 1 1
22y —=— 31 8(=+=+—+-)=0,416,
=TS L MGt

s=fs? =0,645,

gdzie n jest liczba punktéw w macierzy planu eksperymentu.
4. Ustalenie istotnosci wplywu poszczegélnych analizowanych czynnikéw na
czynnik wynikowy. Jezeli spelniona jest nierownosc:

!ai|2ta;f "Si,

gdzie t,.r jest wartoscia krytyczng testu ¢ Studenta dla poziomu istotnosci o i

liczby stopni swobody f =%fi (tablica 15.4), wowczas wplyw analizow-

i=1

anego czynnika na czynnik wynikowy jest istotny. Zakladajac a=0,01 dla

f=2+3+4+2=7, wartos¢ krytyczna testu ¢ Studenta (tablica 15.4) wynosi:

too1.7=3,4995. Poniewaz la, | =3,9>3,49950,645=2,257 wigc X, jest czyn-
nikiem istotnym. Rowniez istotny jest czynnik x4, gdyz a,=7,77>2,257.

Po obliczeniu efektow kilku czynnikow przeprowadza si¢ korekcje wynikow
doswiadczenia przez odjgcie wartosci B,=-7,8 dla wszystkich wynikow na po-
ziomie X+ oraz odjg¢cie wartosci B,=15,5 dla wszystkich wynikow na poziomie
Xqt.

y, =10,8 - (~7,8) =18,60, Vi =19,46 — (-7.8) = 27,26,
¥, =17,82-(-78)=25,62, §.=454-(-78)=1234,
ys =16,91-(-7,8)=24,71, vy =12,20 - (-7,8) = 20,00,
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y; =2562-155=10,12,  §3=2731-155=1181,
. =42-15,5=2650, ¥, =36,0-15,5=20,50,
ys =24,71-155=921,

natomiast pozostale wyniki pozostawia si¢ bez zmian.

Skorygowane w ten sposob wyniki doswiadczenia wpisano do tablicy 6.26,
kolumna 12. Dzigki takiej operacji eliminuje si¢ oddzialywanie juz wychwy-
conych czynnikoéw. Na podstawie skorygowanych wynikow ponownie buduje
si¢ wykresy rozproszenia, na ktérych oprocz efektow liniowych umieszcza si¢
efekty podwojnych oddzialywan wzajemnych. Obliczanie efektow i1 korekcjg
wynikow prowadzi si¢ dopoki rozpatrywane efekty sa istotne.

6.8. Programy Placketta-Burmana

Programy Placketta-Burmana buduje si¢ na podstawie macierzy Hadamarda
[16, 48]. Macierze Hadamarda H sa macierzami kwadratowymi rzgdu n, w
ktorych wszystkie elementy s3 pierwiastkami z jednosci stopnia p. Macierze
Hadamarda spetniaja rownos¢:

H'H=nE,,

gdzie E, jest macierza jednostkowa rzedu n, H' jest transpozycja macierzy H.
Przykladowo, nast¢pujaca macierz [48]:

+1 +1
+1 -1}
jest macierza Hadamarda, gdyz:

+1 +1]'T+1 +1)_ 110
+1 -1] [+1 -1 (o 1]
Plany Placketta-Burmana zbudowane wedlug macierzy Hadamarda musza
spetnia¢ nastgpujace warunki:
1. Ogodlna liczba doswiadczen N musi by¢ réwna krotnosci liczby 4, co
mozna zapisa¢ N=4k, gdzie k jest liczba catkowita.
2. N<I100 i N=#92.
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Plany Placketta-Burmana s planami nasyconymi, tzn. ze liczba zrealizowa-
nych doswiadczen jest rowna liczbie zmiennych w modelu, przy czym mozliwa
jest ocena istotnosci wplywu 4k-1 czynnikéw badanych na czynnik wynikowy.

Pierwsze kolumny programéw Placketta-Burmana dla N=8, 12, 16, 20, 24,
28, 32, 36, 40, 44 1 48 maja postac [48]:

N=8 + + + - + - —
N=I2 + + — + + + - - - +
N=16 + + + + — + — + + — — + - — —
N=20 + + — — + + + + — 4+ — + - - - - + + —
Nl 4 st adbdae o s adad o oo
N=26 Kombinacja blokéw A, B, C

A B &

C A B

B C A

A B C

+ — + + 4+ + - - = -t - - -t - -+ + 4+ -+ -+ + - +
++ -+ + 4+ - - | | =-=F++ - -+ - - -+ +++ -+ + -
—tttFF |-t - -+ + -+ -+ + - + +
el A i i —_——t -t - ==+ + -+ + + -+ -+
R ol T e A e + 4+ — _ + + + + _
L e e s i ==t a=Ps —+ ++ _+ _ + +
i i I SRS, —_——t = =t =t - + — + + -+ + + =
+ + 4+ - - -+ 4+ - + == e e = + + - + = o
+ + + o - - + = o e e i - + + - + 4+ - +
N=32 - ———4+—+—+++—F+———+++++—-—F++-+—=+
N=36 -+-+++———+++++-+++—-+————+—+—++——+—
N=40 Podwojenie planu dla N=20
N=44 ++-—+—-+——+++-+++++———+—F+++————— ettt —++-
N=48 +++++—-++++——+—F+—+++——F——F++—-F++— -+ -+ —F+——— -

Macierz planu eksperymentu X wyznacza si¢ wykorzystujac przedstawione
wyzej] pierwsze kolumny planéw Placketta-Burmana. W macierzy X obok
kolumn zawierajacych zmienne rzeczywiste, nalezy uwzgledni¢ kolumny od-
powiadajace zmiennym fikcyjnym, ktére shuza do oceny wariancji obliczanych
wspotczynnikéw a;. Miejsce kolejnych zmiennych rzeczywistych oraz miejsce
zmiennych fikcyjnych w programie ustala si¢ na podstawie tablicy liczb
losowych. Przyklad wyznaczania macierzy X dla N=8, przedstawia tablica 6.29
[48], natomiast tablicg programu Placketta-Burmana dla N=8 - tablica 6.30.
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Tablica 6.29
X] X2 X3 X4 X5 X X7
+ | - - + - + +
+ 0+ - - 4+ - 4+
+ |+ + - - + -
X= -+ o+ + - -+
+ - + + + - -
-+ - + + + -
- - - o+ o+ o+
Ryl Wl Ol e A A 0 5
b a s e T e b i sl

W macierzy X zastosowano nastgpujace oznaczenia:

- dodatkowy wiersz zawierajacy elementy o wartosci “-17,

s v SR

' I pierwsza kolumna tablicy Placketta-Burmana dla N=8.

L [«
Tablica 6.30
N X X2 X3 X4 Xs Xs X7 i
1 + - - % - + + Vi
2 + + - - - - + Y2
3 + + + - - + - V3
4 - + + + - - + Va
b) - + + + - - ys
6 - - + + + - Vs
7 - - - + + + y7
8 - - - - - - - Vs

W tablicy 6.30 Zmienne x;, X3 i Xs s3 zmiennymi fikcyjnymi, ktorych
polozenie wyznaczono losowo.

Algorytm ustalania istotnosci wptywu analizowanych czynnikoéw x; na czyn-
nik wynikowy y jest nastepujacy:
1. Obliczenie wspotczynnikéw B; i a; ze wzordw:

N
B oA B
ER
2
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gdzie:

1 — numer zmiennej,
j — numer doswiadczenia,
X;; — wartos¢ i-tej zmiennej zakodowanej w j-tym doswiadczeniu (moze
przyjmowac wartosci +1 lub -1, zgodnie z programem badan),
y; — wartos¢ czynnika wynikowego w j-tym doswiadczeniu,
N - liczba doswiadczen.
2. Wykorzystujac zmienne fikcyjne oblicza si¢ wariancj¢ blgdow doswiadcze-

nia s’ , ze wzoru:

2 2 2
2 _ dk(a,,, +a,,, +..+ay,)

. 4k —n -1 ’

S

gdzie:
An+1, Ans2, ... — WSpOtczynniki dla wprowadzonych zmiennych fikcyj-
nych,
k — liczba zmiennych fikcyjnych w programie,
n — liczba analizowanych zmiennych.

3. Obliczenie wariancji s’ wspolczynnika a; ze wzoru:

2
2 sn

s, =—

o4k’

4. Ustalenie istotnosci wplywu poszczegélnych analizowanych czynnikow na
czynnik wynikowy. Jezeli spelniona jest nierdwnos¢:

|ai|2tmr 8,

gdzie t,¢ jest wartoscig krytyczna testu ¢ Studenta dla poziomu istotnosci o 1
liczby stopni swobody f=4k-n-1 (tablica 15.4), s, =+/s? jest odchyleniem

standardowym dla wspolczynnika a;, wowczas wplyw analizowanego czyn-
nika na czynnik wynikowy jest istotny.
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6.9. Przyklad wyznaczania zbioru czynnikéw na wejsciu
przy wykorzystaniu programu statycznego randomizowanego, kwa-
dratu grecko-lacinskiego rz¢du 5x5

Przedmiotem badan rozpoznawczych jest proces powierzchniowej obrobki
nagniataniem z elektrokontaktowym nagrzewaniem. Istot¢ tego procesu opisano
w rozdziale 12. Nagniataniu poddano plyt¢ o wysokoséi H,, ktora przed na-
gniataniem posiada chropowata powierzchnig¢ o regularnym, trojkatnym profilu.

Celem badan rozpoznawczych jest okreslenie zbioru czynnikow majacych
istotny wplyw na czynnik wynikowy, ktorym jest wysokos¢ H plyty po nagnia-
taniu. W wyniku analizy jakosciowej procesu wstgpnie przyj¢to, ze czynnikami
ktore moga mie¢ istotny wpltyw na wysokosé H sa nastgpujace parametry tech-
nologiczne procesu:

e sila nacisku -F,
® posuw -p,
e natgzenie pradu elektrycznego -1,
o predkosc - V.

A. Warunki realizacji badan

e Obrabiarka: tokarka typ TSS-150,
Przyrzad nagniatajacy typ PTN-1,
Napigcie pradu elektrycznego w obwodzie wtornym U=2,5 V,
Ilos¢ przejsé narzedzia i=1, |
Materiatl rolki: stal SW7M, twardos¢ 62 HRC,
Promien zaokraglenia profilu rolki r,=0,3 mm,
Srednica rolki D=60 mm,
Pomocniczy kat przystawienia o, =1°30,
Srednie arytmetyczne odchylenie profilu od linii $redniej powierzchni
roboczej krazka R,;=0,05 pm,
Rodzaj cieczy chtodzaco-smarujacego - emulsja 5%,
Wydatek cieczy chtodzaco-smarujacej 16 dm*/min,
Materiat przedmiotu: stal 55 normalizowana, twardos¢ 240 HB,
Srednica watka do nagniatania d,=33 mm,
Srednie arytmetyczne odchylenie profilu od linii sredniej powierzchni
walka do nagniatania R;=1,9 pm,

e NOoz tokarski typ hR 110.17 2020.
B. Program badan. Badania rozpoznawcze zrealizowano zgodnie z progra-
mem statycznym randomizowanym, kwadratem grecko-tacinskim rzgdu 5x5.
Kwadrat ten dostosowano do warunkow obrobki przez wprowadzenie odpo-
wiednich warunkéw nagniatania. Program badan rozpoznawczych przedstawia
tablica 6.31. Przyj¢to trzykrotng powtarzalnos¢ badan (r=3).
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Tablica 6.31
X]=F [N]

X>=p [mm/2nrad]

193

867

1541

2215

2889

Aa

Bp

Cy

D&

0,05

x3=0,35
x4=300

x3=0,65
x4=450

x3=0,95
x4=600

x3=1,25
X4=375

x3=1,55
X4=525

Be

Ca

DB

Ey

Ad

0,18

x3=0,65
x4=375

X3=0,95
X4=325

X3=l ,25
x4=300

X3= 1 ,5 5
x4=450

x3=0,35
x4=600

Cd

De

Ea

AB

0,30

x3=0,95
x4=450

X3= | = 25
x4=600

X3= 1 ,55
x4=375

x3=0,35
X4=525

x3=0,65
x4=300

Dy

Ed

Asg

Ba

CB

0,45

x3=1,25
X4=525

X3=l,55
x4=300

X3=0, 35
X4=450

X3=0,65
x4=600

x3=0,95
x4=375

EB

Ay

Bd

Ce

Da

0,56

X3=l ,55
X4=600

X3=0,35
=375

x3=0,65

x4=525

x3=0,95
x4=300

x3=1,25
x4=450

A, .., E > x3=I[A] (300;375:450;525;600)
Q, .., & =X~V [m/s] (0,35;0,65;0,95;1,25;1,55)

C. Wyniki badan. Wyniki pomiaréw parametru chropowatosci R, jako srednie
z trzech pomiaréw zestawiono w tablicy 6.32.

Tablica 6.32

X 193 867 1541 2215 2889 | Suma wedlug
X2 wierszy W,

0,05 Aa BB Cy D5 Ee
79,7 61,2 41,8 39,6 17,5 239,8
95,9 343 97,2 18,9 27| 2760

03 |©® De Ea AB By
47,9 87,6 32,0 27.9 351 2305

0.45 Dy ES Ae Ba CB
64,9 36,4 28,3 21,2 10,1 160,1

EB Ay B6 Ce Da

0,56

34,6 35,3 31,6 10,8 11,3 123,6
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Suma wedhug 323 254 8 2309 118,4 103,7
kolumn K, ’
Suma ogolna
Suma L; |L,=200,9| Lp=245 |Lc=144,9|Lp=300,6 |Le=139.4 G=1030.8
Sumal, |L,=178,5| Lp=231 | L,=196 |Ls=185 |L.=240,1

D. Opracowanie wynikéw badan. Czes¢ wynikow obliczen zawiera tablica
6.30. Dalsze wyniki obliczen pomocniczych przedstawiono w tablicy 6.33, na-
tomiast analiz¢ wariancji — w tablicy 6.34.
Obliczenia do tablicy 6.33:

W2
w=]

p
SK?

k=1

5

k3232 125482 +23097 +1184% +103,7% 2473391

239,87 +276% +230,5% +160,9% +123,6> _ 227976,06

E
2
2L 200,97 +245% +144.92 +300,6> +139,4>  231174,54

3

7
2l

B

5

p

G? 10308 106254864

5

p? 25

G2

p

2

Y

= 42501,946,

1785 +2312 +1962 +185,2% +240,1> 2155863

=49467,82 — 42501,946 = 6965,874,

G~ - 45595212 - 42501946 = 3093,266,

=45595,212,

=49467282,

= 46234.908,

=43117,26,
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25
Sy2=797%+612% +418% +39,6% +17,5* +959% +34,3% +
n=l

+972% +189% +29,7* +479% +87,6* +32% +279% +
+351% +649% +36,4% +283% +21,2* +10,1* +34,6* +
+35,37 +31,6> +10,8% +11,3% =58357,66.

Tablica 6.33

N z 2 G2 Z‘Z 2
2 -
Y EEEREEE
n=1 P P P
Wiersze 45595,212 S.=3093,266
Kolumny 49467,820 S, =6965,874
Litery 58357,66 46234,908 | 42501,946 Sy=3732,962
tacinskie
Litery 43117,260 Sg=615,314
_greckie
Tablica 6.34
' Liczba stop- | Sredni kwa- | Wartos$¢ te-
Zrodlo zmiennosci | Suma kwadratow | ni swobody drat stowa
S - s’ F
Wiersze W (sita) | S,=3093,266 f.=p-1=4 s, =77332 | F, =4,27]
Kolumny K S,=6965,874 fi=p-1=4 sg =1741,46 | F =9,619
(posuw)
Litery facinskie Si=3732,962 fi=p-1=4 st =93324 | F =5,155
(nat¢zenie pradu)
Litery greckie S=615,314 f=p-1=4 s> =15382 | F, =085
(predkosc)
qud SR:Sc-Sw-SrSI-S g fa*—"(p-l)x Slzl =18 ],04 .
x(p-3)=8
Suma ogolna 4
g S, =Ty~ %’_i_ L L L

Obliczenia do tablicy 6.34:
e suma kwadratow ogoélna:

25

Sc=2¥a

GZ
p2

=58357,66—42501,946=15855,714,
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e suma kwadratow dla bledu:

Sr=Sc-Sw-Sx-S.-So= 15855,714-3093,266-6965,874-3732,962-
-615,314=1448,298

e sredni kwadrat:

j2 _ 3093266

w

=773,32,

6965874 _ 174146,

Sk

si = 3731& =933.24,

, 615314
2 =

, 1448298
SR e

=153,82,

Il

=181037,

e wartosci testu F:

77332
¥ 181,037
174146
181,037
93324
" 181,037
F - 15382 _
181,037

=4,27],

=9,619,

=5,155,

1

E. Analiza wynikéw badan.

Wartos¢ krytyczna testu F' Fishera-Snedecora dla a=0,05, ri=8 1 r,=4 od-
czytana z tablic 15.6 wynosi Fogs.5.4=3.84. Poniewaz Fs.54<Fy=4,271 nalezy
stwierdzi¢, ze sila na wysokos¢ H wyrobu ma wplyw istotny. Podobnie
Fo0s.84<Fi=9,619, zatem posuw ma rowniez wplyw istotny. Poniewaz
Foo0s5.84<F=5,155 predkos¢ nagniatania ma istotny wplyw na H. Natomiast
wplyw predkosci nagniatania ma wplyw nieistotny na wysokos¢ H wyrobu,
gdyz Foos.54>F;=0,85. Zatem jakosciowy model matematyczny obiektu badan
ma ostateczng postac:

H=H(F,p,]).
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6.10. Grupowanie czynnikow wejsciowych

W przypadku duzej liczby czynnikow wejsciowych zastosowanie
omowionych wczesniej metod eliminacji moze si¢ okaza¢ malo efektywne.
Korzystne jest wowczas zmniejszenie liczby zmiennych poprzez ich grupo-
wanie 1 tworzenie liczb bezwymiarowych, tzw. liczb IT;, W tym celu wyko-
rzystuje si¢ metod¢ analizy wymiarowej. W niniejszym punkcie zawarto je-
dynie podstawowe wiadomosci oraz przyklady pozwalajace na samodzielne
grupowanie czynnikow wejsciowych 1 tworzenie liczb bezwymiarowych.
Wyczerpujacy wyklad na temat analizy wymiarowej zawierajg prace [17, 58].

Metoda analizy wymiarowej polega na tym, ze po ustaleniu jakosciowej
postaci funkcji badanego obiektu, funkcj¢ t¢ przedstawia si¢ nastgpnie w postaci
liczb bezwymiarowych. Przy ustalaniu postaci liczb bezwymiarowych wyko-
rzystuje si¢ nast¢gpujace zalozenia:

1. Wymiar kazdej wielkosci mierzonej lub stalej, w przyjetym ukladzie np.
MKS, daje si¢ zawsze przedstawié jako iloczyn potgg zasadniczych wymia-
row, tj. dlugosci M (1 m), masy K (1 kg) 1 czasu S (I s). Przykladowo sita
[kgm/s*]=[M'K'S?], predkos¢ [m/s]=[M'K’S™], itd.

2. Wielkosci wejsciowe muszg by¢ zmiennymi niezaleznymi.

3. Kazde rownanie zawierajace n zmiennych niezaleznych daje si¢ przed-
stawiC¢ przy pomocu (n-r) bezwymiarowych modulow, gdzie r jest liczbg
zasadniczych wymiaréw uzytego ukladu. Przykladowo funkcja f(x;, x2, xs,
X4, Xs, Xg) zawierajaca 6 wielkosci wejsciowych, daje si¢ w ukladzie MKS
(3 wymiary zasadnicze) przedstawi¢ przy pomocy 6-3=3 modulow bezwy-
miarowych, jako: ®(IT1,,I1,,I1,). Jest to tzw. teoremat I'1 Buckinhama.

Algorytm postepowania zostanie zilustrowany na przykladzie. Zadanie polega
na wyznaczeniu postaci funkcji opisujacej chropowatos¢ powierzchni po
obrobce nagniataniem z pradem. Chropowatos¢ wtérna okreslona parametrem
wysokosci chropowatosci wedhug dziesigciu punktow profilu R, jest funkca
nastepujacych czynnikow:

R, =HC Ry . LP.p, ViR, HB. D, (6.1)
gdzie:
C. - stala materialowa,
Rz - wysokos¢ chropowatosci wedhug dziesigciu punktow profilu

powierzchni przed nagniataniem (chropowatos¢ pierwotna),
| - natg¢zenie pradu elektrycznego,
B - sifa nacisku narze¢dia,
p - posuw narzgdzia,
\Y - predkos¢ nagniatania,
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HB - twardos¢ materiatu obrabianego,

R - geometria narzg¢dzia,

i - 1lo$¢ przej$¢ narzedzia.

Poniewaz ilos¢ przejs¢ narzg¢dzia i nie posiada jednostki w ukladzie MKS
wylaczamy ja poza nawias obliczajac dla kazdego przejscia (oddzielnie) chro-
powatos¢ wtorng:

R, =f[(C.,R,,LPp,V.R,HB)i,], i=iy=123,..n. (6.2)

Okreslamy czynniki liniowo niezalezne:

F=®[( R,_,LP;C_.p,V,R,HB)iy], i=iy=123,..,n. (6.3)
\.—.v—.—l . — /
czynniki czynniki liniowo

niezalezie — A zalezal -B

Wyrazamy jednostki czynnikow we wzorze (6.3) w ukladzie MKS:

Cn - [stala] = [M°K°S°],
Ry - [um] = [M'K’S),
Rar - [1m] o [M'K’S],
I _ [A] - [M"QKWS'I],
P - [kG] = [M'K'S?],
p - [mm/obr] = [M'K"S"],
V -  [mm/min] = [M'K’S™],
R - [pum] = [M'K’S’],
HB - [kG/mm?] = [M?K'S‘],
o= [ = [MKS"],

Sprawdzamy, czy przyjete czynniki R, V 1 P s3 rzeczywiscie liniowo
niezalezne. W tym celu uklada si¢ wyznacznik stopnia trzeciego ze wzgledu
na ich jednostki w ukiadzie MKS i oblicza jego wartosc:

10 0
1 0 —1{=1=0. (6.4)
1 f ~2

Jezeli wartos¢ wyznacznika jest roOwna zero, wowczas czynniki sa liniowo
zalezne. W analizowanym przykladzie czynniki niezalezne sa dobrane
prawidlowo, gdyz warto$¢ wyznacznika wynosi jeden.
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Nastgpnie wyznacza si¢ pozostate czynniki jako nastgpujace funkcje czynnikow
niezaleznych:
R=II,-P™.V*2 .RB,
1=I1, P*" . V*2 .R B
HB=I1, -P* .V*2 .R’» (6.5)
p:n4 N LT VAT ,R‘ﬂ,
Cy =Tl - P8 . VR.RD
Dla kazdego wiersza w ukladzie rownan (6.5) oblicza si¢ wartosci wyklad-
nikow. W tym celu podstawia si¢ dla kazdego czynnika jego jednostki w uklad-

zie MKS:
e dlaR:

MIKOSo =(M1Kls-2)a|] '(MIKOS—I)au '(MIKOSO)aB,
MIKOSO = MMt KN _S-ZBH-MI,

1 buduje odpowiedni uklad rownan ze wzgledu na poszukiwane wykladniki:

1=a“ +a|2 +a‘3,
0=a,,,

stad: a,,=0; a;;=0; a;;=1. Zatem pierwszy wzor skladnikowy czynnika
zaleznego R od czynnikéw niezaleznych ma postacé:

R=II,-R,. (6.6)
Sprawdzamy poprawnos¢ jednostek dla obu stron rownania:

M]Kﬂso - MIKOSO
L=P
e dlal

MIQKlf'Zs—I Z(MlKls-Z )811 '(MJKOS“])an .(MIKGS{])an
M2K12g1 - M*n+nten  Kan ,S-%zl-an’
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stad: a2,=0,5; a;,=0; a3=0. Zatem drugi wzor sktadnikowy czynnika zaleznego I
od czynnikow niezaleznych ma postac:

I=I1, -P"? =11, -/P.

Sprawdzenie:

6.7)

M]QK!.Qs-I :[MlKls—Z]la"Z
L=P.

e dla HB:

M-ZKlsﬂ =(MlKls-2)a31 _(MlKos—])an -(MIKOSO)an,
M72K'S? = M tantan | g2 _S-hil-aaz,

stad: a3 =1; a3;=-2; a,3=-1. Zatem trzeci wzor skladnikowy czynnika zaleznego
HB od czynnikéw niezaleznych ma postac:

HB=H3-P-V"2-R;}=RH3'$2. (6.8)
.

Sprawdzenie:

M-ZKlso =[M1K18~2]| _[MIKOS—I]—Z _[M]KOSO]—I ZM-ZKISD,
L=P.
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e dlap:
MIKOSO =(MIKls-2)l4| _(MIKOS—I)I.Q °(M1KOSO).43,
M'K°S° = M2atraetia Kaa GBa—2a ,

l=a, +a, +ag,
0=a,,

0=-2a, -a,,

stad: a4,=0; a4,=0; agi=1. Zatem czwarty wzor skladnikowy czynnika zaleznego
p od czynnikéw niezaleznych ma postacé:

p=I1,-R,. (6.9)
Sprawdzenie:

MIKﬂso =[M]Kﬁsﬂ ]I A
L=P,

e dlaC,:
MOKOSO =(M1Kls-2)a5| '(MIKOS_‘)an -(MIKOSO)aﬁ,

O 00 _ ag +asy+a a -2aq)-a
M°K°S° =M a4y K51, G BT

O=a; +ag, +ag,,
0=a,,

0=-2a, —ay,,

stad: a5;=0; as;=0; as3=0. Zatem piaty wzor skladnikowy czynnika zaleznego C,
od czynnikéw niezaleznych ma postagé:

Cm =H5' (610)

Wyznaczenie wykiadnikow przy argumentach liniowo niezaleznych. Réwnanie
(6.3) przyjmuje teraz nastgpujaca postac:

R, =@(I1,,I1,,T1,,1T,,I1,) - P% - V2 . RS (6.11)
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Tworzymy odpowiedni uklad rownan dla R;y:

MIKﬂso = (MlKls-2 )c| ) (M]Kﬁsvl )c2 ) (MIKOSO)C;; :
MIKOSO s M°l+°2+°3 . Kc, . S-2c1 -c3 :

stad: ¢,=0; ¢,=0; c;=1. Zatem wzor (6.11) ma postac:

R =<p(1'Il,1'12,l'I3,l'I4,1'15) ' Rzl'—'

lub (6.12)
R
R

=@(I1,,I1,,IT5, I, ).

Liczby bezwymiarowe we wzorze (6.12) otrzyma si¢ z wyprowadzonych juz
wzorow skladnikowych (6.6)+(6.10) otrzymujac:

R i ki
_ L, =RV o P o-c. 613

=] " > n ?
R, N P R,

Wobec tego wzor (6.12) przyjmuje postac:

%={{RRﬂ }[sflﬁ]’[}m.RPﬂ'sz{Rpﬂ ]’Cm} (6.14)

Przyjmujac klas¢ modelu matematycznego w postaci modelu potggowego
(posta¢ multiplikatywna) (rozdz. 7) otrzymuje si¢ ostatecznie:

b b b ba
Ran _ LJ'.[LJZ. HB R, -V’ 3.(LJ .C.. (6.15)
Rzl Rzl ‘\/F P Rzl !

Zauwazmy, ze rownanie (6.2) zawierajace osiem czynnikow przedstawiono
za pomocg pigciu niezaleznych modutow w réwnaniu (6.15). W celu okreslenia
wartosci wykladnikow potgg w tym roéwnaniu nalezy przeprowadzi¢ odpowied-
nie badania eksperymentalne. Zagadnienia te bgda przedmiotem rozwazan w
nastgpnych rozdzialach.




MODEL MATEMATYCZNY
OBIEKTU BADAN

W niniejszym rozdziale oméwiono zagadnienia doboru postaci modelu mate-
matycznego do opisu badanego obiektu badan. Dobor odpowiedniego modelu
matematycznego jest bardzo wazny. Zalezy od niego nie tylko posta¢ macierzy
planu eksperymentu i zastosowanie odpowiedniej procedury optymalizacji do
obliczenia wspolczynnikow rownania, a zatem i kosztownos¢ badan, ale rowniez
mozliwosci dalszej analizy badanego obiektu, okreslania jego stanu optymalnego,
symulacji 1 wnioskowania, na podstawie otrzymanego rownania regresji.

Pod pojgciem modelu matematycznego obiektu badan (skrot: MMOB) rozu-
mie si¢ opis matematyczny zaleznosci o charakterze przyczynowo-skutkowym
wystgpujacych migdzy wielkosciami (fizycznymi, chemicznymi, biologicznymi,
ekonomicznymi itp.) okreslajacymi obiekt badan [51].

W omawianych w niniejszej pracy statystycznych metodach identyfikacji sto-
suje si¢ jedynie funkcje aproksymujace liniowe ze wzgledu na poszukiwane
wspotczynniki b;:

Y =F(x;;b;), i=1,..K, j=1,..L, (7.1

lub funkcje ktore mozna przeksztalci¢ do postaci funkcji liniowych ze wzglgdu
na wspélczynniki b;:

Y = byf, (X) + b,f, (X) +...+b,f,(X) +...+ b, f, (), (7.2)

Y - wielkosé wyjsciowa,
X; — wielkosci wejsciowe, zmienne niezalezne (i=1,2, ....,K),
K - liczba zmiennych wejsciowych,

b j - parametry (wspdiczynniki) funkcji (j=1,2, ..., L),

L — liczba parametrow funkcji,

b; - wspotczynniki zlinearyzowanej funkcji aproksymujacej,
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f;(x) - funkcje skladnikowe zmiennych niezaleznych X;; 1=1,2, .. K,
| o B A N

Zajmowac si¢ bgdziemy takimi przypadkami, w ktorych nieznana jest zarow-
no klasa jak 1 budowa modelu matematycznego. Zatem niniejszy rozdzial nie
dotyczy zagadnien opisanych w rozdziale 11, gdyz zalozono tam znajomos¢ po-
staci modelu matematycznego.

Najpierw przedstawione zostang najwazniejsze modele matematyczne stoso-
wane do opisu obiektu badan bgdace liniowa kombinacja nieznanych wspolczyn-
nikow oraz modele nieliniowe ze wzglgdu na te wspoélczynniki i sposoby ich line-
aryzacji, a nastgpnie podane zostang metody normowania i renormowania modeli
oraz zasady wyboru najlepszego modelu.

7.1. Modele liniowe ze wzgledu na wspélczynniki
7.1.1. Wielomiany algebraiczne liniowe

Wielomian algebraiczny liniowy bez interakcji, tj. bez skiadnikow zawie-
rajacych iloczyny zmiennych wejsciowych. Wielomian algebraiczny liniowy:

Y =b,+3bX : (7.3)

jest najprostszq postacig modelu (7.1), z (L=K+1) nieznanymi wspoiczynnikami
bo, b, 1 =1, ..., K, gdzie K jest liczba zmiennvch wejsciowych obiektu badan.

Przykiadowo dla K=4 (L=5) otrzymuje sig¢:
Y =b, +b,X, +b,X, +b,X, +b,X,.

Wielomian algebraiczny liniowy z interakcjami (zawierajacy skiladniki bg-
dace iloczynami zmiennych wejsciowych) ma postac:

.. K K K
1=1 1,)=1 1] l,n=1
1<] 1< .. <len

A meznanyrm wspéiczynnika.mj bo, bj., bij, bij,,,ll‘h IJ, ,n=l, - K, i<j< ... <I<n.
Liczba interakcji nie moze by¢ wyzsza od liczby zmiennych. Przykladowo dla
dwoch zmiennych K=2 (L=4) bedzie to wielomian liniowy zawierajacy interakcje¢
(iloczyn) pierwszego 1 drugiego czynnika wejsciowego:
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? =by + b, X + 05X, + b X, X,
zas dla trzech zmiennych K=3 (L=7):
Y= b, +b,X, +b,X, +b;X; +b,,X,X, +b;3X,X; +b,3X,X; +b,:X,X,X;,

wielomian liniowy moze zawiera¢ takze iloczyny dwoch i1 trzech czynnikéw ba-
danych.

7.1.2. Wielomiany algebraiczne kwadratowe

Posta¢ wielomianu algebraicznego kwadratowego zalezy od liczby zmiennych
i od liczby wystepujacych interakcji migdzy tymi zmiennymi.

Wielomian algebraiczny liniowo-kwadratowy bez interakcji. Model ten ma
postac:

=b +):bx +Zb (7.5)

i I’

1 zawiera L=2K+1 nieznanych wspolczynnikow by, b;, by, 1=1,2, ..., K.

Wielomian algebraiczny liniowo-kwadratowy z interakcjami. Model (7.5)
mozna uzupehic¢ interakcjami podwojnymi, potrojnymi, poczwornymi itd. Mak-
symalna liczba interakcji nie moze by¢ wigksza od liczby zmiennych.

! K K
=] 1= l.]...,,l.n=l
1<) 1<j,....<l<n

Przykladowo wielomian algebraiczny liniowo-kwadratowy dla trzech zmien-
nych z podwojnymi i potréjnymi interakcjami ma postac:

- — —2 —2 -
+b ;XX + b1 X X,X; +b) X + by X5 +byX;
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Natomiast dla czterech zmiennych wielomian liniowo-kwadratowy moze zawie-
rac 6 interakcji dwoch zmiennych, 3 interakcje trzech zmiennych i jedng interak-
cj¢ czterech zmiennych, wigc:

3+, X +0,X,X, +b3X,X; +b, X, X, +
aX3X 4 DX XX, +b, X XX, +

i i - - - =
+ b3 X, XX + 0,23 X, X, X3 X, +b) X7 +byy X7 + by X2 +b,Xa.

Wielomian algebraiczny liniowo-kwadratowy, zawierajacy podwojne interak-
cje jest najczgsciej spotykang postacia modelu aproksymujacego nieliniowe
obiekty badan i dla K zmiennych wejsciowych ma postaé:

Ral K K K
Y =b, +2bX; +Zb;X{ + T b;X;X;, (7.7)

w ktorej wystgpuje L=5(K-1) nieznanych wspoétczynnikow by, by, b;;. Przykiado-
wo dla K=3 (L=10) otrzymuje sig¢:

+b, X, +b,X, +b;X; +b;, XX, +b;3X,X; +

=b,
+byX,X5 + b, X7 +byXa + by X3,

7.1.3. Wielomiany algebraiczne stopnia m

W ogdlnym przypadku jest to wielomian K zmiennych, m-tego stopnia, za-
wierajacym podwdjne, potrojne, ..., K-te interakcje, postaci:

b0+):bx +z:bu ,+}:b,J iX; +. +Zb

I]-
1=}

i1 l

. (7.8)

+ X by nXX;. XX
L lin=l
1<j<,...,<l<n
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w ktorym wystgpuje L nieznanych wspotczynnikow by, bi, by, ..., bii i, bij. i,
ij, .. Lo=l, K, i<<,..,<l<n,

Model (7.8) latwo jest uprosci¢ do postaci szczegoélnych. Przykladowo dla
m=2 otrzymuje si¢ posta¢ kwadratowg z interakcjami — wzor (7.6), dla m=2 z
pomini¢ciem interakcji otrzymuje si¢ wielomian liniowo-kwadratowy bez inte-
rakcji — wzor (7.5), pomijajac potegi otrzymuje si¢ wielomian liniowy z interak-
cjami - wzor (7.4), natomiast pomijajac interakcje 1 skladniki zawierajace potegi
otrzymuje si¢ model liniowy bez interakcji — wzor (7.3).

7.1.4. Funkcja logarytmiczna i trygonometryczna

Nieliniowy obiekt badan moze by¢ opisany za pomoca:
a) funkcji logarytmicznej o postaci (L=K+1):

Y =b, +1n(X,) + b, In(X,) + ... + by In(xy ), (1.9)

b) funkcji trygonometrycznej, ktére mogg by¢ definiowane indywidualnie przez
badacza, np.:

Y =b, +b, sin(a,X,) +b, cos(a,X, ) +.... +

(7.10)

+b,_,sin(a;_,Xy)+b, sin(a; ,Xy), L=2K+1
Y =b, +b,[l+a, sin(a,X, )]sin(a,X,), L=2, (7.11)
Y =b, +b, sin{X, [l +a, cos(a,X,)]}, L=2, (7.12)

gdzie b,, by, b.,, by s3 nieznanymi wspoélczynnikami, natomiast a,, a,, ..., a.,
ar.; s liczbami rzeczywistymi.

7.2. Modele nieliniowe ze wzgledu na wspoélczynniki
7.2.1. Funkcja wykladnicza

Modelem matematycznym nieliniowego obiektu badan jest funkcja wyktadni-
cza w postaci ogolne;:

Y, (%;:b;)

Y = ") — expl ¥, (%;;b,)], (7.13)
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gdzie Y, (X,;b ;) Jest wykladnikiem, ktory moze mie¢ nastgpujaca postac:

* wiclomianu algebraicznego liniowego K zmiennych bez interakcji — wzor
(7.3),

e wielomianu algebraicznego liniowego K zmiennych z interakcjami — wzor
(7.4),

e wielomianu algebraicznego liniowo-kwadratowego K zmiennych bez inte-
rakcji — wzor (7.5),

e wieclomianu algebraicznego liniowo-kwadratowego K zmiennych z interak-
cjami — wzor (7.6),

* wielomianu algebraiczny liniowo-kwadratowego K zmiennych z podwoj-
nymi interakcjami — wzor (7.7),

e wielomianu K zmiennych, m-tego stopnia, zawierajagcym podwojne, po-
troine, ..., K-te interakcje — wzor (7.8).

W przypadku, gdy wykladnikiem jest wielomian K zmiennych stopnia m,
wzor (7.13) przyjmuje nastgpujacq postac ogolna:

¢=exp(b0 +§bi +Zb,, o Z b X +.. +Zb|: i X
i=1

i,j=l

i . (7.14)

+ Z bij.---h‘iiij"‘il )’
1Jylin=l
i-J<,...,<l<n

ktora mozna, w sposob opisany w punkcie 7.1.3, sprowadzi¢ do postaci szcze-
golnych.

7.2.2. Funkcja potegowa i ulamkowa

Nieliniowy obiekt badan moze by¢ opisany za pomoca:
a) funkcji potegowej (zwanej iloczynem potggowym, lub funkcja multiplikatyw-
na) K zmiennych (L=K+1):

K K
Y= byX X! o Xk =B TXN =T, (7.15)
1 2 K 0. 1 i

b) funkcji ulamkowej w postaci odwrotnosci wielomianu:

1

i i 7.16
Yl(ii;bj) , ( )

Y =[Y,(%;:b))]" =
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gdzie Y,(X,:b ;) jest dzielnikiem - wielomianem algebraicznym, ktory moze mie¢
nastgpujaca postac (por. wzor (7.13):

1) wielomianu algebraicznego liniowego K zmiennych bez interakcji — wzor
(7.3),

2) wielomianu algebraicznego liniowego K zmiennych z interakcjami — wzor
(7.4),

3) wielomianu algebraicznego liniowo-kwadratowego K zmiennych bez interak-
cji — wzor (7.5),

4) wielomianu algebraicznego liniowo-kwadratowego K zmiennych z interak-
cjami — wzor (7.6),

5) wielomianu algebraiczny liniowo-kwadratowego K zmiennych z podwdjnymi
interakcjami — wzor (7.7),

1) wielomianu K zmiennych, m-tego stopnia, zawierajacym podwojne, potroj-
ne, ..., K-te interakcje — wzor (7.8).

W przypadku, gdy Y, (X,:b ;) Jest wielomianem algebraicznym K zmiennych
stopnia m wedhug wzoru (7.8) wowczas wzor (7.16) przyjmuje posta¢ ogolng.
Wielomian wedlug wzoru (7.8) mozna, w sposoéb opisany w punkcie 7.1.3,
sprowadzi¢ do postaci szczegélnych. Przyktadowo, gdy Y, (X;:b ;) Jjest wielo-
mianem algebraicznym liniowo-kwadratowym, K zmiennych bez interakcji, wzor
(7.16) ma postac:

sl K K
Y =[b, +3IbX, +3b,X’]".
1=1 1=1

W analogiczny sposob otrzymuje si¢ pozostale postacie szczegolne wielomia-
nu algebraicznego Y, (X,:b ;)» tj. przypadki 1)+5).

7.2.3. Funkcje hybrydowe

Nieliniowy obiekt badan moze by¢ rowniez opisany za pomoca funkcji hybry-
dowych, begdacych polaczeniem wielu opisanych wczesniej funkcji. Przyklado-
wymi funkcjami hybrydowymi sa:

a) funkcje ulamkowo-wykladnicze (L=2K+1):

Y= = L — ., L=K+1 (7.17)
b, exp(b,x,)exp(b,X,)-...-exp(b; Xy )
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a

Y= ., L=2 (7.18)
1+ b, exp(-b,X,)

¥ & . 1=l (7.19)
1+a, exp(-b,X,)

y-—24 (7.20)
a, exp(Y,)

gdzie a, a, 1 a, sg liczbami dodatnimi, ?1 jest wykladnikiem w postaci wie-
lomianu algebraicznego wedhug wzorow (7.3)-(7.8).

b) funkcja potegowo-wykladnicza (L=2K+1):

Y =b XK ... XX - exp(by.iX,) - ... exp(b, Xy ). (7.21)

7.3. Przeksztalcanie funkcji nieliniowych ze wzgledu na wspélczynniki

W przypadku, gdy obiekt badan jest opisany za pomoca funkcji nieliniowych
ze wzgledu na wspotczynniki, konieczne jest doprowadzenie ich do postaci linio-
wej ze wzgledu na te wspolczynniki. W niniejszym podpunkcie podane zostang
sposoby linearyzacji funkcji nieliniowych, opisanych w pkt. 7.2.

7.3.1. Linearyzacja funkcji wykladniczej

Linearyzacji funkcji wykladniczej o postaci (7.13) dokonuje si¢ poprzez loga-
rytmowanie otrzymujac:

In(Y) =Y, (X,:b,). (1.22)
Wprowadzajac nowa zmienng;
Y’ =In(Y), (7.23)

otrzymuje si¢ funkcj¢ liniowa ze wzglgdu na wspolczynniki b;:

"YA“’ - if‘l(ii;bj) , (7.29)
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gdyz Y, =Y, (b;.,X;) jest wielomianem algebraicznym wedlug wzorow
(7.3)+(7.8) liniowym ze wzgledu na wspolczynniki b;.
Przykladowo, gdy funkcja Y, =Y, (X;;b ;) ma posta¢ wielomianu stopnia m

wedlug wzoru (7.8), to funkcja wykladnicza wedhug wzoru (7.13) po zlinearyzo-
waniu ma postac:

~

Y'=lnY=Y,(X;b,)=b, +zb +zb,, 2 Zbui,‘ij

7.3.2. Linearyzacja funkcji potegowej

Funkcj¢ potggowa wedhug wzoru (7.15) linearyzuje si¢ poprzez logarytmowa-
nie otrzymujac:

InY = b, + 3b. InX. (7.25)

i=1

Po wprowadzeniu nowych zmiennych:

~ -~

InY (7.26)
X! =InX,
otrzymuje si¢ rownanie liniowe ze wzglgdu na wspotczynniki b;:
A K
Y'=b,+XbX. (7.27)
i=1

7.3.3. Linearyzacja funkcji ulamkowe;j

W celu linearyzacji funkcji utamkowej wedlug wzoru (7.16) najpierw oblicza
si¢ odwrotnos¢ tej funkcji otrzymujac:

[Y]" =Y, (%,:b ), (7.28)
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potem stosujac nastgpujace podstawienie:
Y =[Y]", (7.29)

doprowadza si¢ ja do postaci liniowej ze wzgledu na wspoétczynniki b;:

<>

'=Y,(Xi;b)). (7.30)

7.3.4. Linearyzacja funkcji hybrydowych
Linearyzacja funkcji ulamkowo-wykladniczych. Przeksztalcanie funkcji utam-

kowo-wykladniczej zalezy od jej postaci. Funkcj¢ wedlug wzoru (7.17) prze-
ksztalca si¢ nastgpujaco:

a) obliczenie odwrotnosci funkcji (7.17):

JA 1 _ _ _
[Y] : = —_—= bl exp(ble)exp(ble)'...-SXP(bLXK) s (731)

Y
b) logarytmowanie funkcji (7.31):

(Y1) = In(2) =Inb, +b,%, +b,%, +-...-+b, X, , (7.32)
Y

c) stosujac w rownaniu (7.32) podstawienie:

<>
1

'=In(YT), (1.33)
Inb,, |

=p
Il

otrzymuje si¢ funkcj¢ liniowa ze wzgledu na wspotczynniki:
Y'=b] +b,X, +b,X, +-...-+b X . (7.34)

Funkcje Y = = wedlug wzoru (7.18) przeksztalca si¢ nastgpu-

1+b, exp(-b,X,)

jaco:
a) przeksztalcenie funkcji (7.18) do postaci:
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Y
a

1
1+b, exp(—bzil)’

b) obliczenie odwrotnosci funkcji (7.35):

a

4

—=1+b, exp(-b,X,),

c¢) przeksztalcenie funkcji (7.36) do postaci:

% —1=b, exp(-b,X,),

g 4

d) logarytmowanie funkcji (7.37):
%—1}:11113, ~b,%,,
¥

m[

e) stosujac w funkcji (7.38) podstawienie:

%;

= ln[% = l}
Y ,

bl =Inb,,

otrzymuje si¢ funkcj¢ liniowa ze wzglgdu na wspotczynniki by, b, :

v

Funkc;j

=b] - b,X, .

¢ ulamkowo-wykladnicza o postaci Y =

(7.19)) przeksztalca si¢ nastgpujaco:

a) przeksztalcenie funkcji (7.19) do postaci:

Y
a,

|
" 1+a,exp(-b,X,)’

b) obliczenie odwrotnosci funkcji (7.41):

j<¥]

1

Y

=1+a, exp(-b,X,),

a,

1+a, exp(-b,X,)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(wzor

(7.41)

(7.42)
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c) przeksztalcenie funkcji (7.42) do postaci:

2 1=a,exp(-b,X,), (7.43)
Y
d) logarytmowanie funkcji (7.43):
ln[az'— }zlna2 - b, %, (7.44)
Y

¢) stosujac w rownaniu (7.44) podstawienie:

S la
X 4"{% l]’, (7.45)

b, =lna,,

otrzymuje si¢ funkcj¢ liniowa ze wzgledu na wspotczynniki b, b, :

-~

Y'=b, - b,X,. (7.46)

a,

Funkcj¢ ulamkowo-wykladniczag o postaci Y- (wzor (7.20))

a, exp(?])
przeksztalca si¢ nastgpujaco:

a) przeksztalcenie funkcji (7.20) do postaci:

azﬁ_} 1
a, exp(Y,)’

(7.47)

b) obliczenie odwrotnosci funkcji (7.47):

2 —exp(Y,), (7.48)
a,Y

c) logarytmowanie funkgcji (7.48):

h{ a;J:?,, (7.49)
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d) stosujac w rownaniu (7.49) podstawienie:

Y'=In| 21|, (7.50)
a,Y

otrzymuje si¢ funkcj¢ liniowa ze wzgledu na wspoélczynniki b;:

=

?ﬂ_' = ? = Wielomian algebraiczny wedlug wzoréw (7.3)-(7.8). (7.51)

Przeksztalcanie funkcji potegowo-wykladniczej. Linearyzacji funkcji wedhug
wzoru (7.21) dokonuje si¢ poprzez logarytmowanie otrzymujac:

In(Y)=Inb, +b, InX, +b,In%, +-....- +b, In%, + o
+ B Xy F oo +bp Xy

Nastgpnie stosujac podstawienia:

Y’ = In(Y),
bl =Inb,, (7.53)
% =%, i=2,..K '

otrzymuje si¢ funkcjg liniowa ze wzgledu na wspotczynniki:

Y'=by +b,X| +b,X5 + ... +by Xy +by, X, +-...-+b X, . (7.54)

7.4. Normowanie zmiennych wej$ciowych

Wprowadzenie normowania (zwanego réwniez standaryzacja lub kodowa-
niem) ma na celu uproszczenie zapisu wzordw oraz obliczen w procesie identyfi-
kacji. Normowanie polega na zastapieniu zmiennych rzeczywistych X; zmien-
nymi normowanymi ii , ktore sa bezwymiarowe 1 moga przyjmowac nastgpujace
wartosci (por. rozdz. 10):

e dla doswiadczen na dwoch poziomach:

-1, +l1,
e dla doswiadczen na trzech poziomach:

-1, 0, +1,
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e dla doswiadczen na pigciu poziomach:
-a, -1, 0, +1, +a.
Nastgpuje wowczas rowniez zastapienie ukladu wspoétrzednych rzeczywistych

nowym ukladem, ktorego poczatek (punkt zero) pokrywa si¢ z warto$cia srednig
ukladu starego (rys. 7.1).

A
AX AX,
[V L |
< 1
4 -
¥ 1 T >
0 ii:'rlin gisr =-)Zi0 iimax ii Zmienne rZCCZYWlStC
AX, AX,
[ T ]
< 1< r
| | .
) ) a | Ll
Ximn =—1 0 Ximax =+l X, zmienne stanadaryzowane

Rys. 7.1. Stary i nowy ukiad wspdirzednych: X, - i-ta zmienna rzeczywista, X,
- i-ta zmienna zakodowana, AX,, =(X, . +X,m,)/2 - wartos¢

Srednia, AX; = (X, 0 = Ximn)/ 2 - wartos¢ bezwzgledna kroku

imax

wzdluz osi X, w skali naturalnej, AX, = (X, —X,... )/2 - wartos¢

1max

bezwzgledna kroku wzdluz osi X, w skali zakodowanej.

Sposob standaryzacji zmiennych wejsciowych zalezy od postaci modelu ma-
tematycznego badanego obiektu.

Normowanie zmiennych w modelach (7.3)-(7.8) polega na podstawieniu do
tych modeli nowych zmiennych bezwymiarowych. Natomiast normowanie
zmiennych w modelach (7.13 1 7.14) i (7.16)~(7.21) dokonuje si¢ dopiero po ich
zlinearyzowaniu do postaci odpowiednio (7.24), (7.27), (7.30), (7.34), (7.40),
(7.46), (7.51) 1 (7.54).

Zmienne unormowane (bezwymiarowe) w modelach (7.3)-(7.8), (7.24),
(7.30), (7.34), (7.40), (7.46), (7.51) oblicza si¢ ze wzoru:

21— % (7.55)
OAR, '

falll
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Latwo sprawdzi¢, ze podstawiajac do wzoru (7.54) nastgpujace wartosci zmien-
nych rzeczymstych Ximin> Xio> Ximax » ZMienne zakodowane przyjmuja wartosci

odpowiednio: X, =-1, X, =0, X, =+l

Przykladowo dokonajmy standaryzacji zmiennych w rownaniach (7.3) 1 (7.7).
Do tych rownan nalezy podstawi¢ zmienne wejsciowe rzeczywiste X, obliczone
z przeksztalconego wzoru (7.54):

X; =%, +XA%y; (7.56)
Z rownania (7.3), po podstawieniu zaleznosci (7.56), otrzymuje si¢ wyrazenie:

Y =b, +3b, (%, +%.A%,)=b, +sz +szAx (7.57)
1=1

1" 710

czyli po przeksztalceniach otrzyma si¢ model matematyczny obiektu badan w
postaci zakodowane;j:

(7.58)
gdzie:

K
k Z Xio»
k; Ax;, 1i=12,.. K

]’

(7.59)

Natomiast po podstawieniu zaleznosci (7.56) do rownania (7.7) otrzymuje si¢
wyrazenie:

A K . K i
Y =b, + Zb;(X,, +X,AX;) +3 b, (X,, +X,AX,)* +
1=l 1=1

+ z by (X, +X,A%,)(X,, +X,AX,),  (7.60)

i,j=1
1<

a po przeksztalceniach wzglgdem zmiennej zakodowanej otrzymuje si¢ wzor:

><|f

(7.61)

A K s
Y =k, +ij +Zk“x + Z kXX,
1=1 Ij—’
1]



7. Model matematyczny obiektu badan 173

gdzie:

K
b +Zb| 1o +Zb (Ax) +Zbl_'| 10 Jo’
i=1

K
k; =b,AX; +2b; AX X, + AX; 2 byX, (7.62)

| T
Il

k; =b; (Aii)z, E Iy - <
k; =b;AX;Ax;, 1,)=12,..,K, 1<].

Normowanie zmiennych wejsciowych w modelu (7.9) oraz w zlinearyzowa-
nym modelu (7.27) polega na wprowadzeniu nowych zmiennych unormowanych
(bezwymiarowych) obliczonych ze wzoru:

#(

' ln X —Inx
1 max 1min

Rowniez w tym przypadku latwo sprawdzic¢, ze podstawiajac do wzoru (7.62)
nastgpujace wartosci zmiennych rzeczywistych: X, . ., X, .. , zmienne zakodo-

wane przyjmuja wartosci odpowiednio: X, . =-1, X, . =+l

Przykladowo dokonajmy standaryzacji zmiennych w réwnaniu (7.27). Do te-
go rownania nalezy podstawi¢ zmienne wejsciowe rzeczywiste X. =InX, obli-
czone z przeksztalconego wzoru (7.63):

-—f

X! =InX, =X,(InX,_, —InX,  )+InX __ +InX . (7.64)

1 1 1 1 max imin imin

Z réwnania (7.27), po podstawieniu zaleznosci (7.64), otrzymuje si¢ wyrazenie:

1mm)+lnx ]'niimin]_

A A K s
Y’= lnY = bo + Zb,[il(lnilm“
=l (7.65)

imin )a

K K s
=by +Xb;(InX;, +InX; .. )+2bX,(InX; ., —InX
i=1

=1

czyli po przeksztalceniach otrzyma si¢ model matematyczny obiektu badan w
postaci zakodowanej:

M=
r
AL

Y'=InY =k, + kX, (7.66)
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gdzie:

K
k,=b b,(InX, ., +InXx, . ), 1=12.. K
0 0+i§l 1( X i max xlrmn)al it (767)
ki =b;(InX;,, —InX;

sin Yo 1 =12, .00 K

Funkcije (7.66) uzupehia si¢ czgsto o czlony uwzgledniajace oddziatywania
wzajemne czynnikow (interakcje) i wowczas moze ona przyjac postac:
kX, +

. 1] A it K N e
Y'=InY =k, + kiXiX; + 2 kXXX, . (7.68)

.

S5 M=

7.5. Renormowanie zmiennych wejsciowych

Renormowanie (zwane rowniez odkodowaniem) jest operacja odwrotng do
normowania. Renormowanie polega na zastapieniu zmiennych normowanych X,

zmiennymi rzeczywistymi X, .

Sposéb renormowania zmiennych wejsciowych zalezy od postaci zakodowa-
nego modelu matematycznego badanego obiektu.

Renormowanie zmiennych w normowanych modelach (7.3)-(7.8) oraz (7.24),
(7.30), (7.34), (7.40), (7.46) 1 (7.44) dokonuje si¢ przez podstawienie do nich
zmiennych unormowanych wedhug wzoru (7.55).

Przykladowo dokonajmy renormowania zmiennych w rowna-

niach (7.58) 1 (7.61). Z réwnania (7.58), po podstawieniu zaleznosci (7.55),
otrzymuje si¢ wyrazenie:

A K X. —X. K X

_ K k.
Y=k, +¥k —— =k, -Fk, —& +%—iL5x. 7.69
¢ 21 'AX. - 21 ' AX Z s (7.6%)

1 1 i

czyli po przeksztalceniach otrzyma si¢ model matematyczny obiektu badan w
postaci odkodowanej, tj. dla rzeczywistych wartosci zmiennych wejsciowych:

Y=b,+3bX,, (7.70)
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gdzie:
L iit:l
bo =k0 _EkiAxTi’
K (7.71)
blzTi i=L2 ... K.
AX

~ Natomiast po podstawieniu zaleznosci (7.55) do réwnania (7.61) otrzymuje
si¢ wyrazenie:

K X, —X
Y =k, + 3k, +7 k. (DL Riey2 4
0 E 1 !—i E u( !—i )
K X -X. X:—X,
+ Z k. Xi = Xio *j Jo , (772)

A~ K _ kK _, K __
gdzie:
K X K X ok XipX
by =k, - Tk, = +3b;| | +3 b, —2,
§ =Ko~ & AX, 2 ‘[Aii ,ZI Y AX AR
1<)
ki 2kiiii0 % kij-’zjo .
; e — — 1=12,... K, (7.74)
Ax; (AXx;) J=!AXiij
1£]
k. )
b, =—— =, 1=12,....K,
(AX;)
kij i
B, » L,)=12,.,K, i<}
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Renormowanie zmiennych wejsciowych w modelu (7.66) dokonuje si¢ przez
wprowadzenie zmiennych unormowanych wedlug wzoru (7.63) 1 otrzymuje si¢
wyrazenie:

S Y K 2(InX. —InX,
Yr:]_nY:ko +Zk5[lrf_XI I;nx_lmnx) +l]:

=l Ximax = I Ximin . (1.75)
koa bk TnE, X 2 -

czyli po przeksztalceniach otrzyma si¢ model matematyczny obiektu badan w
postaci odkodowane;:

e el K
Y'=InY=b,+3b.InX,, (7.76)

1=1

gdzie:

K K 2k. InXx.
by =k + 2k, - 3 ————im

i= i= - -mx. .

1 1 nxlma.x 1 min (777)
b, = ‘ o k=2 K

2

7.6. Dobér postaci modelu matematycznego

Dobér postaci modelu matematycznego jest bardzo istotny i jednoczesnie bar-
dzo trudny. Najczgsciej przyjmuje si¢, ze modelem matematycznym jest: wielo-
mian algebraiczny, funkcja wykladnicza lub funkcja potggowa. Sg to rownania
hiperpowierzchni, czgsto wyzszego stopnia, np. II-go, IIlI-go, .., m-tego. Dobor
postaci modelu zalezy od stopnia zlozonosci badanego obiektu, przeznaczenia
modelu matematycznego, wymagan odnosnie dokladnosci opisu, itd. Czasem o
wyborze postaci modelu moze decydowac zlecajacy badania. Posta¢ modelu
moze rowniez wynikac z analizy badanego obiektu pod katem wartosci przyjmo-
wanych przez czynnik wynikowy. Moze si¢ zdarzy¢ sytuacja, ze czynnik wyni-
kowy nie przyjmuje wartosci ujemnych. Natomiast jest zawsze dodatni i wigkszy
od zera lub nie mniejszy niz jeden. W pierwszym przypadku nalezy przyjaé od-
wrotnos¢ funkcji wykladniczej, natomiast w drugim — funkcj¢ wykladnicza, o
wykladnikach w postaci wielomianu algebraicznego. Pewnymi przestankami
odnosnie wyboru odpowiedniego modelu moga by¢ wczesniejsze badania. Na
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przykiad powszechnie wiadomo jest, ze proces skrawania metali opisuje funkcja
potggowa.

Jezeli brak jest okreslonych przestanek dotyczacych postaci modelu mozna
dokona¢ wyboru najlepszego modelu sposrod kilku modeli, wytypowanych po
badaniach wstgpnych, wykorzystujac do tego celu teori¢ wnioskowania sta-
tystycznego. W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ wspotczynnik korelacji wielo-
wymiarowej R ze wzoru:

R= |j]== (7.78)

gdzie:

f/“t - wartosci wyjscia modelu dla i-tej proby, obliczane z réwnania re-
gresji,

y, - usredniona wartos¢ wyjscia dla i-tego doswiadczenia dla r pow-
torzen,

U 9.
Yi =—2Z.¥i>»
rj:l

y - wartos¢ srednia wyjscia obiektu (odpowiedzi) dla n doswiadczen,

gt 1 n_ | n~
YyE=2¥; =—2¥:.
n n

1=1 =1

Nastgpnie nalezy obliczy¢ wartos¢ funkcji testowej F ze wzoru:

n-m R?
Fatl s, (1.79)

gdzie:
m - liczba wyrazéw réwnania regresji lacznie z wyrazem wolnym,
n — liczba prob.

Z tablic 15.6 rozkladu F Snedecora wyznacza si¢ dla poziomu istotnosci o

przy stopniach swobody r;=m-1 oraz r,=n-m warto$¢ krytyczna Fi,(a.,r,,r5). Spo-
srod modeli matematycznych, ktore spetniaja warunek F< Fy,(a,r),15), za najlep-
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szy nalezy uznac ten, ktory ma najwigkszy wspotczynnik korelacji wielowymia-
rowe) R. Wspolczynnik ten jest miarg stopnia dopasowania rownania regresji do

wynikow eksperymentu.



IDENTYFIKACJA OBIEKTOW
WIELOWYMIAROWYCH METODA
FUNKCJI KORELACJI

8.1. Statystyczne metody identyfikacji obiektéw wielowymiarowych

W eksperymentowaniu czgsto wystepuja takie sytuacje, w ktorych obok zna-
jomosci rozkladu poszczegdlnych zmiennych losowych obiektu badan, niezbgdna
jest rowniez znajomos¢ zaleznosci statystycznych migdzy tymi zmiennymi. Za-
leznosci statystyczne poznaje si¢ za pomocg metod identyfikacji. Do statystycz-
nych metod identyfikacji wielowymiarowych obiektow badan zalicza si¢ nastg-
pujace, najwazniejsze metody:

e funkcji korelacji,
e analizy regresji,
e analizy czynnikowej,
e funkcji modulujace;j.

Metoda funkcji korelacji stuzy do wyznaczania charakterystyk dynamicz-
nych na podstawie tzw. eksperymentu biernego, tzn. obserwacji wejs¢ 1 wyjs¢
obiektu podczas jego normalnej pracy, bez naruszania warunkow eksploatacyj-
nych. W metodzie tej wystgpuje szereg ograniczen, zmniejszajacych zakres jej
zastosowan. Mianowicie, metoda funkcji korelacji wymaga komputerow o wiel-
kiej pojemnosci pamigci. Dlatego tez praktycznie znajduje ona zastosowanie do
identyfikacji obiektow liniowych o niewielkiej liczbie zmiennych. Metoda ta nie
moze by¢ w ogole stosowana w przypadku wystgpowania niestacjonarnych za-
klocen oraz obiektow nieliniowych.

Metoda analizy regresji shuzy do identyfikacji statycznych charakterystyk
zlozonych obiektéw badan w warunkach eksperymentu biernego. Metoda ta jest
mniej dokladna od metody funkcji korelacji. Zaleta metody analizy regresji jest
to, ze wymaga mniejszego nakladu pracy w trakcie obliczen i dzigki temu znaj-
duje coraz wigksze zastosowanie przy identyfikacji nieznanych charakterystyk
obiektu na podstawie obserwacji wejsc 1 wyjsc.

Metoda analizy czynnikowej oparta jest na metodzie analizy regresji i zaj-
muje centralng pozycj¢ wsrod metod wyznaczania charakterystyk statycznych
opartych na eksperymencie czynnym. W metodzie tej wystepuje planowanie
eksperymentu.
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Metoda funkcji modulujgcej stuzy do identyfikacji modeli matematycznych
w postaci nieliniowych réownan rézniczkowych (w tym rowniez nieliniowych ze
wzgledu na wspoélczynniki), opisujacych silnie nieliniowe, wielomasowe ukiady
mechaniczne, zawierajace nieliniowosci typu ,,luz” i ,tarcie suche”.

8.2. Metoda funkcji korelacji

Glownym zadaniem metody funkcji korelacji jest okreslenie postaci zaleznosci
statystycznej. Drugim jej zadaniem jest okreslenie istotnosci tego zwiazku.

8.2.1. Zalozenia

W metodzie funkcji korelacji zaklada si¢, ze badany obiekt jest liniowy o sta-
tych wspotczynnikach, niezmiennych w czasie. Sygnaly wejsciowe 1 zaklocenia
oddzialujace na obiekt sa stacjonarnymi, ergodycznymi procesami stocha-
stycznymi.

Jak wiadomo (pkt. 3.8.2) stacjonarny proces statystyczny Y(t) charakteryzuje
si¢ niezaleznymi od czasu t:

a) wartoscia oczekiwang obliczang po zbiorze:

EIY(0) = [yf(v.0dy =m, () =m, , 8.1)

b) funkcja korelacji wlasne;j:

K[t 7] =E{[y(t) -m][y(t+7)-m ]} =
— 8.2
= [ Jly()-m]J[y(t+7)-m Jf(y,t;y,t + D)dydy =K (1), =

—0o0 —oD

gdzie f(y,t;y,t+1) jest dwuwymiarowg gestoscig prawdopodobienstwa.

Dwa procesy X(t) i Y(t) stacjonarne charakteryzuje si¢ niezaleznymi od czasu
t wartosciami oczekiwanymi my i m,, okreslonymi wzorami typu (8.1) oraz nie-
zalezng od czasu funkcjg korelacji wzajemne;j:

K. [t 1] =E{[y(t)-m][z(t + 1) -m,]} =
+60 +00 (83)
= [ Jly(t) -m ]J[z(t +1)-m,]f(y,t;z,t + 1)dydz =K , (7).

—00 —a0

W przyrodzie procesy stacjonarne w ogole nie wystepuja. Jednak czesto
zmiana wlasciwosci statystycznych wielu obiektow odbywa si¢ tak wolno, ze
mozna je uwazac¢ za stacjonarme, CO znacznie upraszcza rozwazania.



8. Identyfikacja obiektéw wielowymiarowych metodq funkcji korelacji 181

Stacjonarny proces przypadkowy jest ergodyczny, jesh srednie obliczane po
czasie dla realizacji sq rowne srednim obliczanym po zbiorze (pkt. 3.8.3). Wa-
runkiem koniecznym 1 dostatecznym ergodycznosci procesu jest aby:

l+w

fa —-%)Ky('r)dt] =0, (8.4)

tmlz 1

W przypadku ergodycznosci procesu mozna okresla¢ jego wlasciwosci sta-
tyczne badajac dostatecznie dhugo jedna realizacjg.

Wartos¢ oczekiwang sygnalu y(t) mozna wowczas rowniez obliczy¢ ze wzo-
ru:

T 8.5)
m, = lim[— [y(t)dt]. :
y = Bl _I_ry( Mit]

Podobnie funkcj¢ korelacji wlasnej sygnatu y(t) okresla si¢ ze wzoru:

K, (1) = lim[L]T[y(t) -m|[y(t+1)—m]dt, (8.6)
Tow 2T—T
lub
K, (1) = %im[%?[y(t—t)—my][y(t)—my Jdt. (8.7)
—»0 T .

Obliczenie funkcji korelacji wlasnej sygnalu bedacego ergodycznym procesem
stacjonarnym wymaga wprawdzie znajomosci tylko jednej realizacji, lecz jest
pracochlonne. Dla kazdej wartosci t nalezy oddzielnie dokonywaé operacji cal-
kowania zgodnie ze wzorem (8.6) lub (8.7). Funkcj¢ korelacji mozna réwniez
wyznaczy¢ doswiadczalnie.

8.2.2. Doswiadczalne wyznaczanie funkcji korelacji

Funkcje korelacji wlasnej procesu X(t) wyznacza si¢ postugujac si¢ jej ocena
K (t):
Y

K,@~K, @ =lm(= HO-m, be+9-mJd), 63

przy skonczonym, lecz dostatecznie dlugim czasie obserwacji T, jednej realizacji
procesu stochastycznego.

Podobnie wartos¢ oczekiwana my oblicza si¢ na podstawie jej oceny przy
skonczonym czasie obserwacji T:
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m, =, = lm{< y(d), 89)

W praktyce, czgsto stosuje si¢ przyblizone wzory sumacyjne. W tym celu
czas obserwacji T dzieli si¢ na N odcinkow tak, zeby funkcja x(t) malo zmieniata
si¢ czasie A, wigc: T=NA, t=nA i t=lA. Przy tych zalozeniach wzor (8.9) prze-
ksztalci si¢ do nastgpujacej postaci przyblizone):

. 1 N
m, =~ m, =§Z_‘,ly(nA), (8.10)

natomiast funkcja korelacji wlasnej (8.8) 1 funkcja korelacji wzajemnej (8.3) po
przeksztalceniu przyjmuja postacie odpowiednio:

K, (14)~ K, (1A) = N_I—TE[Y(“A) ~m, ly(nA +1A)~m, ], 8.11)
oraz
K,,(8)~ K, (I4) = ﬁ%—:l[y(mﬁ) —m, ][z(nA+1A) - m,]. (8.12)

Do wyznaczania funkcji korelacji stosuje si¢ specjalistyczne urzadzenia zwa-
ne korelatorami, zbudowane przy zastosowaniu techniki analogowej, badz tech-
niki cyfrowe;.

8.2.3. Wyznaczanie charakterystyk zlozonego obiektu dynamicznego

Za pomocga funkcji korelacji wlasnej 1 wzajemnej mozna identyfikowac wia-
sciwosci dynamiczne zlozonego obiektu liniowego (rys. 8.1) o S wejsciach 1 R
wyjsciach, poddanego dziataniu M+P zakltocen.

Nalezy w tym przypadku znalez¢ SxR jednostkowych odpowiedzi impulsowych,
stanowiacych macierz:

(2(D) g .. gr()]

G| 8@ E2® - Ex®| -

[8s1(t) 85:(D) . gSR(t)ASxR

lub transmitancji widmowych, stanowiacych macierz:
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(Gu(jo) Gp(jo) .. Gr(jo)]
. i G.. (i
G(Jﬁ)) = GZI(Jw) G'ZZ (J(D) 2R (JUJ) (814)
[Gs1(J0) Gy, (jo) Gsr (J©) J5,x
H: h1 h: ..hu ¥ Zy Ip..2p
x$3% gl w
Xy =—— —>Y
» —|  OBIEKT BADAN |[— ¥
Xg —mm8m—> — YR
C:
o u:

Rys. 8.1. Zlozony obiekt identyfikacji.

Aby rozwigza¢ powyzsze zagadnienie, wystarczy rozwazy¢ obiekt o S wejsciach
X1, .., Xs 1 Jednym wyjsciu y; (r=1,2, .., R) (rys. 8.2).

hy(t) ... ha(t) 2i(t) ... Ze(t)

¢ 3 & &

Xi(t) ———>—_ S f:\\

gl i —ENL Sy

gsdt) —

xs(t) s}

Rys. 8.2. Liniowy obiekt wielowymiarowy o jednym r-tym wyjsciu:
©xifY), .., xs{t) sygnaly wejsciowe, g1(1), .., gs{t) - jednostkowe od-
powiedzi impulsowe dla sygnatow; (1), .., lu(t) - jednostkowe od-
powiedzi impulsowe dla zaktécen obserwowalnych; d, (1), .., dpAt)
Jjednostkowe odpowiedzi impulsowe dla zaklécen nieobserwowal-
nych.
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Rozwazajac kolejno kazde wyjscie y, oddzielnie i okreslajac R razy charaktery-
styki dynamicznego obiektu jednowyjsciowego o S wejsciach otrzymuje si¢ ze-
staw wszystkich SR charakterystyk dynamicznych.

Dalej zaklada si¢, ze sygnaly wyjsciowy y(t), wejsciowe x,.(t), .., xs(t) oraz
zaklocenia hy(t), .., hy(t) 1 zi,(t), .., zp(t) obiektu liniowego (rys. 8.2) sa central-
nymi procesami stochastycznymi, o zerowych wartosciach oczekiwanych. Jezeli
ich rzeczywiste realizacje nie spelniaja tego warunku, to nalezy obliczy¢ wcze-
sniej ich wartosci oczekiwane i odpowiednio odjaé.

Przy takich zalozeniach, r-ty sygnal wyjsciowy y(t) obiektu liniowego mozna
zapisa¢ nastgpujaco:

y.(8) = [x, (t—©)g, (@)d® +..+ [x, (t - O)gs, (®)dO +
0 0
+ [h,, (t-O)I, (O)® +...+ [hy, (t - ©O)l,, (©)dO + (8.15)

+ [z, (t-©)d, (O)O +.+ [z, (t-©)d,, (©)dO.

Zaklada si¢ rowniez, ze sygnaly wejsciowe xq(t) (s=1, .., S) oraz zaklécenia
hm(t) (m=1, .., M) 1 z,,(t) (p=1, .., P) s3 statystycznie niezalezne - a wigc niesko-
relowane dla wszystkich t:

+T

szrhmr (t) = -]!-lm [% Ixsr (t)hmr (t + T)dt] = 01 I'= la"':R
—»o0 T

(8.16)

+T
K (t)=%im[% [x4 )z, (t+7)dt]=0, r=1.R.
—30 T

XsrZpr

Aby obliczy¢ funkcje korelacji wzajemnej K, , (t) (=1, ., R) sygnatow

wejsciowych xq(t) (s=1, .., S) oraz r-tego sygnalu wyjsciowego y,(t) mnozy si¢
obie strony rownosci (8.15) kolejno przez:

1 1 |
Ex,r(t-t),ﬁx,.r(t—‘t),...,ﬁxsr(t—t), (8.17)

catkuje wzgledem t od -T do +T, nastgpnie przechodzac z T do +o, wobec
zwigzkow (8. ), otrzymuje si¢ nastgpujacy ukiad S rownan catkowych, wiaza-
cych S nieznanych, jednostkowych odpowiedzi impulsowych dla sygnatow
gi(t), .., gst):
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Ky, (7) = TK*]; (1-©)g,, (®)dO +..+ [K, , (1-0O)gs (©)dO,
0 0

Kx;,y, (T) = (.!-sz, (t == ®)g2r (®)d® +.+ [.!sz,x& (T = ®)gSr (®)d®’ \ (818)

Koy (D= g K, x, (1-©)gs (©)dO +.. + £Kx8r (1-©)gs, (©)dO.

4

W dalszej czgsci podane zostang dwa przypadki rozwiazania ukladu réwnan
(8.18). Pierwszy, gdy poszczegolne sygnaly wejsciowe s statystycznie niezalez-
ne oraz drugi, gdy poszczegolne sygnaly wejsciowe s3 skorelowane.

8.2.4. Sygnaly wej$ciowe nieskorelowane

W przypadku szczegédlnym, gdy poszczegone sygnaly wejsciowe Xy f(t)
(s=1, .., S) sq parami statystycznie niezalezne, a wi¢c nieskorelowane, to:

_ 1 +T
K . (1)= %l_r’ll[ﬁ:!rxs,(t)xjr(t+t)dt]=0, r=1..R, (8.19)

XsrX jr

dla wszystkich s#j (s,j=1, .., S), wtedy uklad rownan (8.18) przeksztalca si¢ w
uklad prostych réwnan catkowych:

ler}': (T) = ?Kx" (T - ®)g]r (@)d@,

Ko, (0= K, (1-O)g,, (©)dO, (8.20)
J .

Kygy, (0= ?sz, (t1-0O)gs, (©)dO.

ktore mozna rozwiaza¢ oddzielnie po wyznaczeniu doswiadczalnie funkcji kore-
lacji wlasnej K, (t) oraz funkgji korelacji wzajemnej K, (1), dlas=1,.,S i

=1, .., R.

Do rozwiazywania ukladu réwnan (8.20) stosuje si¢ nast¢pujace metody:
- metode¢ przeksztalcen Fouriera,
- metode algebraiczna,
- metod¢ modelowania.
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Metoda przeksztalcen Fouriera polega na obliczeniu transformat obu stron
rownan (8.20), wyznaczeniu transmitancji widmowych i po dokonaniu prze-
ksztalcenia odwrotnego, obliczeniu jednostkowych odpowiedzi impulsowych.

Nalezy znalez¢ rozwiazanie g(t) rownania calkowego:

K., (9=]K, (1-O)g,(©)d©, da s=1.Sir=1_R, (821
0

ktore musi spelnia¢ warunek realizowalnosci fizycznej w postaci:

g,(©=0 dla ©<0. (8.22)

Przeksztalcenia rownania (8.21) dokonuje si¢ mnozac obie jego strony przez
exp(-jot) i catkujac po T w przedziale od -oo do +oo, otrzymujac:

| K, (Dexp(-jot)dt=[g, (©)dO | K,_(t-©)exp(-jor)dr,
-~ 0 Zm (8.23)

dla s=1..S 1 r=1,.,R.

W ostatniej calce rownania (8.23) dokonuje si¢ zamiany zmiennych podstawia-
jac: -

-@=1. (8.24)
1 otrzymuje si¢:
[ K, , (exp(-jot)dt=[g (®)d® [ K, (A)exp(—jot)dt,
ot st¥r 0 Y i (825)
dla s=1,,S 1 r=1.R.
Wprowadzajac ggstosci widmowe:
stm (jo) = fosm(‘c)exp(—jmt)dt, dla s=1,.S1 r=1.R,
% (8.26)

S, (j0) = [K,_(Dexp(-jor)dr=S, (jo), dla s=1,S i r=1,_R,

1 uwzgledniajac nastgpujaca zaleznos¢ pomigdzy transmitancjgq czastkowa i od-
powiedzia impulsowa:
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G, (jo)= [g,(®)exp(—jo®)d®, dla s=1.S 1 r=1._R, (8.27)
0
otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na transmitancj¢ czastkowa obiektu:

G. (o) = Sxgy, (19)

x , 5=L.8iz=L.R (8.28)
Sy, (@)

Stosujac do wyrazenia (8.27) przeksztalcenie Fouriera oraz po uwzglednieniu
zaleznosci (8.28), otrzymuje si¢ nastgpujacy wzor na jednostkowa odpowiedz
impulsowa:

g8+(®)= -;;TG“ (jo)exp(jo®)dw =
(8.29)

(o
:21: "_L ;”y’( ))exp(jm(-*))dw, dla s=1..Sir=1.R

Wartosci g.(®) (s=1, .., S, r=1, .., R) ze wzoru (8.29) mozna wyznaczy¢
analitycznie badz numerycznie, np. metoda charakterystyk trapezowych.

Metoda algebraiczna polega na przeksztalceniu réwnania catkowego (8.21)
w réwnanie sumacyjne. W tym celu czas obserwacji dzieli si¢ na N odcinkow, a
wielkosciom T i ® nadaje si¢ nastgpujace wartosci dyskretne: 1=IA, ®=nA i
dO®=A, gdzie I=1, .., L 1 n=0, .., N. Wéwczas réwnanie (8.29) mozna zapisa¢ w
postaci:

(14) = ZK, [(-n)Alg, (nh), R (8.30)

"sd'r

Uwzgledniajac symetrig funkcji korelacji wiasnej:

Kx' (T I nA) = Kx.. [_('t - I'I.A)], (83 l)

otrzymuje si¢ uklad (N+1) réwnan liniowych z (N+1) nieznanymi odpowiedziami
impulsowymi g.(0), g+(A), g«(24), .., g+«(NA). Uklad ten mozna zapisaé synte-
tycznie w postaci macierzowej:

{A; vyt = [Br](N+1)x(N+l) {G, }weys T=L.,R, (8.32)
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gdzie {A,} i {G,} sa wektorami kolumnowymi o wymiarze (N+1)x1, a [B, ]
jest macierza symetryczng o wymiarze (N+1)x(N+1). Macierze te maja nastg-
pujace postacie:

1
K K"sr)’r (0) i gsr (0) ]
1 A
(A}={ 7K B} (G} =1 845 2 (8.33)
[ y
| R (NA) & (NA)
1 1 1
—K, (0) K @) —K,_ (NA)
1 1
[B,]=1 %Kx,. (4) T 0l ssmserns 72 Ka [(N=DARL - (534)
| [ e
S Ka (NO) K [(N-DA] ... 25O

Rozwiazanie przeksztalconego ukladu réwnan, wzgledem nieznanego wektora
kolumnowego {G,}, do postaci:

{Gr }(N+l)xl :[Br](_IlIH)x(NH){Ar}(NH)xI’ r= 1""R1 (835)

mozna otrzymac¢ za pomocg znanych metod dokladnych (np. metoda eliminacji
Gaussa) lub za pomoca metod iteracyjnych (dla duzego N).

Metoda modelowania wykorzystuje analogie wystgpujaca pomigdzy réwna-
niem catkowym:

Sy, (10)= K, (1~ O, (©)dO, dia s=L.S i r=L.R,  (836)

oraz rOwnaniem wigzacym sygnal wyjsciowy yg(t) z sygnalem wejsciowym x(t)
prostego ukladu liniowego, o jednym wejsciu (rys. 8.3) i o jednostkowej odpo-
wiedzi impulsowej g (t), postaci:

y.(t) = [x, (t-©)g, (®)d®. (8.37)
0
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Xal) —F  gult) s )

Rys. 8.3. Prosty obiekt liniowy o jednym wejsciu i jednym wyjsciu.

Jezeli do wejscia ukladu przedstawionego na rysunku 8.3, doprowadzi si¢ sygnal
rowny korelacji wlasne;:

X () =K, (1), (8.38)

to na wyjsciu tego ukladu otrzymuje si¢ sygnal yq(t), odpowiadajacy funkcji
korelacji wzajemne;:

Yo () =K, , (). (8.39)

Wykorzystujac powyzsza analogi¢ Goodman i Reswick zaproponowali konstruk-
cje specjalnego urzadzenia analogowego, skladajacego si¢ z czlonow opdznienia,
elementow mnozacych przez wspolczynniki g,.g), .., gv 1 sumatora (rys. 8.4).

K, @®

A 4
[
>
[

Y ¥

g(t)

K (t)

Xgr¥sr 7

Rys. 8.4. Model obiektu liniowego: g, g, .., gv - parametry nastrajane,
A - czlon opdzniajqcy, X - sumator [40].

Urzadzenie to o transmitancji:

G(j) = Xg, exp(-jond) (8.40)
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z nastrajanymi wspotczynnikami g,.g,, .., gv umozliwia aproksymowanie trans-
mitancji badanego obiektu. Zadanie polega na znalezieniu odpowiednich wspot-
czynnikow, przy ktorych sygnat bledu €(t) osiagnie minimum. Znalezione w ten
sposob wspolczynniki s3 bliskie szukanym wartosciom wedhug wzoru (8.36)
jednostkowej odpowiedzi impulsowej badanego obiektu.

8.2.5. Sygnaly wej$ciowe skorelowane

W przypadku istnienia korelacji mi¢gdzy poszczegolnymi sygnatami wejscio-
wymi, warunek (8.19) nie jest speliony. Do rozwiazania uktadu réwnan (8.18)
stosuje si¢ metodg przeksztalcen Fouriera. Najpierw dokonuje si¢ przeksztalcenia
tego ukiadu, mnozac kazde z réwnan przez exp(-jwt) i catkuje po T w przedziale
-00 do +oo, otrzymujac nastgpujacy uklad rownan:

T K.y, (Dexp(-jot)dr= Tg,r (‘E-))d@)?o Kxn (t-0®)exp(—jot)dt +
—a0 0 —00

+.4 (85, (©)dO® [ K, . (1-O)exp(-jot)dr,
0 —a0
......................................................................................... > (8.41)

xsy, (D exp(—jot)dr = gg" (@)d@_{o K xs (T~ ©)exp(-jot)dt +

+.4 85, (©)dO | K, (1-O)exp(-jor)dr
0 —00

Dokonujac zamiany zmiennych zgodnie ze wzorem (8.24) oraz wprowadzajac
gestosct widmowe:

Sray J0) = [ K, (¥)exp(—jot)dr,

dlas=1.Sir=1.R,
e (8.42)

st,-xj-r (Jm) = I K)ts,-xj', (T) exp(-.]mt)dt = str (Jm)s
dlas,j=1..Sir=1. R,
1 uwzgledniajac zwiazek (8.27) na transmitancj¢ czastkowa G (jo) , otrzymuje

si¢ nastgpujacy uklad S réwnan, zawierajacy S niewiadomych transmitancii
czastkowych G, (jo) (s=1, .., S) badanego obiektu:
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xlm(;m) Sy, @)G,, (jo) +..+ S, . (j0)G, (j0) |

o ([0) =5, (10)Gy, (0) +.+5,. -, (j0)G, (Jo)| (8.43)

Syey. (10) =S, (©)G,(jo) +.+8S,_ (j0)G, (jo)

Rozwigzujac uklad réwnan (8.43) oblicza si¢ transmitancje czastkowe
G, (jo) (s=1, .., S) badanego obiektu ze wzoru:

G, (Jo)= %, (8.44)

gdzie A(jo) jest wyznacznikiem giéwnym wedhug wzoru:

Sx“’ ((D) S"'lr"?r (Jm) """ le,xS, (J(D)
S xaexa U (1 - S, .
A, (jo) =| (jo) 2 (@) ks (J‘“), (8.45)
XseXir (Jo) Sx&xh (j(l)) ...... SXSr (o)

zas Ay(jo) jest wyznacznikiem utworzonym z wyznacznika giownego w ten spo-
sob, ze zastgpuje si¢ w nim s-t3 kolumn¢ przez kolumne¢ wyrazéw wolnych z
ukfadu réwnan (8.43).

Stosujac odwrotne przeksztalcenie Fouriera do transmitancji (8.44) otrzymuje
si¢ szukane jednostkowe odpowiedzi impulsowe ze wzoru :

g, (®)= 1 TGS, (jo)exp(jo®)do =
2R e

_ 1A, (jo) ol

2n_wA( )exp(_mm@)dm dla s=1.,S1r=1.R.



IDENTYFIKACJA OBIEKTOW
WIELOWYMIAROWYCH METODA
ANALIZY REGRESJI

9.1. Opis metody

Metoda analizy regresji umozliwia identyfikowanie charakterystyki statyczne)
wielowymiarowego obiektu nieliniowego, o wielu wejsciach 1 jednym wyjsciu,
poddanego dzialaniu zaklocen przypadkowych.

Przypomnijmy, ze interesujaca nas funkcja jest zaleznoscia statystyczna jesli
wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Y przy warunku X=x (X,=x,, .., Xg=xg)
jest funkcja x:

E(Y/X =%) = g(%), (9.1)

to znaczy, ze migdzy zmiennymi Y i1 X(X,, .., Xx) wystepuje korelacja (wspol-
zaleznos¢). Funkcje (9.1), przedstawiajacqa warunkowa wartos¢ oczekiwana,
nazywa si¢ funkcjg regresji pierwszego rodzaju lub teoretyczng funkcjg re-
gresji.

W praktyce nie jestesmy w stanie wyznaczy¢ dokladnie funkcji regresji. Dla-
tego tez wysuwa si¢ hipoteze, ze funkcja regresji nalezy do okreslonej klasy
funkcji o postaci jakosciowej:

Y =Y&:b), (9.2)

liniowych wzglgdem nieznanych parametréow b, gdzie znak “-” nad symbolem
oznacza wartos¢ srednig, natomiast znak “*” - wielko$¢ aproksymowana, X jest
wektorem srednich wartosci zmiennych wejsciowych. Funkcja (9.2) jest mode-
lem matematycznym obiektu badan 1 nazywana jest rowniez funkcjg regresji
drugiego rodzaju lub empiryczng funkcjg regresji.

Klas¢ modelu matematycznego ustala si¢ na podstawie rozwazan teoretycz-
nych, badz na podstawie analizy danych doswiadczalnych. Klasa modelu moze
by¢ wielomian algebraiczny, funkcja wykladnicza, potggowa i1 logarytmiczna,
funkcje trygonometryczne i funkcje utamkowe (por. rozdz. 7).

Zastosowanie odpowiedniej procedury identyfikacji zalezy gltownie od klasy
postulowanego modelu matematycznego obiektu badan, od rozkladu zaklocen
wzgledem wartosci $redniej, liczby powtorzen. W przypadku, gdy modelem ma-
tematycznym jest wielomian algebraiczny, wowczas nieznane parametry modelu
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wyznacza si¢ minimalizujac wyrazenie znanego w matematyce jako postulat lub
zasada najmniejszej sumy kwadratow bledéw (NSKB). Natomiast w pozo-
stalych przypadkach, gdy modelem matematycznym nie jest wiclomian algebra-
iczny, stosowa¢ mozna nastgpujace metody:
a) metod¢ minimalizacji modutu blgdow,
b) metod¢ minimalizacji odpowiednio zbudowanego wyrazenia stopnia wyz-
szego niz drugi z odpowiednio dobranymi wagami,
c) najpierw przeksztalci¢ model matematyczny obicktu badan do prostszej po-
staci, a nast¢gpnie zastosowac:
e zasad¢ najmniejszej sumy kwadratow,
e udoskonalong zasad¢ najmniejszej sumy kwadratow.

9.2. Zasada najmniejszej sumy kwadratéow

Zasada najmniejszej sumy kwadratow zostala wprowadzona przez Legendre’a
(1806 r.) oraz Gaussa (1809 r.) i stanowi podstawg analizy regresji.

Dobor postaci wielomianu algebraicznego zalezy od stopnia zlozonosci bada-
nego obiektu, przeznaczenia modelu matematycznego, wymagan odnosnie do-
kladnosci opisu, itd. W ogolnym przypadku jest to wielomian K zmiennych, m-
tego stopnia, zawierajacym podwojne, potrolne .., K-te interakcje (por.
rozdz. 7), postaci:

e e | i i X
1,)=1

. K
Y=b0+2biii+_}Kjb xf’+):b xx++):b ™4
™ (9.3)

w ktorym wystgpuje L nieznanych wspotczynnikow bo, by, by, ..., bi i, b in,
L, .., Ln=1, . K, i<, ..., I<n.

Model (9.3) tatwo jest uprosci¢ do postaci szczegdlnych. Przyktadowo dla na-
stgpujacej, najczesciej spotykanej postaci kwadratowej m=2, z podwdjnymi inte-
rakcjami otrzymuje sig:

X, +2b X2 + 3 bE X, 9.4)

w ktorej wystgpuje L=5(K-1) nieznanych wspolczynnikow by, by, by,
=1, ..., K, i<j,
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natomiast modelu liniowego, ktory jest najprostsza postacig modelu (9.3) pomija
si¢ interakcje 1 skladniki zawierajace potggi, otrzymujac:

bX,, (9.5)

o

%:b0+

il

z (L=K+1) nieznanymi wspoélczynnikami by, by, 1 =1, ..., K, gdzie K jest liczba
zmiennych.

W celu wyznaczenia wektora {b} nieznanych wspolczynnikow w funkcji re-
gres)i (9.3) zaklada si¢ nastgpujacy zwigzek:

Y = Y(X:b) +e, (9.6)

o (L+1) niewiadomych (tj. L nieznanych wspoélczynnikéw b wektora {b} oraz
nieznany blad ), w ktorym Y (X;b) jest aproksymacja nieznanej zaleznosci Y -
czyli modelem matematycznym obiektu badan wedlug wzoru (9.3) (rys. 9.1).

Y(x:b)
A
Y ¢ 1
® - e,
. |
® o
@
® ¢ -
> Y, =Y(xzb) +e,
> Y (%, :b)
J
X1 X2 X3 X4 Xs Ky coswssav XN X

Rys. 9.1. Graficzna ilustracja ukiadu réwnan (9.7).

W celu wyznaczenia L niewiadomych wspoélczynnikéw w réwnaniu (9.3) na-
lezy wykona¢ odpowiednig liczbg pomiaréw. Zalozmy, ze dokonano N pomiarow
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wartosci zmiennych wejsciowych X_ i zmiennej wyjsciowej Y,, (n=1, .., N).
Podstawiajac do wzoru (9.) wyniki pomiardw otrzymuje si¢ uklad N rownan
postaci:

2 :?(iz;b)-%ez, (97)

-----------------------------

w ktorym wystepuje (L+N) niewiadomych (tj. L nieznanych wspétczynnikow b
wektora {b} oraz N nieznanych bledow e,).
Uklfad rownan (9.7) mozna zapisa¢ syntetycznie nast¢pujaco:

Y =Y. ,b)+e., n=L.N. (9.8)
Zadanie polega na znalezieniu takiego sposobu wyznaczania wektora niezna-
nych wspoéltczynnikéw b, aby suma wartosci bezwzglednej bledow e, byla naj-

mniejsza. Wymaganie to spelnia postulat najmniejszej sumy kwadratéw ble-
déw, o nastgpujacej postaci matematyczne;j :

el 5>min, n=1.N. (9.9)

M=z

Sg =

n

Przeksztalcajac wzor (9.8) wzgledem e, 1 podstawiajac otrzymana zaleznos¢ do
wzoru (9.9) otrzymuje si¢:

2
n

(Y. -Y.&b)]? =min, n=L.N. (9.10)

Mz
a

Sy =

1Mz

n

W celu zmmimalizowania Sz wzglgdem wektora kolumnowego {b} niezna-
nych wspélczynnikow wyznacza si¢ odpowiednie pochodne czastkowe i przy-
rownuje do zera. Otrzymuje si¢ uktad L rownan postaci:

8, /b, =0, n=1..L, (9.11)

zawierajacy L niewiadomych, gdzie M jest liczba maksymalnej interakcji. Roz-
wigzujac ten uklad rownan otrzymuje si¢ wektor kolumnowy {b} poszukiwanych
wspolczynnikow w funkcji regresji (9.3).
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W przypadku obiektow wielowymiarowych wygodnie jest postuzyc si¢ zapi-
sem macierzowym. W tym celu wprowadza si¢ nastgpujace oznaczenia. Wyniki
obserwacji zapisuje si¢ w postaci macierzy zmiennych wejsciowych [X]:

X0 X1 Xp X1k
X X X X
20 21 2 - 2K
[X] = , 9.12)
[ Xno XNt XNz oo XNk

lub w postaci wektora kolumnowego {X} o wymiarze Nx1 §rednich warto$ci
zmiennych wejsciowych:

g e —_

(Xy=[x, %X, .. %], (9.13)
gdzie X;0=X20= .. = Xno=1 s3 elementami fikcyjnymi, wprowadzonymi do macie-
rzy w celu ujednolicenia zapisu macierzowego wzorow, znak “-” umieszczony
nad symbolem oznacza wartos¢ srednia, znak T oznacza transpozycj¢ wektora.

Wyniki obserwacji wyjs¢ obiektu i wyjscia modelu zapisuje si¢ w postaci
wektoréw kolumnowych o wymiarach Nx1 zmiennych wyjsciowych {Y} i war-

tosci funkcji regresji {@h} :
Y} =09,9,-5x1", (V}=[3,¥,.5x]" (9.14)

Nieznane wspolczynniki bo,b, .., bk zapisuje si¢ w postaci wektora kolum-
nowego {b}:

T
{b}z[bo b, .. bK—M...K] - (9.15)
Rownanie regresji (9.3) przyjmuje wowczas postac:
{Y} = [X]{b}, (9.16)

natomiast funkcja minimalizowana (9.10) jest postaci:

Se = (Y} - (YN (Y} - {¥}) = (Y} - [X]{b}) " ({V} - [X]{b}) = ©.17)
={Y} (Y} - 2{b} " [X]"{Y} + {b} "[X]"[X]{b}.
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Rozniczkujac Sg wzgledem {b} otrzymuje sig¢:

aSg
0{b}

= 2[X]"{Y} + 2[X]7 [X]{b}, (9.18)

a po przyrownaniu pochodnych czastkowych do zera otrzymuje si¢ nastgpujacy
uklad réwnan normalnych:

[X]" [X]{b} = [X]" {Y}, (9.19)

skad po przemnozeniu obu stron przez macierz odwrotna ([X]'[X])™', otrzy-
muje si¢ rozwigzanie w postaci:

{b} = ((XI"[XD ' [X]"{Y}. (9.20)

Macierz wspétczynnikéw ([X]"[X])™' nie moze by¢ osobliwa, tzn. ze jej wspol-
czynnik glowny:

det([X]7[X]) ™" #0, (9.21)

powinien by¢ roézny od zera. Oznacza to, ze w macierzy [X] elementy jednej
kolumny nie moga by¢ liniowo zalezne od elementéw innych kolumn i jednocze-
snie liczba wierszy liniowo niezaleznych powinna by¢ nie mniejsza niz liczba L
nieznanych wspoétczynnikow.

9.3. Przeksztalcenie funkcji wykladniczej i potegowe;j

W wielu przypadkach identyfikacji obiektow badan, postulowanym modelem
matematycznym nie jest wielomian, lecz inna funkcja np. wykladnicza, potggo-
wa, trygonometryczna, itd. Wowczas w celu doprowadzenia zaleznosci korela-
cyjnej do prostszej postaci, pozwalajacej postugiwaé si¢ zasada najmniejszych
kwadratow lub udoskonalong zasada najmniejszych kwadratow, nalezy dokona¢
odpowiedniego przeksztalcenia modelu matematycznego. Dalej rozpatruje si¢
zamiast zmiennych ich funkcje np. logarytmy, odwrotnosci, itd. W dalszej czgsci
przedstawiony zostanie sposob przeksztalcania najcze$ciej stosowanych postaci
funkcji.

Przeksztalcanie funkcji wykladniczej. Modelem matematycznym nieliniowego
obiektu badan jest funkcja wykladnicza postaci:
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-~

Y, =exp(Y), 9.22)

gdzie Y, jest wielomianem algebraicznym i w ogolnym przypadku ma postac
okreslong wzorem (9.3).

Przez logarytmowanie funkcji (9.22) i1 podstawienie funkcji (9.3) otrzymuje
sig:

. K K _— K o
InY, =Y, =b, +ZbX; +Tb;X{ + X byXxXx; +..

. . N (9.23)
+2b; JXU+ T by XXX X,

; PR T k| )
i=1 i), 1,n=1

Po wprowadzeniu nowej zmiennej InY, =Y otrzymuje si¢ nieliniowe rownanie

algebraiczne, analogiczne do réwnania (9.3), co pozwala poshugiwac si¢ zasada
najmniejszych kwadratow.

Przeksztalcanie funkcji potegowej. Modelem matematycznym nieliniowego
obiektu badan jest funkcja potggowa postaci:

A .

Y=bXX*. . (9.24)

Przez logarytmowanie tej funkcji otrzyma sig:

InY = b, +3b. In¥X, (9.25)
1=1

Po wprowadzeniu nowych zmiennych InY =Y’ oraz X/ =InX; otrzymuje si¢

rownanie liniowe:
2 K
Y'=b; +2b.X, (9.26)
i=]
co pozwala poshigiwac¢ si¢ zasada najmniejszych kwadratow.
9.4. Udoskonalona zasada najmniejszej sumy kwadratow

Przeksztalcenie w pkt.9.3 zaréwno funkcji wykladniczej jak i potggowej pole-
galo na logarytmowaniu. Otrzymane rownania pozwolily stosowaé zasade naj-
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mniejszych kwadratow. Obliczone ta metoda wartosci wspolczynnikéw rownan
regresji {b} bgda obarczone pewnym blgdem. Wynika to z faktu, ze minimaliza-
cji podlega nie suma kwadratéow odchylen wielkosci {Y}, a suma kwadratow

logarytméw naturalnych tych wielkosci. Dokladno$¢ oszacowania tych parame-
trow mozna polepszy¢ stosujac udoskonalong zasad¢ najmniejszych kwadra-
tow zwana rowniez wazong metoda najmniejszych kwadratow.

Udoskonalona zasada najmniejszych kwadratow polega w przypadku prze-
ksztalcenia przez logarytmowanie polega na znalezieniu minimum kwadratow
dla nastgpujacego wyrazenia kwadratowego:

S = 2 Y[V, - Y, (X.b)]* =min, n=1_N. (9.27)
n=l|

Odpowiadajaca tej sumie funkcja minimalizowana w zapisie macierzowym ma
postac:
Sx =[IYI{Y} - (YDIT[YI({Y} - (V) =
= [[YI{Y} = [XHbHI [YI{Y} - [X]{b}) = (9.28)
=[Y1*{Y} = 2{b} " [X]"[YI[YI{Y} + {b} " [X]"[Y][Y][X]{b},

gdzie [Y] jest macierza diagonalna $rednich wartosci wyj$¢  obiektu:

[?] =diag{y,,....,yy} 1 pelni rolg¢ wspotczynnikow wagowych.
Rozniczkujac Sg wzgledem wektora {b} nieznanych wspoétczynnikow otrzy-
muje si¢:
0{b}

==2[X]"[YI[YKY} + 2[X]"[YI[Y][X]{b}, (9.29)

a po przyrownaniu pochodnych czastkowych do zera otrzymuje si¢ nast¢pujacy
uklad réwnan normalnych:

(X" [YI[YI[X){b} = [X]"[Y][YI{Y}, (9.30)

skad po przemnozeniu obu stron przez macierz odwrotna ([X]"[Y][Y][X])',
otrzymuje si¢ rozwigzanie w postaci:

{b} = (IX]" [YIYIIXD ' [X]"[YI[YKY}. (9.31)
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Macierz wspotczynnikow ([X]T[Y][Y][X])™" nie moze byé osobliwa, tzn. ze jej
wspolczynnik glowny:

det([X]T[YI[YIX]) ™" #0 (9.32)

powinien by¢ rézny od zera.

Przedstawiona metoda szacowania parametrow modelu wymaga speknienia
dwu warunkéw, a mianowicie: wyrdznione podzbiory obserwacji muszg byc
jednakowo liczne, to znaczy skladaé si¢ z jednakowej ilosci par pomiaréw, oraz
wariancje zmiennej zaleznej w wyroznionych podzbiorach nie mogg istotnie roz-
ni¢ si¢ migdzy soba. Jesli warunki te nie sg spenione, to srednie podzbioroéw nie
sa jednakowo waskie. Nalezy wigc uwzglgdnic to w obliczeniach, mnozac srednie
arytmetyczne poszczegolnych zbiorow obserwac)i przez odwrotnos¢ odpowiada-
jacych im wariancji. Wowczas poprawiona wartos¢ s$redniej arytmetycznej
Y, (sx) WE wzorze ma postac:

n

o - |
Yn(sk) = YI'I. _i"_ - (933)
Syn

gdzie s, jest wariancja zmiennej Y.
Jezeli jednoczesnie poszczegolne srednie Y, oparte sa na réznych ilosciach

obserwacji, to nalezy ten fakt réwniez uwzgledni¢, mnozac kazda wartos¢ po-
prawionej Sredniej arytmetycznej przez odpowiadajaca jej 1los¢ obserwacii ny:

Y=Y o2 (9.34)

2
yn

n

w

9.5. Minimalna suma moduléw bledéw jako kryterium szacowania
parametréw modelu

Metoda najmniejszej sumy kwadratow bledow jest bardzo popularna 1 efek-
tywna w przypadku wystgpowania symetrycznych zaklocen. Wowczas straty
bedace wynikiem blgdu modelu sa kwadratowo zalezne od popeinionego bledu.
Jednak w przypadku wystgpowania asymetrycznych zakldcen np. szacowaniu
trendow gieldowych, zmian pogody, przyptywoéw morza, efektywnos¢ metody
maleje. Wowczas bardziej poprawnym jest stosowa¢ metod¢ najmniejszej sumy
wartosci bezwzgledne) (NSWB) [13]. Jednak estymator tej metody jest niewy-
godny w obliczeniach, poniewaz prowadzi do wskaznika, ktérego wartosc jest
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funkcja nie posiadajaca ciaglej pochodnej wzgledem poszukiwanych parametrow.
Dodatkowg trudnoscia tej metody jest to, Ze przy rozwigzywaniu nast¢gpujacego
ukladu rownan:

{b} = (IX]" [E][X])"'[X]"[EI{Y}. (9.35)

wzgledem poszukiwanych wspoétczynnikow {b} w rownaniu regresji, konieczna
jest znajomos¢ blgdow modelu, przed obliczeniem tego oszacowania, przy czym
macierz [E] pelni rol¢ wspoétczynnikéw wagowych

1

T— Jd=L...N, (9.36)
’Yi =¥

[E]:diag{ehe2:---se]\]}, glee €; =

zas y, oznacza oszacowanie wyjscia modelu obliczone na podstawie pa-

rametrow modelu wyznaczonego w sensie NSWB.
Algorytm oszacowania wspotczynnikéw {b} metoda NSWB jest na-
stepujacy:

1. Wyznaczy¢ pierwsze oszacowanie {b""} ze wzoru (9.34) przyjmujac
ei=1‘) dla i=l)“"lN)
b} = (X' [(XD'[X1'{Y) | (9.37)
2. Wyznaczy¢ bledy w oszacowaniu wyjscia z modelu

e, =y, -y,((b"Yli=1..,N (9.38)

oraz podstawié

(9.39)

gdzie e, moze by¢ ustalony na podstawie bigdow pomiaréw, okreslajac
macierz bledow:

[E] =diag{e,,....ey}. (9.40)
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Podstawienie =0 jest zabezpieczeniem algorytmu przed wystapieniem
probleméw numerycznych w przypadku wystapienia bardzo matych blg-
dow modelu.

3. Wyznaczy¢ drugie oszacowanie wspotczynnikow {b®} ze wzoru (9.35) z
macierzg wag [E] okreslong w (9.40).

4. Etapy 2 i1 3 moga by¢ powtarzane, az do chwili uzyskania wlasciwej zbiez-
nosci.



IDENTYFIKACJA OBIEKTOW
WIELOWYMIAROWYCH METODA

ANALIZY CZYNNIKOWEJ

10.1. Wprowadzenie

Termin analiza czynnikowa oznacza w jezyku polskim trzy metody o na-
zwach angielskich: factorial analysis, factor analysis oraz component analysis.
Pierwsza dotyczy planowania eskperymentu, dwie pozostale dotycza zastgpowa-
nia wielkiej liczby czynnikéw mniejsza liczba czynnikow zastgpcezych [40].

W niniejszym rozdziale zostang podane podstawowe wiadomosci z matema-
tycznej teoril planowania, niezbgdne dla prawidlowego zaplanowania ekspery-
mentu badanego obiektu. Eksperyment ma umozliwic¢ identyfikacje¢, optymaliza-
cj¢ lub symulacj¢ rozwazanego obiektu, przy optymalnej liczbie doswiadczen.
Jak wiadomo (pkt. 5.1) liczba doswiadczen, aby byla reprezentatywna, musi by¢
losowa 1 dostatecznie liczna. Nie moze by¢ jednak zbyt liczna ze wzglgdu na czas
1 koszty badan. Ponadto zaréwno jakos¢ identyfikacji, jak i optymalizacji oraz
symulacji istotnie zalezy od doboru doswiadczen. Powstaje wigc zagadnienie
wlasciwego planowania eksperymentu. W celu wyznaczenia zaleznosci staty-
stycznych (czyli obliczenia wspolczynnikow w roéwnaniu regresji) w oparciu o
otrzymane wyniki zaplanowanego eksperymentu wykorzystuje si¢ aparat mate-
matyczny stosowany w analizie regresji, szeroko omowiony w rozdziale 9.

Badania eksperymentalne wykonywane byly juz za czaséow Galileusza. Pod-
stawowe prawa fizyki, chemii itp. odkryto najczgsciej na drodze eksperymentu,
nie znajac jego teorii.

W latach trzydziestych dwudziestego wieku powstaja pierwsze koncepcje pla-
nowania i analizy doswiadczen. Powstanie wspolczesnych, statystycznych metod
planowania doswiadczen zwiazane jest z nazwiskiem R. A. Fishera, autora mo-
nografii: The Design of Experiments (1935 r.). Po drugiej wojniec $wiatowej
G.E.P. Box i1 K.B. Wilson opracowali nowatorska metod¢ planowania doswiad-
czen, zwang metoda Boxa-Wilsona. W tym samym czasie powstaja plany do-
swiadczen: ortogonalne i rotalne. Obserwuje si¢ liczne zastosowania teorii ekspe-
rymentu w rolnictwie, metalurgii, chemii itp.

W latach pigédziesiatych i szesc¢dziesiatych I. Kiefer i I. Wolfowitz opraco-
wali koncepcj¢ tzw. planéow optymalnych. Prace te byly rowniez finansowane
przez NASA.
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W ZSRR teoria planowania doswiadczen rozwijata si¢ od 1960 r. pod kierun-
kiem W. W. Nalimowa. Planowanie doswiadczen oraz matematyczna teoria eks-
perymentu sa w ciggltym rozwoju, jako dzial matematyki stosowane;.

Zgodnie z klasyfikacja zaproponowana przez Zbigniewa Polanskiego [51, 52,
53] ogot planéw dzieli si¢ na: plany do$wiadczen statyczne (dla statycznych
obiektow badan - PS) i plany do$wiadczen dynamiczne (dla dynamicznych
obiektow badan - PD).

Plany statyczne dzieli si¢ dalej na trzy podstawowe grupy: plany zdetermi-
nowane (PS/D), plany randomizowane (PS/R) i1 plany optymalizacyjne
(PS/0). Wsrod plandw zdeterminowanych wyréznia si¢ plany: kompletne
(PS/DK) i selekcyjne (zwane réwniez ulamkowymi) (PS/DS.). W przypadku
planéw zdeterminowanych 1 randomizowanych przyjete na poczatku uklady
wartosci czynnikow wejsciowych, podczas realizacji badan, nie ulegajq zmianie.
Natomiast w przypadku planéw optymalizacyjnych ukiady wartosci czynnikow
zmienia si¢ w trakcie badan.

Wyczerpujacy wyklad na temat planéw dynamicznych mozna znalez¢ w pra-
cach [48, 51], natomiast na temat planow optymalizacyjnych w pracach [48, 51,
52, 53]. Plany statyczne zdeterminowane randomizowane opisano w rozdziale 6.

W niniejszym rozdziale najpierw okreslono konieczng liczbg powtorzen a na-
stgpnie omowiono kolejno najwazniejsze plany statyczne zdeterminowane: plany
dwupoziomowe (catkowity i ulamkowe), tréjpoziomowe i pigciopoziomowe
kompozycyjne (ortogonalne 1 rotalne).

10.2. Konieczna liczba powtérzen

Problem wyznaczania koniecznej liczby doswiadczen stanowi kompromis
pomigdzy precyzjq badan a ich kosztem. W miarg wzrostu liczby powtorzen
wzrasta precyzja estymacji pewnej charakterystyki populacji, np. zwigksza si¢
precyzja z jaka estymator X ($rednia z proby) przybliza wartos¢ X (srednia z
populacji). Wzrastajg rowniez koszty badan. Istnieje zatem pewna granica licz-
nosci proby, ktorej nie nalezy przekracza¢. Z kolei zbyt mala licznosé proby
doprowadzi do estymatora o niezadowalajacej precyzji. Idealny sposob postepo-
wania polega na tym, ze najpierw okresla si¢ wymagang precyzj¢ estymacji lub
dopuszczalne koszty jakie mozemy ponies¢. Nastgpnie ustalamy liczbg powto-
rzen.

Konieczna liczba powtérzen zostanie wyznaczona dla przypadku estymacji $red-
nie) z populacji. W tym celu wykorzystuje si¢ warunek, by prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze wartos¢ bezwzgledna roznicy (zwanej odchyle-
niem) AX pomigdzy $rednia z populacji X a jego estymatorem X ($rednia z proby)



10. Identyfikacja obiektéw wielowymiarowych metodq analizy czynnikowej 205

jest wigksza od pewnej ustalonej wartosci d (zwanej tolerancja) (rys. 10.1) bylo przy-
najmniej mniejsze od zatozonej wartosci poziomu istotnosci o [67]:

P{X-%|>d}<a. (10.1)

A

srednia z populacji \
X ‘
j AX
P R r

$rednia z préby

Rys. 10.1. Ilustracja Sredniej z proby i Sredniej z populacji.

Wartos¢ tolerancji d i ryzyka o przekroczenia tej tolerancji ustala osoba prowa-
dzaca badanie, biorac pod uwagg wzgledy praktyczne. Niech:

Ax = kX (10.2)
gdzie k jest zalozonym wspolczynnikiem, wskazujacym jaka czes¢ sredniej aryt-
metycznej stanowi blad. Czgsto przyjmuje si¢ Srednig wartos¢ wspoélczynnika
k=0,2 [11]. Nieréownos¢ (10.1) mozna zapisa¢ w postaci:

|X_§1> 4 jen (10.3)

. \}1 - \/1— f
n n
gdzie f=n/N jest wzglgdna wielkoscig proby, n i N jest liczebnoscig odpowiednio
proby i populacji, S jest odchyleniem standardowym.
Wychodzac z zalozenia, ze X ma rozklad w przyblizeniu normalny

X ~N(X,(1-)S?/n), zadanie, aby byla spetniona nieréwnosé (10.1), przy za-
lozeniu ze liczebnos¢ n<30, sprowadza si¢ do wymagania, aby:

(=N

>t (10.4)
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gdzie t,, jest wartoscig krytyczng testu f-Studenta, podang w tablicy 15.4 dla
odpowiednich pozioméw ufnosci 1-a i dla réznych liczb stopni swobody n-1.
Natomiast w przypadku, gdy liczebnos¢ n>30:

g 22 (10.5)

S i-f
n

gdzie z, jest dwustronnym o-punktem rozkladu normalnego N(0,1). Wartosci z,
dla danego a odczytuje si¢ z tablic rozkfadu normalnego (tablica 15.18), w kto-
rych wykorzystuje si¢ zaleznos¢: a =2d(z), wigc O(z) =a /2, gdzie D(z) jest
wartoscig funkcji Laplace’a.

Z nierownosci (10.4) otrzymuje si¢:

2
d N-n
> , 10.6
(Sth) nN (106)
a nastepnie:
2
d
N| —| +n2N, 10.7
o) o | (107
skad:
N
n>————— (10.8)

FEY
NES
St,.

Oznaczajac we wzorze (10.8):

2
d
[T—] =V, (10.9)
kr
oraz
S2
n, = = (10.10)
otrzymuje si¢ ostatecznie:
n
n>—2 (10.11)
1+ )
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Zatem za pierwsze przyblizenie wymaganej licznosci proby, przy zalozeniu ze
wzgledna licznosé proby f jest niewielka oraz ze znana jest wariacja z populacji
S?, mozna przyjaé liczbg:

S? St}
n=n, Vo (10.12)
W praktyce jednak, najczesciej S” jest nieznana. Wowczas zastepuije si¢ ja esty-
matorem. Istnieja cztery podstawowe metody estymacji wariancji: na podstawie
badan wstepnych, z poprzednich badan, z proby wstepnej i na podstawie zna-
jomoSci struktury populacji z praktyki.

Przypusémy, ze mamy wyznaczy¢ ilos¢ pomiarow n twardosci probki stalo-
wej hartowanej, jesli tolerancja d=0,3 HRC, standardowy blad pomiaru o=1
HRC, a poziom ufnosci a=0,95. Poniewaz 2®(t)=a =095, wiec D(t)=
=0,4750. W tablicy 15.18 rozkladu normalnego znajduje si¢, ze z,=1,96. Wo-
bec tego zgodnie ze wzorem (10.12) otrzymuje si¢: n=42,68. Po zaokragleniu
licznos¢ proby n=43.

10.3. Programy statyczne zdeterminowane

Metoda funkcji korelacji (rozdz. 8) i metoda analizy regresji (rozdz. 9) oparte
byly na eksperymencie biemym (pasywnym), polegajace na opracowywaniu
matematycznym i analizie wynikow doswiadczen, w czasie ktorych rejestruje sie
tylko wartosci czynnikow wejsciowych i czynnikéw wyjsciowych, nie majac
wplywu na zmiany wartosci czynnikéw wedhug okreslonego planu.

Eksperyment aktywny przewiduje przymusowa zmian¢ czynnikow badanych
w wymaganych przedzialach zmiennosci, zgodnie z ustalonym planem.

Pod pojgciem planowanie dos§wiadczen rozumie si¢ realizacj¢ eksperymen-
tow wedlug wczesniej ustalonego schematu, ktory ma wilasciwosci optymalne.
Zmienia si¢ przy tym wszystkie czynniki badane.

Statystyczne planowanie doswiadczen jest nowym sposobem podejscia do za-
gadnien badawczych, w ktorych duza rol¢ spelniajg metody matematyczne. Po-
zwala ustali¢ jakie i ile doswiadczen nalezy przeprowadzi¢, jak opracowywac
wyniki tych doswiadczen, aby rozwiaza¢ postawione zadania z wczeéniej przy-
J¢ta dokladnoscia przy mozliwie minimalnej liczbie doswiadczen. Dla badacza sa
to jedne z najbardziej istotnych problemow.

Przyjgcie odpowiedniego planu eksperymentu jest uzaleznione od postaci mo-
delu matematycznego obiektu badan. Po przyjeciu odpowiedniego modelu, ko-
nieczne jest okreslenie przedzialu zmiennosci czynnikéw badanych. Natomiast
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dla ulatwienia obliczen wygodnie jest dokona¢ odpowiedniej standaryzacji
zmiennych. Zagadnienia te zostaly dokladnie oméwione w rozdziale 7.

10.3.1. Dwupoziomowy plan calkowity

Plan dwupoziomowy jest najprostszym przypadkiem analizy czynnikowej, w
ktorym poszczegélne zmienne wejsciowe przyjmuja wartosci tylko na dwoch
poziomach: poziomie gornym (+1) i poziomie dolnym (-1). W przypadku ogol-
nym nalezy wiec dokonaé 2° réznych doswiadczen, gdzie S jest liczba czynnikéw
wejsciowych. Programy dwupoziomowe umozliwiajg identyfikacj¢ obiektow
opisanych za pomoca funkcji liniowych. Mozliwe jest obliczenie maksimum 2°
nieznanych wspoélczynnikow takiej funkcji. Plany dwupoziomowe moga byc
kompletne lub selekcyjne (utamkowe).

Program statyczny zdeterminowany kompletny (nazywany rowniez catkowi-
tym doswiadczeniem czynnikowym) wymaga realizacji doswiadczen na dwoch
poziomach dla wszystkich mozliwych ukladéw czynnikéw wejsciowych. Pro-
gramy te stosuje si¢ dla niewielkiej liczby czynnikéw.

Nieznane wspoélczynniki rownania regresji otrzymuje si¢ ze wzoru:

(b} = (XI"[X])" [‘ilT{?}=—§-[§]T{?}, (10.13)

gdzie:
[i] -jest macierza planu eksperymentu,
([(X]T[X])™" -jest macierza kowariancii,
{Y} - jest wektorem srednich wynikow eksperymentu.
W przypadku analizy czynnikowej macierz kowariancji ([X]"[X])™ = %l

dla planéw dwupoziomowych jest diagonalna co znacznie upraszcza obliczenia,
gdzie n=2° jest liczba doswiadczen, I jest jednostkowa macierza diagonalna,
ktérej wymiar zalezy od liczby obliczanych wspétczynnikow.

Przyktadowo dla dwoch zmiennych S=2 nalezy wykonaé 2°=4 doswiadczenia.

Macierz planu takiego eksperymentu przedstawia tablica 10.1, natomiast gra-
ficznie - rysunek 10.2. Pierwsza kolumna macierzy zawierajaca wartosci +1

dotyczy tak zwanej zmiennej fikcyjnej X, .
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Tabela 10.1. Macierz dwupoziomowego planu catkowitego i dla 2 zmiennych.

X | x| X
] + - -
2 + : +
3 - -
4 + + +
+1,-1 & %, +1,41
® -
B
0 ﬁ:
Punkty programu
*® ® <

afd 1,41

Rys. 10.2. Graficzna ilustracja dwupoziomowego planu statycznego
zdeterminowanego kompletnego dla 2 zmiennych.

Powyzszy program pozwala wyznaczy¢ maksymalnie trzy wspoétczynniki mo-
delu liniowego bez interakcji o postaci:

-~
e — —

Y =b, +b,X, +b,X,. (10.14)

W przypadku koniecznosci wyznaczenia czterech wspotczynnikow modelu li-
niOWego o postaci:

Y =b, +b,X, +b,X, +b,X,X,, (10.15)
w ktorym jeden wspolczynnik b, obrazuje wplyw interakcji, nalezy macierz

planu eksperymentu (tablica 10.1) uzupei¢ o kolumng ujmujaca wplyw interak-
cji badanych czynnikéw X,X, (tablica 10.2).
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Tabela 10.2. Macierz planu catkowitego X dla 2 zmiennych z interakcjami.

5 | % | %, | %%,
1 + - . +
2 + - * -
3 + + - -
4 + + + +

Nieznane wspoélczynniki rownania regresji (10.14) otrzymuje si¢ ze wzoru
(10.13). Wéwczas poszczegélne macierze maja nastgpujace postacie:
e macierz informacyjna Fishera:

[+1 =1 -1]
+l+l+l+l+ll+l400
M=[X]"[X]=|-1 -1 +1 +1 T 0 4 0.
+ —
-1 +1 =1 #1 | 0 0 4
+1 +1 +1]
e macierz kowariancji:
L
4 | | 1 00 |
XI'XD*'=M"'=|0 — 0|==|0 1 0|==L
4 4 4
1 0 01
0 0 =
! 4]
Stad:
b01100+1+1+1+1f‘ 1 +1 +1 +17|0
(by=|b, [=2{0 1 0f[-1 -1 +1 +1 Tala oy -1 ] 4|22
by |0 0 1f|-1 +1 -1 +1f|22] *|-1 #1 -1 41|
Y4 Y4

Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymuje si¢:

b, =}[(+lm +(+DF, + DT, + (DT, ],

b, =§[(—1m +(=D)F, + (D, +(+D7. ],

b, =§[(—1)?, +(+DF, + (=D, + D,
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Natomiast dla przypadku obliczania wspolczynnikéw réwnania (10.15) otrzy-
muje si¢:
e macierz informacyjna Fishera:

(+1 +1 +1 +1][+1 -1 -1 +1] [4 0 0 O]
=.= |=1 =1 +1 +1|[+1 -1 +1 -1| [0 4 0 0
M =[X] [X]= = ’
-1 +1 -1 +1|[+1 +1 -1 -1/ |0 0 4 O
| +1 -1 -1 +1f[{+1 +1 +1 +1] [0 0 O 4
e macierz kowariancji:
L
g 1 000
0 — 0 0
o s _ 110 1 0 O
XI'Xp'=M"'=[ 4 , o e
o0 - of 4
4 , 0001
00 0 —
L 4 ]
Stad:
['B | (1 0 0 O][+1 +1 +1 +1][y,]
by=| B[]0 1 0 Off =1 -1+l 415, |
[b, | 4[0 0 1 Of-1 +1 -1 +1||y,|
b,| |0 0 0 Lf|+1 -1 -1 +1J|¥,]
(+1 +1 +1 +1] [¥,]
o 1[-1 -1 41 +1] |¥
=—[X]{V}=- _
41-1 +1 -1 +1| |y,
+1 -1 -1 +1] |¥,]

Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymuje sig:
by =7 [(+D3, +(+F, +(+DF, + (+DT.],
by = [-DF, +(DFy + (D, + (DT ]
by = 7LD, +(+DT + (DT, + (D],

by = (DT, + (-, + (D7, + (DT,
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Natomiast dla 3 zmiennych plan catkowity eksperymentu zawiera 8 doswiad-
czen (2°). Macierz planowania takiego doswiadczenia mozna zinterpretowaé
tabelarycznie (tabela 10.3) lub geometrycznie (rys. 10.3) .

Wyniki badan zrealizowanych zgodnie z macierza planu (tablica 10.3) po-
zwalaja wyznaczy¢ 4 nieznane wspolczynnikow liniowego réwnania, bez
uwzglednienia wplywu interakcji, o postaci:

Y =b, +b,X, +b,X, +b,X,. (10.16)

Tabela 10.3. Macierz dwupoziomowego planu catkowitego X dla 3 zmiennych.

1 * - - :
2 + + - -
3 + - + -
4 + + + -
5 + - - +
6 + + - +
7 + - + +
8 + + + +
A 5-(. +1,+#1,-1

Rald

7
e |

Rys. 10.3. Graficzna ilustracja dwupoziomowego planu statycznego
zdeterminowanego kompletnego dla 3 zmiennych.
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Nieznane wspolczynniki rownania regresji (10.16) otrzymuje si¢ ze wzoru
(10.13). W tym przypadku poszczegdlne macierze maja nastgpujace postacie:
e macierz informacyjna Fishera:

M =[X]"[X]=
+1 -1 -1 -1
+1 +1 -1 -1
[+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +I|[+1 -1 +1 -1| [8 O O O]
-1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1}||+1 +1 +1 -1 0 8 00
Pl S X w) =F s ol wlilel =1 =1 «I| |0 0 8 O
-1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1f{+1 +1 -1 +1| [0 O O 8]
+1 -1 +1 +1
| +1 +1 1 #]]
e macierz kowariancji:
Looo
I A 1 000
(6:sRr-o i VR T B
o 0o L ol 800 10
8| oo o 1]
0 0 0 —
. 8
Stad:
7.
Y2
(bo] [1 0 0 O)[+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1]|¥,
{b}=b' _1{0 1 0 0f|-1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1||¥,
b,| 80 0 1 Of|-1 =1 +1 +1 -1 -1 +1 +1||¥;
(b;] [0 0 0 1])|-1 -1 =1 =1 +1 +1 +1 +1]|¥,
Ys
[ Ys |




214 Podstawy badan inzynierskich

I ostatecznie:
A
Y2
b, | [+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1]|¥,
b 1l =+.— 1]-1 +#1 -1 +1 -1 +1 -1 +1||¥y
{b}=| " |=—[X]"{Y}=— !
b,| n 8(-1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1}|¥y;,
| b; | =) =l =1 =1 =l #1 #1 #*1]| ¥
Y7
[Ys

Rozwigzujac powyzsze rownanie otrzymuje si¢:

X7

Mz

— =
b, =
n

b, =-;—[(+l)§1 +(+Dy, + (+Dy; + (FD)y, + D5 + (+Dy + (+D)y, + (+D)y,],

b, =%[(_1)y, +(+1)y, + (=1)y; + (#Dy, + (<Dys + (+D)y¢ + (-1y, + (+1)y;],

b, =%[(_1)§, + (DY, + (+Dy; + (+DY4 + (DY + (DY + (+DY; + (+D¥s],
1

by = [-DF, + (DT, + (-DF; + (DT + (+DF5 + DT + DT, + (DT,

Natomiast w celu wyznaczenia maksymalnie 8 nieznanych wspotczynnikow li-
niowego réwnania o postaci:

Lol
><I(

Y =by +b;X; +b,X,; +b3X, +b,X,X; +b;3X, X5 +b, X, X3 +by5

zawierajacego 3 interakcje podwojne 1 jedng interakcj¢ potrojng badanych czyn-
nikow, nalezy uzupeimc plan eksperymentu podany w tablicy 10.3 wartosciami
iloczynéw X xz, X,X;, X,X; 1 X,X,X;. Taki plan eksperymentu mozna
przedstawi¢ tabelarycznie (tabl. 10.4) lub zapisa¢ kodem za pomoca liter alfa-
betu facinskiego:

(1), a, b, ab, ¢, ac, bc, abc. (10.17)
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Literami oznacza si¢ wiersze tablicy dla czynnikow, ktore przyjmuja wartosci
odpowiadajace gormym poziomom. Doswiadczenie, w ktorym wszystkie czynniki
maja wartos¢ odpowiadajaca dolnym poziomom oznacza si¢ (1). Wprowadzenie
zapisu kodowego umozliwia tworzenie planéw typu 2°' na podstawie planéw 2°.
Przykladowo na podstawie planu 2* mozna utworzy¢ plan 2* w nastgpujacy spo-
sob. Nalezy dwukrotnie powtorzy¢ plan (10.17): raz dla czynnika X, znajduja-
cego si¢ na dolnym poziomie (-1) i raz dla czynnika X, znajdujacego si¢ na gor-
nym poziomie (+1), otrzymujac plan ktéry mozna zapisa¢ kodem:

(1), a, b, ab, c, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bcd, abcd. (10.18)

W analogiczny sposéb mozna kolejno tworzy¢ plany eksperymentu dla do-
wolnej liczby S zmiennych wejsciowych fi ;

Tablica 10.4. Macierz planu eksperymentu X dia 3 czynnikow z interakcjami.

1 + . g . + + - - 0]
2 + + - - - - + + a
3 + 5 + ‘ - + - + b
4 + + - - - - - " ab
5 + - - - - - - + c
6 + + - + = - - - ot
7 + - + & - “ + - bc
8 - + + + + + + abc

Plan catkowity, zawierajacy n=2° réznych doswiadczen spemia trzy warunki:

1. Symetri¢ doswiadczen wzgledem $rodka planu:

itg=

Ix, =0, k=L,2,..8, (10.19)

2. Ortogonalnos¢, polegajaca na zerowaniu si¢ wszystkich iloczynéw skalarnych

wektorow kolumnowych macierzy planu X:

‘™M=

XX =0, £=0,1,2,...8 Kk, (10.20)

dzigki ktorej macierz kowariancji ( X*x )" jest diagonalna.
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3. Réwnos¢ sum kwadratow we wszystkich kolumnach macierzy planu X:
$%x2 =n, k=0,..,8. (10.21)

Jak juz wspomniano program statyczny zdeterminowany kompletny stosuje
si¢ w przypadku niewielkiej liczby czynnikow — najczgscie) S<4. Wzrost liczby
czynnikéw badanych powoduje gwaltowny wzrost liczby doswiadczen. Przykia-
dowo dla 30 zmiennych plan catkowity eksperymentu zawiera 1 073 741 924
doswiadczen (2*°). W przypadku realizacji eksperymentu z szybkoscia 1 do-
$wiadczenie/s trzeba dla planu catkowitego okoto 34 lat [40]. Zatem w przypad-
ku duzej liczby S zmiennych wejsciowych stosowanie planu calkowitego o 2
doswiadczeniach jest praktycznie niemozliwe. Dlatego tez tworzy si¢ wowczas
plany utamkowe zawierajace pewng liczb¢ doswiadczen z planu catkowitego.
Plany ulamkowe zaproponowal po raz pierwszy D. J. Finney w 1945 r.

10.3.2. Dwupoziomowe plany ulamkowe

Istotg planu utamkowego jest wykonanie jedynie czgsci badan planu komplet-
nego. Sposob tworzenia planéw utamkowych zostanie przedstawiony na przykla-
dzie planu kompletnego 2°. Jezeli z programu kompletnego dowolnie wybierze si¢
potowe liczby doswiadczen, to bedzie to tzw. pierwsze polpowtarzanie progra-
mu, co zapisuje si¢ umownie symbolem 2*"'. Program kompozycyjny skiada si¢ z
dwoch potpowtorzen. Z programu kompletnego wedlug tablicy 10.4 mozna
utworzy¢ dwa nastgpujace programy potéwkowe:

a, b, c, abc, (10.22)
oraz
(1), ab, ac, bc, (10.23)

przedstawione w tablicy 10.51 10.6.

Tablica 10.5. Pierwsze pétpowtdrzenie planu typu 2°.

1 + + - - - - + + a
2 + - + - - + - + b
3 + - + + - - + C
4 + + + + + + + + abc
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Tablica 10.6. Drugie pélpowtorzenie planu typu 2°.

-1

1 + ” . - + + + - (1)
2 + + + - + - - - ab
3 - - + + - - + - bc
4 + + - - + - - ac

Plan poléwkowy podany w tablicy 10.5 okresla rownos¢:

>

1X2

Cal

3 =+,

zwana rownosciq charakterystycznq lub kontrastem okreslajqcym a plan polow-
kowy podany w tablicy 10.6, rownos¢:

P [l

Kazde z potpowtdrzen umozliwia wyznaczenie jedynie tylu wspélczynnikow
regresji, ile zrealizowano badan. Nie uwzglednia si¢ przy tym pomiaréw paralel-
nych.

Macierze planéw ulamkowych mozna réwniez przedstawié graficznie jak na
rysunku 10.4.

4 2 4
8 8 6
) 5 3 5
............ | I— g S—
y 5. - '5’: ; S ;
¢ -« +b
Program 2° I pétpowtarzanie II pétpowtarzanie
program 2>’ program 2°"

Rys. 10.4. Graficzna ilustracja dwupoziomowych planow statycznych
zdeterminowanych utamkowych typu 2°".

Plany utamkowe tworzy si¢ tak, aby spetniaty trzy warunki obowigzujace dla
planu catkowitego, okreslone wzorami (10.19)+(10.21). Aby plan ulamkowy
spetial warunek ortogonalnosci, macierz planu catkowitego mozna jedynie dzie-
lic na 2, 4, 8, czgsci, a wigc tworzy¢ plany potdkowe, éwiartkowe, dsemkowe itd.
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10.3.2. Plany tr6jpoziomowe

Jak juz wspomniano plany dwupoziomowe shiza jedynie do identyfikacji
obiektéw liniowych. W przypadku, identyfikacji obiektow nieliniowych, stoso-
wanie planéw dwupoziomowych jest nieprzydatne. Rowniez poshugiwanie si¢
metoda najwigkszego spadku konczy si¢ po znalezieniu si¢ na ograniczeniach,
badz w poblizu punktu stacjonarmego o zerowych pochodnych czastkowych.
Obszar w poblizu punktu stacjonarnego opisuje si¢ za pomocg wielomianu dru-
giego stopnia.

Zatem w obu tych przypadkach postugujemy si¢ modelem matematycznym w
postaci wielomianu kwadratowego z podwdjnymi interakcjami postaci
(por. rozdz. 7):

o S
Y=b,+XbX, +Xb;X ]—b +b, X, +b,X, +...+bX +
0 E Z 0 11 » Rl S8 (1024)
+b, X, X, +...+ bg_ sXs  Xg +by X} +...+ bgsX3,

gdzie X, zmienne wejsciowe w jednostkach naturalnych.

W celu obliczenia wspolczynnikéw wielomianu drugiego stopnia nalezy dys-
ponowa¢ wynikami planu, w ktérym poszczegélne zmienne przyjmuja wartosci
co najmniej na 3 poziomach.

W przypadku planéw trdjpoziomowych poszczegolne zmienne wejsciowe ii

przyjmuja wartosci na trzech poziomach:

poziomie gornym: X;, +Ax;,
poziomie centralnym: Xy (10.25)
poziomie dolnym: X, — AX;,

gdzie AX; s3 planowanymi wartosciami bezwzglednymi zmian czynnika X, w
skali naturalnej. Zatem eksperyment zawiera w tym przypadku 3° doswiadczen.

Jak juz wczesniej wspomniano, w analizie czynnikowej dla uproszczenia obli-
czen wprowadza si¢ zmienne standaryzowane X, zgodnie ze wzorem:

X —X.
=0, 10.26
== (10.26)

I

Zmienne zakodowane X, po podstawieniu wartosci (10.25) do wzoru (10.26)
przyjmuja nastgpujace wartosci:

X, =+1,0, -1. (10.27)
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Spos6b tworzenia planéw trojpoziomowych zostanie przedstawiony na przy-
kladzie optymalizacji obiektu pokazanego na rysunku 10.5 dwoch zmiennych
wejsciowych X, i fz.

wejécie , l zaklécenia wyjécie
EI . .
—_— Obiekt badan .
Y =f(X,,X5.b0.07,05.512.02)
Op:sany modelem 1»22>%0 1’ 2:V12+%V22
X5 kwadratowym
o wspéiczynikach:

bOsb 1 1b2 vb 1 2|b22

Rys. 10.5. Model obiektu badan.

Model matematyczny badanego obiektu ma wodwczas nastgpujaca postac
szczegOlng:

ety 2 2
Y=b, +3bX, +3b.X} =b, +b,X, +b,X, +b,,X,X, + b, X>. (10.28)
i=1 i .

i=1

Podstawiajac do wzoru (10.28) zaleznosci otrzymane z przeksztalcenia wzoru
(10.26):

» (10.29)
X, =X, +X,;4X,,
otrzymuje si¢ rownanie dla zakodowanych wartosci zmiennych:
Y =k %, +k X, +k,%, +k,% %, +k, X2, (10.30)

w ktorym X, jest zmienna fikcyjna, upraszczajaca zapis dalszych wzoréw, na-
tomiast:

ko =bg +b,X;o +b,X, + b, (A% 5)? +b);X;4X .
k, =b A%, +b,A% X, (10.31)
k, = b, AX, +2b, AX,X,, +b),AX, X,

k,, = bzz (Aiz)za ky, = ble;ZIA-iZ'
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Eksperyment sklada si¢ z 3’=9 doswiadczen (tablica 10.7)

Tablica 10.7. Plan eksperymentu typu 3°.

Numer | Zmienne standaryzowane | Kwadraty Interakcje

d(‘:’:c":;‘i:d' x | % | % %2 X%,
1 +1 +1 +1 1 +1
2 +1 +1 0 0 0
3 +1 +1 -1 1 -1
4 +1 0 +1 1 0
5 +1 0 0 0 0
6 +1 0 -1 1 0
7 +1 -1 +1 1 -1
8 +1 -1 0 0 0
9 +1 -1 -1 1 +1

natomiast macierz planu ma posta¢ podana w tablicy 10.8.

Tablica 10.8. Macierz planu eksperymentu typu 3° dla réwnania (10.30).

(X, X, X X2 XXy | [+1 +1 41 41 +1]

i02 ilz in ﬁiz itzﬁzz +1 +1 O 0 O

Xos Xi3 Xy X% XXy | [+1 +1 =1 +1 -1
o 3‘:04 -’%14 izc ﬁi., iu-’%u +1 0 +1 +1 O (1032)
[X]1=|Xos Xis X5 X35 XysXps |=|+1 O 0 0 0 :

-;DG iu~:. i12 -;iiﬁ ilsim +1 0 -1 +1 0

Xoy Xy Xy XL X%y | |+1 -1 41 +1 -1

Xos X1z Xog X% XigXs| [¥1 -1 O 0 0

Koy Xip Xpe Kk KX [+#1 =1 =1 +1 +1]

Nieznane wspoétczynniki w rownania regresji (10.30) otrzymuje si¢ ze wzoru:
{b} = (IXI" (XD [X]"{Y}, (10.33)
gdzie:

{b}=[k0 kl kz ku kzz k:z]T,

(10.34)
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W tym przypadku poszczegoélne macierze maja nastgpujace postacie:
a) macierz informacyjna Fishera:

(41 41 +1 +1 +1]
+1 +1 0 O O

[+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1]|+1 +1 -1 +1 -1 9 0 0 6 0]
+1 +1 41 0 O O -1 -1 =1{|+1 O +1 +I 0 6 000
=+l 0 -1 +1 O -1 +1 O ~-1|f+1 O O O O |=(0 O 6 0 O}
+1 0 41 +1 O +1 +1 O +1f|+1 O -1 +1 O 6 00 60
41 0 -1 0 0 0 -1 0 +1J[+1 =1 +1 +1 1| [0 0 0 0 4]

+1 -1 0 O O
_+l -1 -1 +1 +1_

(10.35)
b) macierz kowariancji, ktora jest macierza odwrotng do macierzy informacyjnej
M. W tym celu wykorzystuje si¢ wzor ogolny okreslania macierzy odwrotne;:

D

A=
det A

, gdy detA=#0, (10.36)

gdzie A® jest macierza dolqczong, ktora jést transponowanq macierza dopei-
nien algebraicznych AP = A . Dopelnienia algebraiczne Aj tworzy si¢ z
minoréw My, zgodnie ze wzorem Au=(-1)"*M,, natomiast detA jest wy-
znacznikiem macierzy A.

W omawianym przypadku wzor (10.36) przyjmuje postac:
Y D 1T ren D
@y =M = XLXD oy gm0, (1037)
det M. det([X]"[X])

W celu utworzenia macierzy kowariancji przeprowadza si¢ nastgpujace obli-
czenia:

e tworzy si¢ 25 dopeien algebraicznych macierzy M = [i]T [i] :

6 000
6 0 0
wml0 6 0 0
M,, = (-1) =60 6 0=864,
0060
00 4
000 4
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0 00O 0 6 00
0 6 0 0 0 000
M., =(-1 1+2 =0 M.. =(-1 1+3 =0,
12 ( ) 6 0 6 0 ] 13 ( ) 6 0 6 0
0 0 0 4 0 0 0 4
M, =-864, M =0,
M, =0, M,, =432, M,, =0, M,, =0, M, =0,
M, =0, M,, =0, M,, =432 M,, =0, M, =0,
M, =-84, M, =0, M, =0, M, =129, M, =0,
M;, =0, M,, =0, M, =0, M, =0, M, =648,
e utworzenie macierzy dopelnien:
(864 0 0 -864 0]
0 432 0 0 0
M°=| 0 0 432 0 0|
-864 0 0 1296 0
0 0 0 0 648
e obliczenie wyznacznika macierzy informacyjnej M:
6 0 0 0 6 0O 6 0 0
0 6 00 0 0 6 0
— 11+ _1\1+4 =il +1 ¢ 1\2+2q,
det M = (-1) 90 0 6 +(=1) 66 00 0 D™ (=D 968 g i)+
0 0 0 4 0O 0 0 4
0 6 0
+(=D"*.(=-D**?6-6/6 0 0[=7776-5184=2592.
0 0 4

e obliczenie macierzy kowariancji:

(XI"X) =

o W|m

© o= o

o

© o~ o

© N~ ©

o

Bl— ©
L
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c) obliczenie iloczynu macierzy ([i]T[i])" [i]T :

1 90 -1y
’ ’ I 1 +1 +1 +1 +1 +1]
0 ! 0 0 0 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +
6 +41 #1 +#1 0 0 0 -1 -1 -1
X" X' X)"=[ 0 o é 0 Oofl+1 0 -1 +1 0 -1 +1 0 -1
1 1 +1 0 +1 +1 0 +1 +1 O +1
3090 3 %0 .10 0 0 -1 0 41
0o 00 o 4+
L 4 ]
’ , ;
0 +i 0 0 +l 0 0 += 0
3 3 3
+l +l +l 0 0 0 R
6 6 6 6 6 6
= +-l_ 0 _l .|..l 0 _l +l 0 _l_
6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1
+— ——= +— 4= ——= += +—= = +-—
6 3 6 6 3 6 6 3 6
L R - 0 +1
L 4 4 4 4

Ostatecznie otrzymuje si¢ nastgpujace wspolczynniki modelu matematycznego
wedlug wzoru (10.30):

ko = $1GDT, + (DT, + (DT,
ki = <D, +(+DF, + (+DF, +(-DF, + (DT, + D,
ka = (DT, + (DT, + (+DF, + (DT + (+DF; + D,

1 5 _ _ = = =
k), :E[(_l)yl +2(=Dy, +(+)y; +(+1)y, +2(-Dy;s +(+Dyq +
+(+1)y,; +2(-Dy; +(+Dy, ],
1 _ _ _ —
k= z[(+1)yn +(=Dy; +(Dy; +(+D)y, ]
W celu znalezienia modelu matematycznego w skali naturalnej nalezy odko-

dowa¢ rownanie (10.30) poprzez podstawienie do niego odpowiednich zaleznosci
kodowych obliczonych ze wzoru (10.26).
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0 0 0O 06 0 0
0 6 0 0 0 0 0O
M., =(-1 142 =0 M.. =(-1 1+3 =0,

12 ( ) 6 0 6 0 ’ 13 ( ) 6 0 6 0

000 4 000 4
M, =-864, M, =0,
M,, =0, M,, =432, M, =0, M,, =0, M, =0,
M, =0, M., =0, M, =432 M, =0, M, =0,
M, =-864, M, =0, M,, =0, M, =1296, M, =0,

M;, =0, M,, =0, Mg, =0, M, =0, M, =648,

e utworzenie macierzy dopetnien:

864 0 0 -864 0

0 432 0 0 0

MP=| o 0 432 0 0
-84 0 0 129 0

0 0 0 0 64

e obliczenie wyznacznika macierzy informacyjnej M:

6 00 0 6 00
0 6 00 0 060

det M =(-D""9 +(=1D""6
M= 0 6 a0 % o o o
0 00 4 0 0 0 4
+(])]+4()2+266

e obliczenie macierzy kowariancji:

~

o Wwi|m—

© o=~ ©

X" Xp =| o

© o|— o

L7
o N|—= o
-h‘l—l o
L

6 0 0

==D"-(=)*?9.60 6 0+

[=T = =]

o O O

0 0 4

0
O0[=7776-5184=2592.
4
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c) obliczenie iloczynu macierzy ([-)\:(-]T [3:(“])'l [i]T ;

J— 0 0 . 0
3 3 _ ; i3
0 X 0 0 0 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +
6 +1 +1 +1 0 O O -1 -1 -1
(XI"XD'X]"=| 0 o é 0 Ofl+1 0 -1 +1 0 -1 +1 0 -1|=
1 +1 0 +1 +1 0 +1 +1 O +1
T a4 @ 2 . +1 0 -1 0 0 0 -1 0 +1
0O 0 0 0 l
4
0 +1 0 0 +l 0 0 +l 0
3 3 3
+l +l +l 0O 0 0 L .
6 6 6 6 6 6
= +l 0 _l +l 0 _l +l 0 ity
6 6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1 1
+— == = = —— = = = +—
6 3 6 6 3 6 6 3 6
+l 0 - 0 0 0 ok 0 +—
. 4 4 4 4

Ostatecznie otrzymuje si¢ nastgpujace wspolczynniki modelu matematycznego
wedlug wzoru (10.30):

ko = %{(Hm + (DT + (+DFs ],
k, = %[(+l)§1 + (+DF, + DT, + (D, +(DFs + DT, ],
ks = D7, + (-DF, + (HDF, + (DT, + (D, + (DT,

1 _ _ _ _ _ _
ky = E[(—l)yl +2(-Dy, +(+Dy; +(+1)y 4 +2(-Dy;s + (+D)ys +
+(+1y; +2(-1Dy; + (+1y, ],
1 - - - -
ky, = E[("'I)YI +(=1D)y; +(=Dy,; +(+Dy,].
W celu znalezienia modelu matematycznego w skali naturalnej nalezy odko-

dowac rownanie (10.30) poprzez podstawienie do niego odpowiednich zaleznosci
kodowych obliczonych ze wzoru (10.26).
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Na podstawie otrzymanego modelu matematycznego (10.30) mozna wyzna-
czy¢ optimum ze wzgledu na '§'2 . Rézniczkujac to rownanie wzglegdem X, oraz
przyréwnujac pochodng czastkowa do zera:

oY y .
—=k, +2k, X, +k,,X, =0.
o, 2 nXg T K%y

otrzymuje si¢ warunek optymalnosci w postaci:

- | =
X =“T(k2+k12xl)'

22

2opt

Przedstawione plany tréjpoziomowe sg planami calkowitymi. Dotychczas nie
podano koncepcji tworzenia planow ulamkowych z doswiadczen na 3 pozio-
mach. Dlatego tez plany te wykorzystuje si¢ najczgsciej dla przypadku identyfi-
kacji obiektow nieliniowych opisywanych malg liczbg zmiennych S=2, 3. Przy
wigkszej liczbie zmiennych nastgpuje gwaltowny wzrost liczby doswiadczen. Dla
S=4 plan obejmuje N=3"=81 doswiadczen, a przy S=5 mamy N=3=243 do-
swiadczen. Plany tréjpoziomowe nie nadajg si¢ rowniez do identyfikacji obiektow
silnie nieliniowych.

10.3.4. Plany pigciopoziomowe kompozycyjne

Trudnos¢ stosowania planow trojpoziomowych dla wigkszej liczby zmiennych
wejsciowych S=4.5.6,..., eliminuje si¢ stosujac pewien typ planéw pigciopozio-
mowych, zwanych planami kompozycyjnymi. Plany te tworzy si¢ przez uzupel-
nienie planu dwupoziomowego np. typu 2° lub ulamkowego planu dwupozio-
mowego typu 2°" (uzasadnionego dla duzych $>5), symetrycznymi do$wiad-
czeniami gwiezdnymi, w ktorych zmieniamy kolejno poszczegélne czynniki na
dwoch poziomach ta (zwanych punktami gwiezdnymi), przy pozostalych
zmiennych na poziomie 0, a wigc doswiadczeniami typu (0, ..., 0, o, 0, ..., 0)
oraz do$wiadczeniami centralnymi typu (0, 0, ..., 0) (tablica 10.9). Przy takim
planie kompozycyjnym ogolna liczba doswiadczen n wynosi:

e jesli jadrem programu jest program kompletny typu 2°:

n=2%+n, +n, =2%+2S+n,, (10.38)
o jesli jadrem programu jest program selekcyjny (utamkowy) typu 2°F:

n=2%+n,+n, =2%" +2S+n,, (10.39)
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gdzie:

n, — liczba pomiaréw w punktach gwiezdnych,
ny — liczba pomiaréw w centrum,
S — liczba czynnikéw badanych.

Tablica 10.9. Planu eksperymentu typu 2°+2 3+n,.

Nr Zmienna zakodowana

doswiadczenia X, X, X,

1 -1 -1 -1

ﬂ";:, +] -1 -1

g E 3 -1 +1 -1

El- 4 -1 -1 +1

B 5 +1 +1 -1

3 2 6 +1 sl +1
A

a 7 -1 +1 +1

8 +1 +1 +1

- 9 -a 0 0

O 10 +ot 0 0

38 11 0 - 0

2§ 12 0 +o, 0

£5 13 0 0 -a

&3 14 0 0 +a

g 15 0 0 0

eg 3 0 0 0

: §,§-§ . 0 0 0

O a3l & N 0 0 0

Plany pi¢ciopoziomowe kompozycyjne pozwalaja na wyznaczenie nieznanych
wspolczynnikéow w modelu matematycznym w postaci rownania kwadratowego z
interakcjami (por. rozdz. 7). Przykladowo rozpatrzmy wielomian kwadratowy w
postaci zakodowanej, dla trzech zmiennych S=3, z interakcjami podwojnymi i
potrojna:

.3 - 3 o o e A
Y =kX, + TkX, +Zk“x, + z b Xk XX ax, =
1=1
1«1
= koX, + kX, +k,X, + kX, +k X2 + kX2 +kyy X2 + (10.40)

~ =

+k,2x x2 +k,3x x3 +k23x2x3 + K23 XX, X3,
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Nalezy wigc wyznaczy¢ 11 nieznanych wspotczynnikow rownania (10.40). Plan
eksperymentu dla tego przypadku przedstawia tablica 10.9, natomiast macierz
planu - tablica 10.10.

Plany pigciopoziomowe kompozycyjne ze wzglgdu na to, ze pozwalaja wy-
znaczy¢ nieznane wspolczynniki rownania kwadratowego nazywane sa rowniez
programami II rzedu.

Tablica 10.10. Macierz X planu eksperymentu dla rownania (10.40).

— —

=2 =2 =2

Xg X Xy X3 XF B2 X ORI XXy X% XXX,
+1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 -1
+1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 +1 +1
+1 -1 +1 -1 +1 +1 +I -1 +1 -1 +1
+1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 +l -1 -1 +1
+1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1
+1 +1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1
+] -1 +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 +1 -1
+] +1 +1 +1 +1 +1 +1 <] +1 +1 +1
- |+l -« 0 0 g2 0 O 0 0 0
X=|41 40 0 0 &2 0 0 0 0 0 0
+1 0 -a 0 0 g2 O 0 0 0 0
+1 0 4a 0 0 g2 O 0 0 0 0
+1 0 0 -«a 0 0 g2 0 0 0 0
+1 0 0 4o 0 0 2 0 0 0 0
+1 0 O O 0 0 O 0 0 0 0
+1 0 O O 0 0 0 0 0 0 0
+1 0 O O 0 0 0 0 0 0 0
+1 0 O O 0 0 O 0 0 0 0

Plany pigciopoziomowe kompozycyjne wedtug [51] dzieli si¢ na: plany orto-
gonalne, plany rotalne (uniforormalne i ortogonalne) i programy optymalne.

W dalszej czesci niniejszego rozdzialu podane zostana podstawowe wiadomo-
Sci dotyczace planow ortogonalnych 1 rotalnych. W programach optymalnych
dokladnos¢, z jaka funkcja regresji opisuje obiekt badan, przyjmuje si¢ jako kry-
terium optymalnosci danego programu. Wyklad na temat programéw optymal-
nych charakteryzujacych si¢ nastgpujacymi kryteriami optymalnosci: D-
optymalnos¢, A-optymalnos¢, E-optymalnos¢, G-optymalnos¢ 1 Q-optymalnos¢
zawierajg prace [15], [16] 1 [48].
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10.3.4.1. Programy ortogonalne

W przypadku planow ortogonalnych, zgodnie z pkt. 10.5.3 nalezy wykonac:

I. n doswiadczen w jadrze programu — 2° lub 2°7,

2. 2S doswiadczen w punktach gwiezdnych. Rami¢ gwiezdne o dla programu
dobiera si¢ tak, aby byl speliony warunek ortogonalnosci programu. Jest to
rownoznaczne wymaganiu ortogonalnosci macierzy informacyjnej M Fische-

ra.

3. no doswiadczen w centrum programu. Najczgsciej przyjmuje si¢ no=1.

Ogolna liczba doswiadczen (bez uwzglgdnienia powtdrzen) wynosi:

e jesli jadrem programu jest program kompletny typu 2°:

n=2%+2S+1,

(10.41)

e jesli jadrem programu jest program selekcyjny (utamkowy) typu 2>

n=25F4+2S+1.

(10.42)

Wigc dla przypadku S=3 1 realizacji programu typu 2 otrzymuje si¢ n=15, a dla

przypadku S=4, N=25.

Tablica 10.11.

Liczba Jadro programu Wartos¢ Ogolna liczba
c ikow ramienia doswiadczen n
S 2° 2 gwiezdnego dla ny=1
2 2* . 1,000 9
3 2 - 1,215 15
4 ¢ — 1,414 25
5 2 = 1,596 43
6 2° 5 1,761 17
7 2’ e 1,909 143
8 2° - 2,045 273
9 % s 2,170 531
5 — v i 1,547 27
6 = 2% 1,724 45
7 — 2™ 1,885 79
8 == 2% 2,029 145
9 - ™ 2,160 275
10 = 7' 2,280 533
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Wartos¢ ramienia gwiezdnego a wyznaczona z warunku ortogonalnosci planu
w przypadku, gdy jadrem programu jest program kompletny, dla zalozonej liczby
doswiadczen ny, wynosi:

az\/o,S[st(zs +2S+n,) -2°]. (10.43)

W przypadku stosowania utamkowego planu dwupoziomowego 2°" (uzasad-
nionego dla duzych S>5):

a= Jo,s[\/zs"’ (25" +28+n,) -2%7]. (10.44)

Przyjmujac wartos¢ ramienia gwiezdnego o zgodnie ze wzorem (10.43) w
przypadku calkowitego planu dwupoziomowego, badz zgodnie ze wzorem
(10.44) w przypadku ulamkowego planu dwupoziomowego otrzymujemy catko-
wita ortogonalnos¢ planu drugiego stopnia.

Obliczone na podstawie wzorow (10.43) i (10.44) wartosci ramienia gwiezd-
nego dla roznej liczby czynnikéw badanych S, typu programu selekcyjnego oraz
ogolng liczbg doswiadczen dla n,=1 zestawiono w tablicy 10.11.

Nieznane wspoétczynniki rownania regresji otrzymuje si¢ ze wzoru:

(k) = ((X)T (X)) [X]T{Y} (10.45)

Dzigki ortogonalnosci planu otrzymuje si¢ nastgpujace zaleznosci [48]:
e na wspolczynniki k;, 1=1,2,....S:

RN7
k== (10.46)
>Xj
=1
e na wspolczynniki k;;, i=1,2,...,S:
Z(iln)zyl
k; =L (10.47)

BT ’

il

gdzie: (X,)* =x2 —liiz
ni=i
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* na wspolczynniki ki, 1,j=1,2,....S, lecz i<j:

= (10.48)

n l n =5 S
2Y —(—Zxﬂ](zkﬁ ) (10.49)

Zasadnicza wada omoéwionych planéw kompozycyjnych ortogonalnych jest
brak rotatabilnosci, tj. wystgpuje rézna wariancja przewidywanej wartosci row-
nania regresji “f? (var (¥)) w zaleznosci od przyje¢tego kierunku oddalania si¢ od
srodka planu eksperymentu. Poza tym otrzymane wspolczynniki funkcji regresji
sa powiazane, niektore kowariancje wspolczynnikow sa niezerowe.

10.3.4.2. Programy rotalne

Wymienione wady programoéw ortogonalnych eliminuje si¢ wprowadzajac
plany pigciopoziomowe rotatalne. Realizacja plandéw rotalnych wymaga wykona-
nia wigkszej liczby doswiadczen. Plany rotalne zapewniaja zmniejszenie i ujed-
nolicenie ocen wspolczynnikow regresji. Ponadto plany te zapewniaja jednakowa
wariancj¢ w miar¢ oddalania si¢ od srodka planu, dlatego tez plany te s nazy-
wane sg planami o kulistym rozkladzie informacji.

Aby otrzymac plany rotalne, proponuje si¢ stosowaé plany podobne do orto-
gonalnych, lecz rézniace si¢ wartoscia ramienia gwiezdnego o oraz liczba n,
doswiadczen w punkcie centralnym planu eksperymentu.

Warunkiem koniecznym dla rotalnosci jest niezmienniczos¢ macierzy kowa-
riancji wzgledem ortogonalnego obrotu wspoétrzgdnych. Spemienie tego warunku
wymaga, aby wszystkie momenty nieparzyste byly rowne zeru:

i =0,s=12,..S, (10.50)

™= IM=

X, X: X, =0,sj.k=1,2,..S, (10.51)

oraz aby spelniona byla nastgpujaca rownosé:

TR =3TXERE, sj=1,2,...8. (10.52)
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Aby spelni¢ powyzsze warunki rotalnosci, nalezy przyja inne niz w opisa-
nym w pkt. 10.5.3.1 programie ortogonalnym, wartosci ramienia gwiezdnego o i
liczb¢ doswiadczen w centrum programu n,. Warto$¢ ramienia gwiezdnego obli-
cza si¢ teraz z warunku (10.52), ktéry mozna zapisa¢ syntetycznie wprowadza-

lo-, 1 1

jac momenty A, =—Y X =—(2°" +2a*) oraz A, =-l-—i§:"s§fs =—257 w
ni=l n N i=] n
postaci: A, =3A,, przy czym P >0 otrzymujac:
e jesli jadrem programu jest program kompletny typu 2° (P=0):
a =325, (10.53)
e jesli jadrem programu jest program selekcyjny typu 2°7 (P>0):
a=v25F. (10.54)

Natomiast liczba doswiadczen w centrum programu jest wigksza od jednosci i
wynosi odpowiednio:

i, =A% (2% #4425 +4)-28-2, (10.55)
dla planu typu 2°+2S+n, lub
n, =A5(25F +4425F +4)-25-2, (10.56)

dla planu typu 2°"+2S+n,.

Poniewaz wzory (10.55) 1 (10.56) w niektorych przypadkach dajg utlamkowe
wartosci ny, nalezy zaokraglac te wartosci do najblizszych liczb catkowitych. We

wzorach (10.55) i (10.56) A :—;—23- jest wielkoscia bezwymiarowa ustalang
2
dwoma sposobami, gdzie A, 1 A; sa momentami planu. Pierwszy sposob zapro-
ponowany przez Box i Hunter [15] polega na takim doborze liczby doswiadczen
n, aby speliony byt warunek rownosci wariancji dla wartosci funkcji odpowie-
dzi w calym obszarze objetym kula o promieniu p. Planowanie rotatabilne, ktore
ma taka wlasciwos¢, nazywa si¢ planowaniem uniform-rotatabilnym (uniform
— staly, rowny). Wowczas wartosci A, sa dodatnimi pierwiastkami nastgpujace-

go rownania kwadratowego:

(A, = 1)(S+2)+A5(S+D) - (S-1)=0. (10.57)
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Rozwiazujac réwnanie (10.57) wzglgdem A dla stalych wartosci S otrzy-
muje si¢: S=2, A; =0,7844; S=3, A} =0,8385; S=4, A} =0,8705, S=5,
A5 =0,8918. Ta wiasciwosé planowania uniform-rotatabilnego jest szczegdlnie
wazna, gdy punkt centralny planu znajduje si¢ w okolicy punktu, ktérego badanie
jest szczegolnie interesujace dla eksperymentatora.

Drugi sposob podejscia do problemu wyboru liczby doswiadczen w punkcie
centralnym planu polega na zalozeniu, ze liczbg t¢ nalezy okresla¢ wychodzac z
warunku ortogonalnosci planowania. Wowczas A, =A%, za$ A, =1. Plan taki
nazywa si¢ ortogonalnym planem rotatabilnym.

Wowczas ogodlna liczba doswiadczen wynosi odpowiednio:

n=2%+2S+n,, (10.58)
oraz
n=25" +2S+n,. (10.59)

Podstawowe parametry plandéw rotalnych obliczone z powyzszych wzorow
(dla obu podejs¢) zestawiono w tablicy 10.12.
Nieznane wspolczynniki rownania regresji oblicza si¢ ze wzoru:
{k} = ((X]"[XD ' [XT"{Y}. | (10.60)
Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymuje sig:

a . __ bs .._
ko, =—(0y) - — X (iiy),
n n j=1
A
k; =—2(y), i#0,
n
b_. c¢,.._. dSs .. _ (10.61)
ki =——()+—(@y) - —X (iiy),
n n n j=1
1
k., =——(ly), i=l,
il n?L3( y)

gdzie n — liczba doswiadczen, S — liczba zmiennych, o — rami¢ gwiezdne,
1 — numer zmiennej wejSciowe).

Ponadto we wzorach (10.61) oznaczono:
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S+2)A

Ay

R

(S+2)A, —-SA%°

K ==

d= ,
20, [(S+2)A; —SA%]

A

g 0

n

T (S+2)A, -SA2’

czyli: nAy, =24, nk; =16, 1 nA=48, zas As=3A;.

2,

Tablica 10.12. Parametry kompozycyjnych planow rotatabilnych.

. Liczba
I;fi:f prg,ﬁ;fm doswiadezefi | Ramig | Ogolna liczba |
ayi 58 | o5 w centrum | gwiezdne | doswiadczen Uwagi
> | programu (o n
ng
2 2% | == 5 1,414 13 Plan uniformalny
2 2% | — 8 1,414 16 Plan ortogonalny
3 21 (. 6 1,682 20 Plan uniformalny
3 7| — 9 1,682 23 Plan orotgonalny
4 v gl . 7 2,000 31 Plan uniformalny
4 21— 12 2,000 36 Plan ortogonalny
5 N - 10 2,378 52 Plan uniformalny
5 Y = 10 2,378 52 Plan ortogonalny
5 [P 6 2,000 32 Plan uniformalny
5 s [12%F 10 2,000 36 Plan ortogonalny

Wspolczynniki rownania regresji mozna rowniez obliczy¢ postugujac si¢ tabli-
ca 10.13 wspdlczynnikéw pomocniczych D, E, ¢, n,' G, F-G, F z nastgpuja-
cych wzoréw [51]:

k, = D(05) + EZ. (i),

=1

k; = n;' (ily),

k, =e” (iy),

(10.60)

k. =(F-GXiiy)+G }s:l (iiy) + E(03).




10. Identyfikacja obiektow wielowymiarowych metodq analizy czynnikowej 233

Tablica 10.13

S D E ¢’ 0 F-G G F

2 | 0,2000 | -0,1000 | 0,1250 | 0,2500 | 0,1250 | 0,0187 | 0,1437
3 | 0,1663 | -0,0568 | 0,0732 | 0,1250 | 0,0625 | 0,0069 | 0,0694
4 | 0,428 |-0,0357 | 0,0416 | 0,0625 | 0,0313 | 0,0037 | 0,0350
T 0,1591 | -0,0341 | 0,0416 | 0,0625 | 0,0313 | 0,0028 | 0,0341
5 | 0,0988 | -0,0191 | 0,0230 | 0,0312 | 0,0165 | 0,0015 | 0,0180
6" | 0,108 |-0,0187 | 0,0230 | 0,0312 | 0,0156 | 0,0012 | 0.0168
7~ | 0,0703 | -0,0098 | 0,0125 | 0,0156 | 0,0078 | 0,0005 | 0,0083

" - oznacza polpowtarzanie S-1

Wartosci poszczegolnych wspotczynnikow w tablicy 10.13 oblicza si¢ ze wzo-
row:

D=2A?L,(S+2) £ 2AMA, " Ay . =x_22
n ) n ] n > k nl] ]
F_Gzzax"-z[(5+2)xl-s1, G 2ak(-2)

n n




UKLADOW MECHANICZNYCH METODA

1 1 IDENTYFIKACJA SILNIE NIELINIOWYCH
PRZEKSZTALCANIA MODULACYJNEGO

11.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawiono zastosowanie metody przeksztalcenia
modulacyjnego do identyfikacji silnie nieliniowych ukladow mechanicznych.
Rozdzial ten jest przeznaczony dla mechanikéw, glownie specjalizujacych sie w
analizie dynamicznej réznych ukfadéw mechanicznych takich jak: skrzynia przekia-
dniowa, silnik, samochdd, obrabiarka, ciagnik, maszyna rolnicza, itp. Niniejszy
rozdzial rozni si¢ od poprzednich rozdzialow dokladnoscia opisu matematyczne-
go badanego obiektu. Przypomnijmy, ze dotychczas zakladaliSmy nieznajomosé¢
zarowno klasy, jak i budowy modelu matematycznego. W niniejszym rozdziale,
posta¢ modelu matematycznego jest znana, zalezna od tak zwanego modelu no-
minalnego badanego obiektu. Jest nim rownanie rézniczkowe ruchu ukiadu. Nie-
znane sg natomiast wystgpujace w tym rownaniu wspolczynniki - czyli parame-
try modelu matematycznego. Przedstawiona zostanie efektywna metoda identyfi-
kacji, ktora pozwoli na wyznaczenie wartosci parametrow modelu matematycz-
nego. Wyczerpujacy wyklad na temat identyfikacji nieliniowych ukladéw mecha-
nicznych zawieraja prace [18, 49, 50, 61, 65]

Najpierw wprowadzono pojecie nieliniowego ukladu mechanicznego. Zdefinio-
wano podstawowe pojecia wykorzystywane w niniejszym rozdziale takie jak:
model nominalny 1 model matematyczny ukladu mechanicznego, proces identyfi-
kacji ukladu dynamicznego., proces identyfikacji, wykorzystane w ninigjszym
rozdziale. Wprowadzono 1 omoéwiono pojgcie modelu odwrotnego. Nastgpnie
przeprowadzono klasyfikacj¢ metod identyfikacji nieliniowych ukladéw mecha-
nicznych. Zaprezentowano metod¢ funkcji modulujacej oraz jej miejsce posrod
innych metod identyfikacji. Przedstawiono przeksztalcenie modulacyjne pewnej
funkcji, zaréowno zdeterminowanej jak i1 losowej, wywodzace si¢ ze znanej idei
funkcji modulujacej. Pokazany zostanie sposob przeksztalcenia modulacyjnego w
celu identyfikacji uktadow, gdy sygnalem wejsciowym jest sygnat losowy. Zosta-
nie rowniez podana metoda przeksztalcania rownan losowych w zdeterminowane
bez uprzedniej linearyzacji. W punkcie 11.10 podana jest metoda realizacji pro-
cesu identyfikacji poprzez minimalizacj¢ funkcji jakosci. Omoéwiono i poréwnano
metody minimalizacji funkcji jakosci w przypadku zastosowania przeksztalcenia
modulacyjnego. Wreszcie w punkcie 11.11 omowione sg typy nieliniowosci row-
nania, jakie moga by¢ brane pod uwagg.
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11.2. Uklad mechaniczny i jego nieliniowoSci

Znajomos$¢ procesow dynamicznych, zachodzacych w systemach mechanicz-
nych, umozliwia postgp w budowie nowoczesnych urzadzen, odznaczajacych si¢
duza wydajnoscia, dokladnoscia, a takze znacznym stopniem niezawodnosci
1 automatyzacji.

Dokladne okreslenie dynamicznego zachowania si¢ calego ukladu mecha-
nicznego (np. obrabiarki, samochodu, maszyny rolniczej, itp.) badz jego podze-
spoléw juz na etapie projektowania przedstawia obecnie jeszcze powazny pro-
blem. Wynika to z malej dokladnosci metod, stosowanych do wyznaczania
sztywnosci 1 dysypacji energii w ukladzie. Buduje si¢ wigc prototyp urzadzenia
1 poddaje si¢ go badaniom. Jesli wyniki badan doswiadczalnych prototypu sa
malo zadowalajace, to konieczna jest modyfikacja jego wlasciwosci dynamicz-
nych. Poprawna modyfikacj¢ mozna przeprowadzi¢ jedynie wowczas, gdy w
wyniku identyfikacji otrzyma si¢ model matematyczny, ktory mozliwie dokladnie
opisuje wlasciwosci prototypu.

Podstawowym problemem, ktéry wystepuje w badaniu wiasciwosci dyna-
micznych ukladéw mechanicznych, jest adekwatnos¢ modelu matematycznego do
ukladu rzeczywistego. Rzeczywiste charakterystyki sztywnosci i tlumienia sa
nieliniowe. Wynika to mi¢gdzy innymi ze zmiennej sztywnosci tozysk i kot z¢ba-
tych, sztywnosci polaczen stykowych, luzéw, oraz z wystgpujacych w napedach
z przekladniami z¢batymi zwiazkéw geometryczno-sitowych migdzy katowymi i
postgpowymi przemieszczeniami rozpatrywanych polaczen. Rozpraszanie energii
w urzadzeniach ma rowniez charakter nieliniowy. Luzy wyst¢puja najczesciej w:

- polaczeniach ruchomych - fozyska, sprzggla,

- polaczeniach stalych - polaczenia wielowypustowe, sprzegla zebate,

- przekladniach zgbatych,

- przekfadniach $rubowych.

Wartosci luzéow zalezne s3 od blgdow wykonania i montazu elementéw par
kinematycznych i polaczen oraz od charakteru ich wspolpracy. W skutek zuzy-
wania si¢ elementow par kinematycznych 1 odksztalcen spre¢zysto-plastycznych
elementow polaczen statych wartosci luzow powigkszaja sie.

Rozpraszanie energii w ukladzie ma rowniez charakter nieliniowy. W celu
zwigkszenia stabilnosci pracy urzadzenia dazy si¢ do zwigkszenia tlumienia.
Najefektywniejszy wzrost thumienia uzyskuje si¢ przez zastosowanie specjalnych
thumikéw. Do thumienia drgan skretnych i poprzezcznych stosuje sig¢ thumiki cier-
ne. Zjawisko tarcia z natury swej nieliniowe, wystepuje we wszystkich zespolach
przesuwnych 1 nie mozna go pomingg.

Przedstawiony wyzej opis udawadnia, ze w przypadku ukladéw mechanicz-
nych czgsto wyst¢puja nieliniowosci typu "luz" i "tarcie suche", ktére nie daja sig
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linearyzowac. Dla tego typu nieliniowosci pokazane zostanie zastosowanie spe-
cjalnych metod identyfikacji.

11.3. Model nominalny ukladu mechanicznego

W niniejszym punkcie zostang sformulowane podstawowe pojecia dotyczace
identyfikacji ukladow mechanicznych oraz zostanie okreslona klasa modeli ma-
tematycznych, jakie sa stosowane do opisu procesow dynamicznych zachodza-
cych w ukladach mechanicznych.

Zadaniem analizy dynamicznej ukladow mechanicznych jest badanie ruchu
poszczegdlnych czlonéw ukladu oraz wyznaczanie sit przenoszonych przez te
czlony. W celu wyprowadzenia zwiazkow opisujacych ruch poszczegolnych
czlonéw oraz wyznaczenia wartosci sil dzialajacych migdzy tymi czlonami bu-
duje si¢ uproszczony model rzeczywistego uktadu mechanicznego i jego specyfiki
pracy.

Przez model ukladu rozumie si¢: "taki dajacy si¢ pomysle¢ lub materialnie
zrealizowa¢ uklad, ktory odzwierciedlajac lub odtwarzajac przedmiot badania
zdolny jest zastgpowac go tak, ze jego badanie dostarcza nam nowej informacji o
tym przedmiocie" [28].

Budowa modelu zawiera etap, w ktorym przeprowadza si¢ myslowa idealiza-
cj¢ struktury ukiadu i proceséw w nim zachodzacych. Rezultatem tego etapu jest
tzw. model nominalny ukladu mechanicznego. Przyklad modelu nominalnego
Jednomasowego ukladu mechanicznego z ,luzem” i ,tarciem suchym” oraz jego
schemat blokowy przedstawia rys. 11.1.

sifa tarcia

Rys. 11.1. Model nominalny jednomasowego ukladu mechanicznego z , luzem”
i, tarciem suchym”.
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11.4. Model matematyczny ukladu mechanicznego

Analityczny opis modelu nominalnego nazywa si¢ modelem matematycz-
nym. Model matematyczny ukladu mechanicznego, opisujacy procesy dynamicz-
ne w nim zachodzace, przyjmuje najczgsciej postac tzw. réwnan ruchu, ktore
mozna wyprowadzi¢ na podstawie praw dynamiki Newtona. Na rysunku 11.2
jest podany schemat jednego z mozliwych podzialow modeli matematycznych
ukfadow mechanicznych.

| ukLap MECHANICZNY |

MODEL NOMINALNY
]
MODEL MATEMATYCZNY

1
| ]
STRUKTURALNY FUNKCJONALNY
I
I I
CIAGLY DYSKRETNY
[
| |
NIELINIOWY LINIOWY
NIELINIOWY ZE WZGLEDU LINIOWY ZE WZGLEDU NA
NA PARAMETRY PARAMETRY
|
STACJONARNY NIESTACJONARNY
|
ODWROTNY PROSTY
]
ZDETERMINOWANY LOSOWY

Rys. 11.2. Schemat podzialu modeli matematycznych uktadéw mechanicznych.

Przy budowie modeli funkcjonalnych nie wnika si¢ w strukture wewngtrzng
ukfadu. Natomiast budowa modeli strukturalnych jest podobna do budowy we-
wngtrznej ukfadu mechanicznego 1 zachodzi odpowiednio$¢ elementéw modelu i
elementéw uktadu. Przy czym pod pojgciem struktury modelu rozumie si¢ postaé
rownan rozniczkowych opisujacych ruch ukladu mechanicznego. Modele ciagle
opisujg wlasciwosci ukladéw, ktore traktuje si¢ jako zbidr bryt odksztalcalnych.
Dla ukladéw mechanicznych, w ktérych mozna wyodrebnié nieodksztalcalne
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bryly lub punkty materialne, w ktorych zesrodkowana jest masa oraz bezmasowe
odksztalcalne elementy laczace te bryly lub punkty - buduje si¢ modele dyskret-
ne. Istnieje szeroka klasa ukladow mechanicznych, ktore mozna opisa¢ modelem
dyskretnym (rys. 11.4) o skonczonej liczbie punktow materialnych (m), repre-
zentujacych masy ukladu, polaczonych sprzezeniami (W), reprezentujacycmi
elementy oddzialywujace silami na te masy oraz, gdzie punkty materialne podda-
ne sg dziataniu sit wymuszajacych (u), bedacych jawnymi funkcjami czasu. Cha-
rakterystyki sprzg¢zen oraz masy punktow materialnych powinny by¢ tak dobra-
ne, aby przyjety model dyskretny odtwarzal z wystarczajacym przyblizeniem
ruch, odpowiadajacy ruchowi poszczegélnych czlonéw rzeczywistego ukiadu
mechanicznego, a sily dzialajace na punkty materialne odpowiadaly sifom wystg-
pujacym w rzeczywistym ukladzie mechanicznym. Dalej rozpatrywane beda
tylko takie rzeczywiste uktady mechaniczne, ktére mozna zredukowa¢ do modelu
dyskretnego. Ruch tych ukladéw mozna opisa¢ ukladem réownan rézniczkowych
zwyczajnych. Uklad z rysunku 11.1 mozna zapisa¢ rownaniem:

mX(t) + W[(x(t), x()] = u(t). (11.1)
Rownanie powyzszego typu mozna zapisac prosciej w postaci:
mX + W(X,x)=u, _ (11.2)

gdzie:
X =x(t) - przemieszczenie masy,

u=u(t) - sita wymuszajaca,
m - masa punktu materialnego,
W(x,x) - sprzgzenie reprezentujace sil¢ thumiacy i sil¢ sprezysta,

przy czym:

(%, x) = F(%) + G(x), (11.3)

w ktorym:
F(x) - czlon reprezentujacy sile thumiaca (tarcie),
G(x) - czlon reprezentujacy sil¢ sprezysta i "luz".

Charakterystyki cztonow reprezentujacych sile sprezysta i ,,luz” oraz sile thu-
migca przedstawia rysunek 11.3.

W zaleznosci od tego czy rownania ruchu s liniowe czy nieliniowe, model
jest liniowy badz nieliniowy. Rownanie rozniczkowe, opisujace ruch ukladu, jest
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nieliniowe, jesli charakterystyki elementow ukiadu sa nieliniowe. Powyzsze nieli-
niowosci moga mie¢ charakter fizyczny, geometryczny lub strukturalny. Nieli-
niowosci fizyczne moga wynika¢ z nieliniowosci charakterystyk materialowych
(nieliniowe charakterystyki sprezyste). Nieliniowosci geometryczne moga byc
powodowane zmiang charakteru polaczenia elementéw (np. zmiana przetozenia).
Do grupy nieliniowosci strukturalnych mozna zaliczy¢ luzy w polaczeniach par
kinematycznych.

G(x) F(x)

/

Rys. 11.3. Charakterystytka cztonu reprezentujgcego: a - sily sprezyste i "luz",
b - site tarcia.

S

Modele nieliniowe mozna podzieli¢ na modele liniowe i modele nieliniowe ze
wzgledu na parametry. Przykladowo nastgpujace rownanie:

1
a,X+a,(x)3 =u, (11.4)

jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym, liniowym ze wzgledu na wspolczyn-
niki (parametry) a, i a,, za$ rownanie:

1
a%+(a, -x)* =u, (11.5)

jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym, nieliniowym ze wzgledu na wspol-
czynniki.

Wiele cztonéw mechanicznych jest nieliniowych ze wzgledu na parametry, na
przykiad uklady zawierajace element sprezysty z luzem mechanicznym.

Jeslh struktura ukladu lub parametry sa zmienne w czasie model jest niesta-
cjonarny. W przeciwnym przypadku tj. gdy struktura i parametry nie ulegaja
zmianom w czasie - model jest stacjonarny.

Czgsto poshigujemy si¢ tzw. schematami blokowymi, ktore sa schematami
strukturalno-funkcjonalnymi ukladu (rys. 11.4). W tym przypadku sita wymu-
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szajaca u=u(t) nazywa si¢ sygnalem wejsciowym ukladu (modelu) lub krotko
wejsciem, a przemieszczenie x=x(t) sygnalem wyjsciowym ukladu (modelu) lub
krotko wyjsciem. Schemat taki, w przypadku zlozonych ukladéow, uwidacznia
kolejnos¢ i kierunki operacji realizowanych przez zespoly mechanizméw ujgte w
poszczegolne bloki oraz ukazuje wzajemne powiazania funkcjonalne poszczegol-
nych blokow.

v X
mv=u =0 —>
F(v)

G(x) <

Rys. 11.4. Schemat blokowy jednomasowego uktadu mechanicznego, ktorego
model nominalny przedstawia rysunek 11.1.

Na rysunku 11.4 jest przedstawiony zlozony schemat blokowy. Reprezentuje
on ten sam uklad co schemat z rysunku 11.1, z tym Ze schemat z rysunku 11.4
jest rozbity na poszczegoélne czlony. Nieliniowe czlony F(v) 1 G(x) s3 czlonami,
w ktorych skokowa zmiana sygnalu wejsciowego powoduje natychmiastowa
skokowa zmiang sygnalu wyjsciowego, czyli wartos¢ sygnalu wyjsciowego w
danej chwili t zalezy tylko od wartosci sygnatu wejsciowego w tej chwili. Czlony
te nazywaja si¢ nieliniowymi, bezinercyjnymi czlionami funkcyjnymi. Pozostale
czlony ze schematu nazywaja si¢ czlonami inercyjnymi. Odpowiadajace im bloki
sa opisane rownaniami rozniczkowymi. Wartos¢ sygnalu wyjsciowego z takiego
czlonu w danej chwili t zalezy nie tylko od wartosci sygnatu wejsciowego w tej
chwili, ale rowniez od wartosci sygnahu wyjsciowego w poprzednich momentach.

W niniejszym rozdziale bgda rozwazane tylko uklady stacjonarne, to jest takie
ukiady, dla ktorych mozna przyjac, ze struktura ukladu pozostaje niezmieniona
w rozpatrywanym przedziale czasu, a parametry sa stale. Rozwazane beda ukla-
dy nieliniowe, ktérych modele matematyczne sg rowniez nieliniowe ze wzgledu
na parametry. Ograniczymy si¢ do takich ukladéw, ktorych model mozna zbu-
dowac z liniowych cztonéw inercyjnych i nieliniowych czionéw bezinercyjnych.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzmy operator N, bedacy nieliniowym ope-
ratorem rozniczkowym. Stosujac ten operator, rownanie rézniczkowe, opisujace
nieliniowy uklad dynamiczny, pobudzany sygnalem wejsciowym u i generujacy
sygnal wysciowy x, mozna zapisa¢ nastepujaco:
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N(x)=u. (11.6)

Dla podkreslenia zaleznosci modelu od parametréow ze zbioru a=|[a,,...,a,]
uzywa si¢ zapisu:
N(x,a)=u. (11.7)

Model ten jest nazywany modelem prostym. Z matematycznego punktu widze-
nia sygnal wyjsciowy X jest rozwigzaniem rownania rézniczkowego (11.7) opi-
sanego operatorem N. Schemat blokowy tego modelu przedstawia rysunek 11.5a.
W modelu odwrotnym sytuacja jest odwrotna tj. sygnal x jest sygnalem wej-
sciowym, a sygnal u jest sygnalem wyjsciowym (rys. 11.5b). Z matematycznego
punktu widzenia, w tym przypadku sygnal wyjsciowy u jest funkcjg w zwyklym
sensie, ktorej argumentem jest sygnal wejsciowy x. Operator N, chociaz formal-
nie niczym si¢ nie rozni od operatora N z modelu prostego, jest tutaj rozumiany
jako operator funkcyjny - przypisuje teraz kazdej wartosci x jaka$ wartos¢ u .

a) b)
u X a |l .
——> NEX)=u p—> = i=N(x) [&e——

X

Rys. 11.5. Schematy blokowe modelu: a - prostego, b - odwrotnego.

Jesli elementy ukladu sg opisane funkcjami losowymi, to model jest losowy,
jesli elementy te s opisane funkcjami zdeterminowanymi mamy model zdetermi-
nowany. Funkcja losowa x(t) bedziemy nazywali taka funkcje argumentu t, kto-
re) warto$¢ przy dowolnej wartosci t jest zmienng losowa. Argument ten jest
wielko$cig nielosowa. Funkcj¢ losowa nazywamy normalng (gaussowska), jesli
Jej wszystkie wiclowymiarowe funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa sa
normalne. Funkcj¢ losowa nazywamy stacjonarng (w waskim sensie) jesli jej
wszystkie wielowymiarowe funkcje ggstosci rozkladu prawdopodobienstwa zale-
z3 tylko od wzajemnej odleglosci chwil, a nie zaleza natomiast od nich samych.

11.5. Identyfikacja ukladu dynamicznego

Przez identyfikacj¢ ukladu dynamicznego rozumie si¢ proces, w wyniku kto-
rego powstaje model matematyczny tego ukiadu. Model ten dobrze opisuje za-
chowanie si¢ ukladu zgodnie z przyjetym kryterium jakosci. Otrzymany model
powinien by¢ na tyle prosty, ze mozliwa jest jego wszechstronna analiza aktual-
nie dostgpnymi $rodkami [65]. Na rysunku 11.6 podane sa dwa schematy proce-
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sow identyfikacji: z wykorzystaniem modelu prostego 1 modelu odwrotnego.
W obu przypadkach sygnatly wejsciowe u(t) i wyjsciowe x(t) z ukladu uzyskuje
si¢ z pomiarow. W obu przypadkach zastosowany jest odpowiedni algorytm
identyfikacji wykorzystujacy pewna funkcj¢ jakosci J, minimalizujaca blad e.
Minimalizacja blgdu odbywa si¢ poprzez zmian¢ wartosci parametrow modelu ze
zbioru a. Wartosci parametrow, ktore bedzie mial model przy minimalnym ble-
dzie e w sensie funkcji jakosci J, beda szukanymi wartosciami. Zbior tych warto-
$ci oznaczymy symbolem a*.

a) u(t) " UKLAD x(t)
MECHANICZNYI 5

e(a) -
I MIN J(e)
+
a
N(x,a)=u I
b) u(t) o UKLAD ‘x(t) ;
MECHANICZNY

Rys. 11.6. Schemat procesu identyfikacji z zastosowaniem modelu:
a - prostego, b - odwrotnego: MIN J(e) - procedura minimalizacji
Sfunkcji jakosci J.
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Identyfikacja ukladu dynamicznego przy pomocy modelu prostego
(rys. 11.5a) polega na znalezieniu takiego modelu, ktoéry pobudzany jest takim
samym sygnalem wejsciowym u, co obiekt i ktory generuje wyjscie X mozliwe
bliskie wyjscia obiektu x. W tym przypadku pierwotne role sygnaléw nie sa od-
wrocone. Przy zastosowaniu modelu odwrotnego, identyfikacja ukladu dyna-
micznego polega na szukaniu takiego modelu, ktéry generujac takie samo wyjscie
x co obiekt, jest pobudzany wymuszeniem u, mozliwie bliskim wymuszeniu
obicktu u. Takie postawienie problemu powoduje, ze praktycznie zostajag w mo-
delu odwrocone pierwotne role sygnalow: sygnal wejsciowy obiektu staje si¢
sygnalem wyjsciowym modelu, a sygnal wyjsciowy obiektu staje si¢ sygnalem
wejsciowym modelu.

11.6. Metody identyfikacji nieliniowych ukladéw mechanicznych

Metody, stosowane do identyfikacji nieliniowych ukladéw mechanicznych,
mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy:
1. Metody korzystajace z réznego rodzaju linearyzacji:
a) linearyzacja stochastyczna [55, 65],
b) linearyzacja harmoniczna [49],
2. Metody korzystajace z réznego rodzaju rozwinie¢ w szeregi:
a) rozwinigcie sygnatlu wyjsciowego ukladu w szereg nadharmoniczny
wzgledem sygnalu wejsciowego ukladu, ktorym jest sygnal harmo-
niczny [50],
b) rozwinigcie sygnatu wyjsciowego z nieliniowego ukladu mechaniczne-
go w szereg potegowy wzgledem sygnatu wejsciowego [61].
3. Metody iteracyjne:
a) metoda szukania losowego,
b) metoda quasi linearyzacji [6],
c¢) metoda gradientowa [6, 65],
d) metody wykorzystujace rownania wrazliwosci [61].

Powyzsze metody nie dotycza identyfikacji ukladow silnie nieliniowych, za-
wierajacych czlon typu "luz" i "tarcie suche". Znane, opracowane do tego celu
metody, maja pewne wady: albo s3 z zalozenia metodami przyblizonymi
(np. metody korzystajace z linearyzacji), albo wymagaja koniecznosci rozwiazy-
wania réwnania rozniczkowego w kazdym kroku procedury szukania optymal-
nych parametrow modelu (np. metody iteracyjne), badz wymagaja koniecznosci
obliczania pochodnych sygnalow wyjsciowych (np. metody opierajace si¢ na
rownaniach wrazliwosci).

Do identyfikacji silnie nieliniowych ukladéw mechanicznych stosuje si¢ meto-
d¢ przeksztalcenia modulacyjnego [18]. Metoda ta jest mozliwa do stosowania
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w przypadku losowym i deterministycznym, gdy model ukiadu jest wielomasowy
oraz, gdy wystepuja zaklocenia ukladu. Metoda przeksztalcenia modulacyjnego
wykorzystuje ideg metody funkcji modulujace;.

11.7. Metoda funkcji modulujgcej

Metoda funkcji modulujacej polega na mnozeniu réwnania ruchu ukladu
przez pewna funkcj¢ czasu (tak zwang ,,funkcj¢ modulujaca”, oznaczona sym-
bolem ¢), w celu sprowadzenia réwnan ruchu do takiej postaci, w ktorej nie ma
pochodnych zmiennych niezaleznych. Funkcja ¢ zostala nazwana ,,modulujaca”,
ze wzgledu na jej niezalezno$¢ od sygnatu wejsciowego i wyjsciowego ukladu.

Sposdb identyfikacji polega na:

a) mnozeniu rownan ruchu ukladu przez wybrang ,,funkcj¢ modulujacy”,

b) catkowaniu przeksztalconych rownan w okreslonych przedziatach czasu,

c) rozwigzaniu powstalych réwnan algebraicznych z nieznanymi parame-

trami.

Funkcja modulujaca speinia nastgpujace warunki: jest ciagla, ograniczona oraz
conajmniej n-krotnie rézniczkowalna, gdzie n jest rzgdem przeksztalconego row-
nania rozniczkowego. Ponadto, funkcja ¢ oraz jej wszystkie pochodne az do rzg-
du n-1 przybieraja wartos¢ zero na krancach przedzialu catkowania [T, T,]:

¢(T,) =¢(T,) =0,

¢(T,) = ¢(T,) =0, (11.8)

$"(T,) =4 (T,) =0,

Metoda ta zostanie omowiona na przykladzie ukladu dynamicznego opisanego
réwnaniem:

a,X+a,x+a,x=u, (11.9)
gdzie:
x=x(t) - wspotrzedne ukladu (wyjscie),
u=u(t) - wymuszenie (wejscie),

a;, 1=1,2,3 - stale wspolczynniki.

Wspétczynniki a; s3 nieznane i nalezy je wyznaczy¢. W tym celu, mnozy si¢ obie
strony rownania (11.9) przez funkcj¢ modulujaca ¢(t) otrzymujac:
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a,X¢ +a,x¢+a;xp¢=ud, (11.10)

oraz catkuje obie strony rownania (11.10) w przedziale [T, T>]:
T, T, T, T,
a, [X¢dt +a, [x¢dt +a, [xddt = [uddt. (11.11)
T T : ;
Calkujac rownanie (11.11) przez czgsci otrzymuje sig:
T .. 15, . T . T T
a,| fxbat - [l + [0 |+a,| - fxbdt+[xo]2 |+a,| fxpat |= fubdt (11.12)
T T : T ]

Dla uproszczenia zapisu, wprowadzono tutaj $=¢(t). Ze wzgledu na wlasciwosci
funkcji ¢ (to jest warunki (11.8)) wyrazenia w nawiasach kwadratowych znikaja,
wigc rownanie (11.12) przyjmuje postaé:

Tp.. Ty, T, T,
a, [¢xdt —a, [¢xdt +a, [¢pxdt = [¢udt. (11.13)
T

T T T

Znajac analityczng posta¢ funkcji ¢ oraz znajac sygnaty x(t) 1 u(t) w przedziale
[T, T;], mozna obliczy¢ wartosci calek wystepujacych w réwnaniu (11.13). W
rownaniu tym, w poréwnaniu z réwnaniem (11.10) nie wystgpuja juz pochodne
sygnatu x. Jest to glowna zaleta zastosowania funkcji modulujacej. Po obliczeniu
calek w rownaniu (11.13), otrzymuje si¢ rownanie na poszukiwane parametry
a),dz,a;3.

a,A, +a,A, +a;A; =B, (11.14)
gdzie:

T : T
A, =[¢%xdt, i=12,3, B=[¢udt, ¢© =¢. (11.15)
T

T

Do obliczenia wartosci wspolczynnikow a;,a,,a; potrzebne s trzy rownania
typu rownania (11.14). Nalezy wigc obliczy¢ wartosci calek dla trzech dowol-
nych przedzialéw na osi czasu, do ktorych dobrane sg trzy rozne funkcje modu-
lujace.

Przedstawiona metoda funkcji modulujacej dotyczy ukladu dynamicznego
o Jednym stopniu swobody, ktorego sydnal wejsciowy jest zdeterminowany
i ktorego model jest liniowy ze wzgledu na parametry. W punkcie 11.8.4 poka-
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zana zostanie modyfikacja tej metody w celu identyfikacji uktadow o wielu stop-
niach swobody (wielomasowych), ktorych sygnaly wejsciowe sa zdeterminowane
badz losowe i ktorych modele sa nieliniowe ze wzgledu na parametry.

11.8. Przeksztalcenie modulacyjne funkcji

W niniejszym punkcie podane zostang przeksztalcenia funkcji zdeterminowa-
nej (podpunkt 11.8.1) i losowej (podpunkt 11.8.2), ktore sa podstawa metody
identyfikacji nazwanej przeksztalcaniem modulacyjnym. Podane zostana row-
niez przykladowe funkcje modulujace (podpunkt 11.8.3).

11.8.1. Przeksztalcenie modulacyjne funkcji zdeterminowanej

W przeksztalceniu modulacyjnym wykorzystuje si¢ pojgcie 1 whasnosci ,,dys-
trybucji Schwartza” [18].
Jesli funkcja f(t) spelnia nastgpujace warunki:
1.f(t)=0, dla t<0,

2.1(t) - jest lokalnie catkowalna, (11.6)
zas funkcja ¢(t,s) nalezy do przestrzeni funkcyjnej Dy, tj. spelnia warunki:
1. Funkcja ¢(t,s) oraz kazda z jej pochodnych ¢ (t,s) = w L

az do rzedu m wilacznie sa wszgdzie ciagle,
2. Kazda funkcja ¢(t,s) jest rowna zero na zewnatrz pewnego (11.17)

skonczonego przedziati T,
3. Parametr s jest dodatni,

to przeksztalcenie modulacyjne D jest operacja, ktora przyporzadkowuje funkcje
f(s) kazdej funkcji f(t), spetniajacej warunki (11.16). Przeksztalcenie D jest zde-
finiowane przez:

D£()] = £(s) = (£(t),0(t,8)) = [E()B(t,5)dt (11.18)

W przypadku, gdy argument t funkcji f{t) jest dwuwymiarowy tj. t=(t,,t;) wtedy
argument s funkcji f(s) jest tez dwuwymiarowy, tj. s=(s;, s;), natomiast prze-
ksztalcenie D jest definiowane nastgpujaco:
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Df(t,,t,)]=£(s,,s,) = (f(t;,t;). b(t,,5, ,tz,sz))— (11.19)

Oznaczmy przeksztalcong pochodng funkcji f(t) nastgpujaco:

df(t a d"f(t

D= (9 - < © o, )> (1120)
Podstawowa wilasciwoscig przeksztalcenia modulacyjnego jest:

<d ) e )> <f(t)( pyr 476 5)> (11.21)

gdzie warunki (11.17) spetnione sa dla m>n-1.

Po lewej stronie rownosci (11.21) funkcja f(t) poddana jest operacji roznicz-
d"f(t)
dt”
funkcj¢ f(t), lecz na funkcj¢ ¢(t). Wihasciwos¢ ta jest wykorzystywana do prze-
ksztalcenia rownan rozniczkowych, opisujacych badane uklady mechaniczne, do
postaci, w ktorej wystgpuje jak najmniej pochodnych zmiennych zaleznych, re-
prezentujacych sygnaly wyjsciowe ukladu. Z powyzszej wlasnosci wynika po-
nadto, ze do przeksztalcenia zwyczajnego rownania rozniczkowego n - tego rzg-

du, funkcja ¢ musi spetnia¢ warunki (11.17) dla m>n-1.

kowania: , hatomiast po prawej stronie operacja ta nie dziala juz na

11.8.2. Przeksztalcenie modulacyjne funkcji losowe;]

Jeshi X(t) jest funkcja losowa, to jej przeksztalcenie modulacyjne jest rowniez
funkcja losowa, gdyz zgodnie z definicja przeksztalcenia modulacyjnego mamy:

X(s) = D[X(t)] = | X(t)é(t,s)dt , (11.22)

a wyrazenie po prawej stronie jest definicja funkcji losowej, bedacej calkg innej
funkc;ji losowej [55].

Wyznaczmy wariancj¢ przeksztalconej funkcji losowej X(s). W tym celu
przeksztalémy réwnanie (11.22) do nieco innej postaci. Rozpatrzmy w tym celu
funkcj¢ ¢(t,s) dla jednej, ustalonej wartosci parametru s.

Oznaczmy przez T, przedzial poza ktérym funkcja ¢ jest z definicji rowna ze-
ro. Nastgpnie zmienimy uklad wspotrzednych (¢(t), t) na (¢(t;), t;) wedtug rysun-
kull.7.
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A A
o(t,s) | d(ts,s)

=T, ¢,
=
t, T, ]tz t

\4

Rys. 11.7. Zmiana ukiadu wspoirzednych.

Zgodnie z tym mozemy napisaé:

DIX()]= TX@(, )t = [X(t )t = EX(t,)¢(t,,s)m,, (11.23)
dlas = const.

Ostatnia calka jest funkcja losowa argumentu T; czyli:

TI’X(t,)cb(t,,s)dt, =X(T,), dla s=const. (11.24)

Z powyzszego wynika, ze dla ustalonej wartosci parametru s argumentem prze-
ksztalconej funkcji losowej jest dlugos¢ przedzialu calkowania T, czyli prze-
dziahu poza ktorym funkcja ¢ jest z definicji rowna zero.

Wartos¢ srednia funkcji losowej X(T,) wynosi:

TS
m, (T,) = [m, (t,)$(t,,s)dt,, (11.25)
0
natomiast funkcja korelacji wlasnej ma posta¢:

112
T T,

Ko (T, T2) = | [OK,, (t),t7)dtldt?. (11.26)
00

Z powyzszego wzoru dla T =T? =T, otrzymuje si¢ wzor na poszukiwang
wariancjg:
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Ts Ts
oX(T,)=W_(T,,T,)= | [¢K _ (t!,t?)dt!dt? . (11.27)
00

Dla przypadku, gdy przeksztalcana funkcja losowa jest stacjonarng funkcja
losowa, 0 ograniczonej wariancji i wartosci sredniej rOwnej zero, wariancja prze-
ksztalconej funkcji losowej X(Ts) jest proporcjonalna do Ts:

oi(T,)=b, (T, (11.28)

gdzie by(s) jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.

Wynika stad, ze wariancja przeksztalconej funkcji losowej X(T;), rosnie wraz
ze wzrostem przedziatu, poza ktérym funkcja ¢ jest z definicji réwna zero (wraz
ze wzrostem ,szerokosci” funkcji ¢). Wlasciwos¢ ta jest uwzgledniana przy
przeksztalcaniu réwnan, opisujacych uklady, na ktore dzialaja losowe zakloce-
nia.

11.8.3. Posta¢ funkcji modulujacej

Wykresy przykladowych funkcji modulujacych sg przedstawione na rysun-
ku 11.7. Przykladem funkcji ¢(t,s), ktora , $lizga si¢” wzdhuz osi czasu t wraz ze
wzrostem parametru s (gdzie parametrem tym jest chwila odpowiadajaca poczat-
kowi przedzialu T, poza ktérym ¢=0), dla nieskonczenie wielkiego m z warunku
(11.17), jest funkcja (rys. 11.8a) o postaci:

1
b(ts) =4¢ =)=-T) dlate(s,s ""Ts),T, = const. (11.29)
0, dlate(s;s+T,).

Innym przykiadem funkcji ¢(t,s) moze by¢ funkcja ¢(t), ,,zaczepiona” w poczat-
ku osi czasu i ,rozciagajaca” si¢ wzdluz tej osi w miar¢ wzrostu parametru s
(rys. 11.8b), wedlug wzoru:

1
d(t,s)=4¢ " dla te(0,s), (11.30)
0, dla t ¢(0,s),

gdzie T, - poczatkowa dhugos¢ przedziahu T, s>Ts,.
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a)A b) A c) A
09 g |t 2 o9

S| S2 ssfTy si=Tve &2

Rys. 11.8. Wykresy przykladowych, podstawowych funkcji przeksztatcenia
modulacyjnego.

Jeszcze innym przyktadem funkcji ¢(t,s) moze by¢ funkcja ¢(t), przedstawio-
na na rysunku l1.8c, ktora jest ,,oparta” na statym, dowolnie duzym przedziale
czasowym T; i wraz ze wzrostem parametru s zmienia swdj ksztalt. Funkcjg t¢
okresla wzor:

b(t.s)=-[(t-s)(t-s—c)e ‘“™  dla te(0,T,), (11.31)
0, dla t (0, T),

gdzie c jest stala, 0<c<Tj, 0<s<T;-c.

11.9. Algorytm identyfikacji silnie nieliniowego ukladu mechanicznego

Jak juz wspomniano, do identyfikacji silnie nieliniowych ukladow mechanicz-
nych stosuje si¢ metod¢ przeksztalcenia modulacyjnego. W celu okreslenia war-
tosci parametrow wystepujacych w modelu matematycznym opisujacym taki
uklad mechaniczny nalezy wykona¢ nastgpujace czynnosci (schematycznie czyn-
nosci te sg przedstawione na rysunku 11.9):

1. Wybér klasy modelu matematycznego badanego ukladu na podstawie wiedzy
apriorycznej. Model ten powinien z dostatecznym przyblizeniem odzwiercie-
dla¢ istotne wlasciwosci badanego ukiadu.

2. Dokonanie zatozen odnosnie wplywu zaklocen na badany uklad na podstawie
wiedzy a priori oraz wybor schematu zaklécania uktadu (rozdz. 11.9.3).

3. Wybor rodzaju przeksztalcenia modulacyjnego D (pkt. 11.8.1). Dokonanie
analitycznego przeksztalcenia modulacyjnego réwnania rozniczkowego, opi-
sujacego uklad 1 wykorzystanie wlasciwosci tego przeksztalcenia do dopro-
wadzenia rownania ruchu do postaci, w ktorej nie bedzie juz pochodnych sy-
gnaloéw ukladu (pkt. 11.8). W przypadku losowym powyzsze przeksztalcenie
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musi by¢ poprzedzone operacja, doprowadzajaca losowe rownanie réznicz-
kowe do postaci zdeterminowanej (pkt. 11.3.1).

4. Zapisanie sygnahi wejsciowego i wyjsciowego badanego ukladu w postaci
skwantowanej. Jezeli sygnal wejsciowy jest funkcja losowa, to nalezy zapisa¢
przebieg jego momentow statystycznych (metoda opracowana jest dla sygna-
tow losowych o postaci normalne;).

5. Budowa schematu identyfikacji (pkt. 11.9.1, 11.9.2, 11.9.3).

6. Wybor jak najprostszej analitycznej postaci funkcji ¢ przeksztalcenia modula-
cyjnego np. o statym przedziale T, poza ktorym funkcja ¢=0 oraz wyznacze-
nie analitycznej postaci pierwszej i drugiej pochodne; tej funkcji.

BADANY
NIELINIOWY
UKLAD
MECHANICZNY

¥

WYBOR WYBOR WYBOR _’I WYBOR POMIAR

KLASY SCHEMATU PRZEKSZTALCENIA WARTOSCI e 1 REJESTRACJA
MODELU ZAKLOCEN MODULACY JNEGO ARGUMENTU s WYNIKOW

Y

BUDOWA
SCHEMATU P
IDENTYFIKACI

!

BUDOWA

PROCEDURY

MINIMALI-
ZACH

v

OBLICZENIA
KOR”gWEUI E- SZUKANE PARAMETRY
MODELU MATEMATYCZNEGO

Rys. 11.9. Schemat czynnos$ci do wykonania w procesie identyfikacji ukiadu
mechanicznego [18].

WYBOR
FUNKCI
JAKOSCI

7. Dokonanie, o ile to mozliwe, bezposrednich pomiaréow wartosci niektorych

szukanych parametrow np. masy, celem zmniejszenia liczby identyfikowa-
nych parametrow.

8. Wyznaczenie:

a) dhugosci przedziahu T, poza ktérym funkcja ¢=0,
b) liczby kolejnych wartosci argumentu s przeksztalconych funkcji

(pkt. 11.8). Wartos¢ ta powinna by¢ kilkakrotnie wigksza od liczby szuka-
nych parametrow.
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c) kolejnych wartosci argumentu s. Przykladowo, dla stosowanych tutaj funk-
cji modulujacych mozna przyjac, ze si+1=s;+T;.

9. Wybor funkcji jakosci przy uwzglednieniu punktu 2 oraz metody jej minimali-
zacji (pkt. 11.10).

10. Budowa na podstawie punktow od 1 do 5 numerycznego programu kompute-
rowego realizujacego minimalizacj¢ funkcji jakosci zgodnie ze schematem na
rysunku 11.18, w ktorym zawarte beda w postaci wzorow: funkcja ¢ 1 jej
dwie pierwsze pochodne, czlony przeksztalconego réwnania rézniczkowego,
opisujacego uklad oraz wybrana posta¢ funkcji jakosci. Ponadto program
powinien zawiera¢ standardowe procedury numerycznego obliczania catki
1 minimalizacji funkcji jakosci. Podstawowymi danymi do tego programu bg-
da: skwantowane sygnaly wejsciowe i wyjsciowe ukladu (w przypadku loso-
wym momenty statystyczne tych sygnalow) oraz wartosci argumentu s i dhu-
g0s¢ przedziahu Ts.

11. Obliczenia numeryczne na komputerze.

Po wykonaniu powyzszych czynnosci na podstawie zarejestrowanych sygna-
low wejsciowych 1 wyjsciowych badanego ukladu w postaci numerycznej (ciagi
cyfr) oraz za pomoca zbudowanego programu okresla si¢ szukane wartosci pa-
rametrow modelu matematycznego.

W dalszej czgsci podane zostana opisane najwazniejsze punkty przedstawio-
nego algorytmu identyfikacji z zastosowaniem przeksztalcenia modulacyjnego w
przypadku modelu zdeterminowanego (11.9.1) i modelu losowego (11.9.2) oraz
w przypadku wystgpowania zaklécen tylko sygnatu wejsciowego (11.9.3), a tak-
ze gdy zaklocany jest sygnal wejsciowy 1 wyjsciowy (11.9.4).

11.9.1. Schemat procesu identyfikacji w przypadku modelu
zdeterminowanego

Identyfikacja badanego ukladu dynamicznego begdzie przeprowadzona na
przykladzie wedlug schematu z rysunku 11.10 i bgdzie polegata na znalezieniu
takiego operatora N, ktory begdzie minimalizowal blad e(s,a), bedacy réznicg
przeksztalconych sygnalow: wejsciowego ukiadu u i wyjsciowego modelu u
Zadanie to jest realizowane poprzez budowe 1 minimalizacj¢ funkcji jakosci J
(pkt. 11.9).

Blad e definiowany jest nastgpujaco:

e(s,a) = u(s) -u(s,a), (11.32)

gdzie: u(s) = D[u(t)], u(s,a) = D[N(x,a)].
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W tym przypadku nie poréwnuje si¢ juz sygnalow u(t) i u(t), lecz przeksztatco-
ne ich postacie a mianowicie u(s) i u(s) .

u(t) UKLAD | X o o

MECHANICZNY

Rys. 11.10. Schemat procesu identyfikacji (przypadek deterministyczny): D -
operator przeksztaicenia modulacyjnego, N - nieliniowy operator
rozniczkowy, MIN J(e) - algorytm minimalizacji funkcji jakosci J.

11.9.2. Schemat procesu identyfikacji w przypadku modelu losowego

Zastosowanie modelu losowego wymaga przeksztalcenia rownania opisujace-
go ten model do postaci zdeterminowanej, celem uzyskania mozliwosci przepro-
wadzenia obliczen. W literaturze opisane sa metody doprowadzania rézniczko-
wego rownania losowego do algebraicznego rowania zdeterminowanego, poprzez
wykorzystanie funkcji korelacyjnej oraz przeksztalcenie Laplace'a badz Fouriera.
Metody te dotycza oczywiscie ukladéw liniowych. Dla ukladéw nieliniowych
stosuje si¢ dodatkowo rézne metody linearyzacji problemu. W niniejszej pracy
zastosowano metode¢ przeksztalcania losowych rownan nieliniowych bez uprosz-
czen (linearyzacji). W tym celu wykorzystuje si¢ operacje wyznaczania momen-
tow statycznych pierwszego i drugiego rzedu, a nast¢gpnie dokonuje si¢ prze-
ksztalcenia modulacyjnego. Funkcje losowe w ogoélnych przypadku moga by¢
niestacjonarne.

Jako sygnaly losowe beda uzyte funkcje losowe, opisane momentami statycz-
nymi pierwszego i drugiego rzedu. Moment pierwszego rzgdu zalezy od jednego
argumentu, natomiast moment drugiego rzedu zalezy od dwu argumentéow. Dla
uproszczenia zapisu potraktowano moment drugiego rzgdu jako zalezny od jed-
nego ale dwuwymiarowego argumentu. Argument oznaczono symbolem 3. Sym-
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bolem M oznaczono operator wyznaczania danego momentu, a sam moment
funkcji losowej X(t) oznaczono Xyu(3). Zatem: M[X(t)] = X,(8) .

u(t) UKLAD x(t)
MECHANICZNY rl

MIN J(ey)

vo

Uy = D[Ny (xy,.a)] f

Rys. 11.11. Schemat procesu identyfikacji dla przypadku losowego: D - opera-
tor przeksztaicenia modulacyjnego, M - operator momentu sta-
tycznego funkcji losowej, MIN J(e) - algorytm minimalizacji fun-
kcji jakosci, Ny - operator nieliniowego losowego rownania roz-
niczkowego poddany operacji wyznaczania momentu statystyczne-

go.

Losowe modele ukladow dynamicznych sa opisane losowymi zwyczajnymi
rownaniami rézniczkowymi. Jesli rownanie to podda si¢ operacji wyznaczania
momentu, to operator N losowego rownania rézniczkowego dzialajacy na funkcji
losowej ulegnie przeksztalceniu w inny operator Ny, bedacy rowniez operatorem
rownania rozniczkowego (w ogélnym przypadku czastkowego), ale juz nie loso-
wego 1 dzialajacym nie na funkcji losowej ale na momencie tej funkcji losowe;.
Na rysunku 11 przedstawiony jest schemat identyfikacji ukladu dynamicznego
pobudzonego funkcja losowa U(t). Przerywana linia narysowane jest ,polacze-
nie”’ wykorzystywane do obliczania momentu wzajemnego.

Schemat ten mozna uprosci¢. Wyobrazmy sobie, ze uklad dynamiczny pobu-
dzony jest sygnalem w postaci momentu funkcji losowej 1 generuje sygnal wyj-
$ciowy rowniez w postaci odpowiedniego momentu. Zostalo to zobrazowane na
rysunku 11.12. Schemat ten jest identyczny ze schematem z rysunku 11.10, do-
tyczacym przypadku zdeterminowanego. Dlatego tez dalej bgdzie rozwazany
glownie przypadek zdeterminowany. Natomiast przypadek losowy bedzie
uwzgledniany jedynie wowczas, gdy migdzy tymi przypadkami wystapia roznice.
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X (3)

up ()
UKLAD
— >

MECHANICZNY

MIN J(en)

ia

lﬁM = D[N (x,2)] |}

Rys. 11.12. Uproszczony schemat procesu identyfikacji dla przypadku
losowego.

11.9.3. Identyfikacja ukladéw w przypadku wystepowania zaklocen

Niniejszy podpunkt dotyczy ukladow mechanicznych, w ktorych wystepuja
niemierzalne zaklocenia. Zalozono, ze zaklocenia te maja charakter stacjonar-
nych funkcji losowych, ktorych wariancje sa ograniczone, a wartosci srednie sa
rowne zero. Poza tym zaklocenia te nie sa skorelowane ani z sygnatami, ktore
zakiocaja, ani migdzy soba. Zalozono rowniez, ze sygnaly zaklécajace dodawane
sq do sygnalu wejsciowego 1 wyjsciowego ukladu (rys. 11.13 j 11.14). W przy-
padku wyst¢gpowania zakldcen mierzone sa sygnaly z i y niz rzeczywiscie poda-
wane lub odbierane sygnaly u i x z ukladu badz modelu.

11.9.3.1. Model prosty i odwrotny w przypadku wystepowania zaklécen

W przypadku identyfikacji ukladu, w ktorym wystepuja zaklocenia, mozna
wyrozni¢ dwie typowe sytuacje, ktorym odpowiadaja dwie rozne postacie sy-
gnatow wejsciowych modelu. Ma to miejsce bez wzgledu na to czy stosowany
Jest model prosty czy odwrotny.

W pierwszym przypadku sygnal wejsciowy nie jest zaklocany (rys. 11.13).
Wtedy algorytm identyfikacji malo rézni si¢ od algorytmu dla przypadku, gdy nie
wystepujg zaklocenia (pkt. 11.9.1, 11.9.2.). W drugim przypadku zakldceniom
ulega sygnat wejsciowy (rys. 11.14).
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a) 0 b) v
u UKLAD X é y z +¥ u UKLAD X
MECHANICZNY | 2 -~ .° | MECHANICZNY [~ 1>
& u .
L NRX)=u > <— =N

Rys. 11.13. Model prosty (a) i odwrotny (b) w przypadku zaktdcania tylko
sygnalu wyjsciowego.

Algorytm identyfikacji oprocz szukania takiego modelu matematycznego, kto-
ry jest najbardziej adekwatny do ukladu, musi zawiera¢ procedur¢ szukania ta-
kiego sygnalu wejsciowego modelu, ktory bgdzie najbardziej zblizony do odpo-
wiedniego sygnatu ukladu, to jest do:

e sygnalu wejsciowego ukiadu u - dla modelu prostego,
e sygnalu wyjsciowego ukladu x - dla modelu odwrotnego.

a) o b) | n
z +¥ u | UKLAD X u UKLAD X +Yy
y MECHANICZNY [ | MECHANICZNY .
% u
> N(X)=u —> < (=N®x) 7 AT

Rys. 11.14. Model prosty (a) i odwrotny (b) w przypadku zaktécania tylko
sygnatu wejsciowego.

Zatem algorytm identyfikacji rézni si¢ znacznie od algorytmu identyfikacji ukla-
du, nie poddanego zakléceniom. Podobna sytuacja wystepuje wowczas, gdy za-
klocany jest zarowno sygnal wejsciowy 1 wyjsciowy ukfadu. Dlatego tez, w celu
unikni¢cia komplikacji nalezy stosowac¢ model prosty, gdy zaklécany jest sygnal
wyjsciowy, a model odwrotny, gdy zaklocany jest sygnal wejsciowy ukladu.
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11.9.3.2. Schemat identyfikacji ukladu, gdy zaklocany jest sygnal
wejsciowy

Przypadek ukladu, gdy zaklocany jest sygnal wejsciowy przedstawia rysu-
nek 11.14a. Schemat identyfikacji ukladu dla tego przypadku jest przedstawiony
na rysunku 11.15.

‘La
4, = D[N(x,a)] k_

Rys. 11.15. Schemat procesu identyfikacji gdy zakidcany jest sygnal wejsciowy
uktadu: v(t) - niemierzalny sygnal zakiécajqcy, z(t) - mierzony
sygnat wejsciowy, u(t) - rzeczywisty sygnal wejsciowy ukiadu.

Btad e.(s,a) okresla si¢ nast¢pujaco:

e, (s,a) =u(s,a) —u(s), (11.33)
gdzie:

u(s) = z(s) + v(s) . (11.34)
Stad:

e, (s,2) = (s, ) — z(s) - v(s), (11.35)
gdzie (rys. 11.15):

u(s,a) — z(s) =«(s,a) . (11.36)

O sygnale v(t) zalozono, ze jest stacjonarng funkcja losowa o wartosci $red-
niej rownej zero i ograniczonej wariancji. Zatem jej przeksztalcona postaé v(s)
Jest réwniez funkcja losowa (pkt. 11.72), a takze blad e,(s,a) jest takze funkcja
losowa.
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Wartos¢ srednia kwadratowa rownania (11.35) ma posta¢:
E[e2]=E[(d -z~ V)?]. (11.37)
Stad, po uwzglednieniu zaleznosci (11.25) 1 (11.28) otrzymuje sig:
Efe}]-b,T, = (i —2)* =€}, (11.38)

gdzie:
b,=b.(s) - wspélczynnik proporcjonalnosci,
T, - dlugos¢ przedziatu, poza ktéorym funkcja ¢ przeksztalcania modu-
lacyjnego D réwna si¢ zero.

Oznaczajac E[el]-b,T, = € T,, otrzymuje sig:

v 's?

1 1
e, =T, 2,=T,2(-2). (11.39)

Uwzgledniajac w powyzszym réwnaniu zaleznos¢ €, od zbioru parametrow
a 1 biorac je dla s=s;, mozna zbudowac¢ funkcj¢ jakosci o postaci:

J(a) = $&2(s;,a) = 3 T, [uls;, 8) - 2(s,)I’, (11.40)
i=l1 i=l

ktora ma podobna budowg jak w przypadku, gdy nie wystgpuja zaklécenia. Po-
niewaz blad e, zawiera blad b, T,, powstaly od zaklocajacego sygnatu losowego,
wigc funkcja jakosci nie osigga minimum w punkcie, gdzie J(a)=0 tylko gdy
J(a)=0. Dlatego tez do minimalizacji funkcji jakosci nalezy stosowa¢ metody
analityczna Il (pkt. 11.11.2) lub iteracyjng (pkt. 11.11.3). Natomiast nie mozna
stosowa¢ metody analitycznej I (pkt. 11.11.1).

11.9.3.3. Schemat identyfikacji ukladu, gdy zakl6cane sg sygnaly
wejsciowy | wyjSciowy

Schemat identyfikacji ukladu, z zastosowaniem przeksztalcenia modulacyjne-
go, odpowiadajacy przypadkowi gdy zaklocane sg sygnaly wejsciowy i1 wyjscio-
wy, jest przedstawiony na rysunku 11.16.

Blad e,(s,a) okresla si¢ nastgpujaco:

e, (s,a)=u(s,a) —u(s), (11.41)
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v(t)

UKLAD
MECHANICZNY

MIN J(gy,en)

la ()
Y
4 = D[N(X,a)]

Rys. 11.16. Schemat procesu identyfikacji gdy zaklocany jest sygnat wejsciowy i
wyjsciowy uktadu: v(t) i n(t) - niemierzalne sygnaty zakidécajqce,
z(t) i y(t) - mierzone sygnaly wejsciowy, u(t) i x(t) - rzeczywiste sy-

gnaly ukiadu.

gdzie:

u(s) = z(s) + v(s) . (11.42)
Stad:

e, (s,a) =u(s,a)—z(s) - v(s), (11.43)
gdzie (rys. 11.16):

u(s,a) — z(s) = (s, a), (11.44)
oraz

e, (t)=x(t) —x(t), (11.45)
gdzie:

x(t) = y(t) = n(t). (11.46)
Stad otrzymuje sig¢:

e, (t) =x(t) - y(t) +n(t), (11.47)
gdzie:

x(t)-y(t)=¢,(t). (11.48)

Z zalozenia sygnaly v(t) i n(t) sg stacjonarnymi funkcjami losowymi o warto-
$ci Sredniej réwnej zero 1 ograniczonej wariancji.
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Wartos¢ srednia kwadratowa réwnania (11.47) ma postac:
Ele2]=E[(X—y+n)?]. (11.49)

Stad, po uwzglg¢dnieniu zalozen odnosnie n(t) otrzymuje si¢:
Efel]-E[n’]=(X-y)® =¢], (11.50)

zas po oznaczeniu Eﬁ = E[eﬁ]-—E[nz] :

€, =8, =X-—Y. (11.51)

n n

Rownanie (11.43) nie rézni si¢ od rownania (11.35), zatem zgodnie z (11.39)
dla s=s;:

e, =T, %, =T, 2(i-2). (11.52)

Uwzgledniajac w rownaniu (11.52) zaleznos¢ €, od zbioru parametrow a
oraz biorac to rownanie dla s=s;, a rownanie (11.51) dla t=t; mozna zbudowac
funkcj¢ jakosci o postaci:

Ja,x()] = $82(s;,0) + $82(t)) = ST, [a(s,, )] + SIR(E,) - y(t))I. (11.53)
1=1 )=l 1=1 1=l

Funkcja ta znacznie rozni si¢ od funkcji jakosci dla przypadku bez zaklocen
ze wzgledu na problem optymalizacji sygnahu x(t). Do minimalizacji tej funkcji
jakosci nalezy uzy¢ metody iteracyjnej (pkt. 11.10.3). Problem jest trudny do
rozwigzania, gdyz do zbioru szukanych parametrow a dochodzi zbior szukanych
wartosci sygnahu x(t), j=1, ..., p, gdzie p jest liczba wartosci t; branych pod
uwage.

11.9.4. Identyfikacja wielomasowych, nieliniowych ukladow
mechanicznych

Dotychczas zajmowalismy si¢ jednomasowymi ukladami mechanicznymi. Po-
zwolifo to na jasne przedstawienie idei metody przeksztalcenia modulacyjnego.
Niniejszy podpunkt dotyczy ukladéw wielomasowych. Metoda postepowania
zostanie oméwiona na ukladzie, ktorego sygnaly wejsciowe sg zaklocane niemie-
rzalnymi sygnalami, bgdacymi stacjonarnymi funkcjami losowymi o wartosciach
srednich rownych zero i o ograniczonych wariancjach. Ponadto przyjeto, ze sy-
gnaly te nie sa skorelowane ani z sygnatami zaklécanymi, ani migdzy soba.
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Niech uklad wielomasowy sklada si¢ z mas polaczonych migdzy soba (sprzg-
zonych) za pomoca nieliniowych cztonéw postaci:

¥ =Y(Ix; —x;LIxi —x;]), (11.54)

gdzie: x;=x;(t).

Schemat trojmasowego ukladu omawianego typu przedstawia rysunek 11.17.
W rozwazaniach zalozono, ze masa z indeksem ,,0” ma nieskonczong wartosc 1
jest nieruchoma. Masa ta, zwana podstawa, stanowi uklad odniesienia do po-
miaru przemieszczen x; innych mas.

Rownania opisujace ruch poszczegolnych mas takiego ukladu sa nastgpujace:

a X, +W,(x,,x,)+¥, (-x; - x, L,-x, - x; D+

) . (11:55)
+ W (-[x; =% L -{x; - %) =u, +v,,
anX, +‘I.’20()';.2,x2)+‘{’2[([5(2 -x L%, =% D)+ (11.56)
+Wo (x5 =X, ],-[X; = x,]) =u, +v,,
ayXy + Wi (X3,%x3) + Wy ([x3 - X%, L,[x; —x,]) + (11.57)

+W¥5 ([x; =%, L[%; = x; ) =u; +v,,

gdzie x=x(t), u=u(t), a; - i-ta masa.

Poniewaz masa z indeksem zero jest nieruchoma 1 stanowi uklad odniesienia,
wigc mozna zapisac: X, =0,x, =0,x, =0.

Niech:

Xik = Xj = Xy, (11.58)

oznacza roznicg wyj$¢ z ukladu sygnatow x=x;(t) 1 x,=xi(t). W przypadku, gdy
sygnaly wejsciowe sa sygnalami zdeterminowanymi, réznicg wyjs¢ uzyskuje si¢
odejmujac od siebie zmierzone sygnaly x; i1 x;. Natomiast, gdy sygnaly wejsciowe
sa funkcjami losowymi X; 1 Xy, to dla uzyskania momentu drugiego rzgdu rézni-
cy Xix oprocz momentow statystycznych whasnych X; i Xy potrzebne sg dwa
momenty wzajemne: X; wzgledem X, 1 X, wzgledem X;.

I-te rownanie opisujace uklad mechaniczny mozna zapisa¢ syntetycznie w po-
stact:

N.(a,,x;)=u, +v,, (11.59)
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gdzie a; jest zbiorem parametréw wystepujacych w i-tym réwnaniu, x; jest zbio-
rem roznic wyjs¢ sygnalow w tym réwnaniu, N; jest nieliniowym operatorem
rozniczkowym rownania.

> Lot

1 1 - ta masa
¥
CD @ - sprzg¢zenie
pomiedzy i-ta 1 k-ta
V2 l lu1 T X2

S

B O P PG A A

Rys. 11.17. Schemat uktadu tréjmasowego [18].
Natomiast ukiad réwnan opisujacych uktad mechaniczny ma postac:

N(a,x)=u+v, (11.60)

gdzie: N=col[N;], w=col[u;], v=col[vi], oznaczajaq odpowiednie wektory kolum-
nowe.
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11.10. Wybor funkcji jako$ci modelu matematycznego

Problem funkcji jakosci zostanie tutaj oméwiony w oparciu o schemat proce-
su identyfikacji przedstawiony na rys. 11.6. Zalozono, ze na wejsciu ukladu
dziala sygnal u, ktory powoduje wygenerowanie odpowiedzi x. Sygnal ten poda-
wany jest jednoczesnie na wejscie modelu, na skutek czego model generuje od-
powiedz u . Wiasciwosci ukfadu mozna opisac nieliniowym operatorem roznicz-
kowym N, zaleznym od zbioru parametréw a. Operator ten realizuje nastgpujaca
transformacjg:

i =N(a,x). (11.61)

Poniewaz model matematyczny jest zawsze przyblizonym opisem ukladu, wiec
sygnal u zawsze rozni si¢ od sygnalu u. Warto$¢ tej réznicy moze by¢ wykorzy-
stana do oceny jakosci modelu matematycznego. Jakos¢ t¢ mozna ocenic¢ za po-
moca pewnej normy "ﬁ - u", bedace) miara odleglosci sygnatow u, u w prze-
strzeni R. Rodzaj operacji matematycznych jak i wybor konkretnej postaci normy
|*|| moze byé opisany przy pomocy wyrazenia, zwanego funkcja jakosci J. Po-
stacie funkcji jakosci moga by¢ rézne np.:

J=|a - | (11.62)

Czgsto przyjmuje si¢ po prostu:
J=(G-u)?. (11.63)

Jesli sygnaly sa obserwowane w dyskretnych chwilach, to po oznaczeniu kolej-
nych obserwacji indeksem i (i=1,2,...N) mozna powyzsza zaleznos¢ zapisa¢ w
postaci:

N
J=3(, —u,)?. (11.64)

Wprowadzenie funkcji jakosci ulatwia nie tylko ocen¢ adekwatnosci modelu
matematycznego, ale umozliwia rowniez realizacj¢ procesu poszukiwania modelu
najlepszego ze wzgledu na przyjete kryterium. Optymalizacja moze dotyczyé
zarowno struktury jak i parametrow. W przypadku ukladéw mechanicznych
struktura modelu matematycznego odpowiada postaci rownan ruchu. Postaé te
mozna najczgsciej przyjaé na podstawie informacji apriorycznych i problem po-
szukiwania optymalnego modelu sprowadzi¢ do wyznaczenia optymalnego zbio-
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ru parametroéw a’ tzn., takiego zbioru, ktory minimalizuje odleglos¢ migdzy zbio-
rami U iu. Sprowadza si¢ to do minimalizacji funkcji jakosci J, tzn.

J(a*) = min J(a) . (11.65)

Biorac pod uwagg (11.61) mozna wyrazenie (11.62) zapisa¢ nast¢pujaco:
J = |N(x,a) - v =J(a), (11.66)

tzn. przedstawi¢ funkcj¢ jakosci w postaci zaleznej w sposob jawny od parame-
trow a.

11.11. Metody szukania minimum funkcji jakosci

Metody poszukiwania minimum funkcji jakosci mozna podzieli¢ na analitycz-
ne 1 iteracyjne [65]. Jednakze w przypadku ukladow silnie nieliniowych nie da si¢
ich rozwiaza¢ analitycznie. Konieczne jest wtedy zastosowanie iteracyjnych me-
tod numerycznych. W niniejszym punkcie przedstawione zostana dwie metody
minimalizacji funkcji jakosci, wywodzace si¢ z metod analitycznych oraz jedna
metoda wywodzaca si¢ z metod iteracyjnych.. Wykorzystane zostang oznaczenia
ze schematu procesu identyfikacji z rysunkow 11.101 11.11, wykorzystujagcymi
Jjuz przeksztalcenie modulacyjne D.

Na podstawie wiedzy apriorycznej wiemy w jakim obszarze mogga znajdowac
si¢ szukane wartosci parametrow. Przykladowo wiemy, ze parametr reprezentu-
jacy mas¢ nie moze by¢ ujemny, ze nie moze on przekracza¢ wartosci jaka ma
masa calego identyfikowanego urzadzenia itp. Zatem istnieja pewne ogranicze-
nia, ktore okreslaja obszar wartosci, jakie te szukane parametry mogg przyjmo-
wac. Wartosci parametrow, znalezione poprzez minimalizacje funkcji jakosci,
muszg znajdowac si¢ w tym obszarze. W przeciwnym przypadku, nalezy przy-
puszcza¢, ze zostal popetniony jakis blad np. blad w obliczeniowej procedurze
minimalizacji, blad w wyborze modelu badanego ukladu, badz zaistnialy zbyt
duze bledy pomiarowe. W celu uzyskania poprawnych wynikow nalezy przyczy-
n¢ tych blgdow zlokalizowac 1 usunac.

Ze wgledu na nieliniowosci funkcja jakosci moze, w dopuszczalnym, powyz-
szym obszarze, posiada¢ wiele minimow, tzn. moze, oprocz interesujacego nas
minimum globalnego, posiada¢ minima lokalne. Znajdujac wtedy jakis zbior
wartosci minimalizujacy funkcje jakosci nie wiemy, bez dodatkowych informacji,
czy zbior ten odpowiada minimum globalnemu, czy minimum lokalnemu? Gdyby
znalez¢ reszt¢ ewentualnych minimow i wszystkie je porownac, uzyskaloby sig
odpowiedz na tak postawione pytanie. Jest to jednak praktycznie bardzo trudne, a
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czasami wrgez niemozliwe do zrealizowania. Dlatego, przede wszystkim na pod-
stawie wiedzy apriorycznej o badanym ukladzie, nalezy tak dobra¢ wartosci po-
czatkowe procedury optymalizacji, by byl on mozliwie bliski zbiorowi wartosci
optymalnych. Poza tym mozna poréwnac niektore ze znalezionych wartosci pa-
rametrow z wartosciami wyznaczonymi z bezposrednich pomiaréw (np. bezpo-
sredniego pomiaru masy czy sztywnosci).

W przypadku, gdy funkcja jakosci ma oprécz minimum globalnego minima
lokalne, moze si¢ zdarzy¢, ze przy nieodpowiednim doborze wartosci poczatko-
wych procedury optymalizacji, procedura ta bgdzie ,,zmierzac” poza obszar do-
puszczalny parametrow, w kierunku znajdujacego si¢ tam minimum lokalnego.
Nalezy wtedy zmieni¢ wartosci poczatkowe procedury. Mozna tez zastosowac
tzw. procedury optymalizacji z ograniczeniami. Procedury te zapewniaja to, ze
znaleziony zbior wartosci minimalizujacych funkcje jakosci znajduje si¢ we-
wnatrz dopuszczalnego obszaru.

11.11.1. Metoda analityczna I

W metodzie tej zaklada si¢, ze minimalna wartos¢ funkcji jakosci wy-
nosi zero:

min, J(a) = min, J[e(s,a)]=0. (11.67)
Warunkiem koniecznym na istnienie takiego minimum jest:

e(s,a)=u(s,a)—u(s)=0, czyli u(s,a)=u(s). (11.68)
Stad, po wykorzystaniu zwiazku: u(s,a) = D[N(x,a)], otrzymuje si¢ rownanie:

D[N(x,a)] = u(s). (11.69)

Biorac rownania (11.69) dla réznych n wartosci argumentu s, mozna zbudowac
nast¢pujacy ukiad rownan:

(D, [N(x,a)] =u(s,),

! =a=a’, (11.70)

(D, [N(x,a)] =u(s,),
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ktorego rozwigzaniem begda szukane wartosci parametrow a=a*. W uladzie row-
nan (11.70) symbolem D; oznaczono operator D, odpowiadajacy konkretne)
wartosci argumentu s=s;.

11.11.2. Metoda analityczna II

Poniewaz funkcje jakosci omawianego typu sa dwukrotnie rézniczkowalne
(11.62), wigc minimum funkcji jakosci mozna znalez¢ wychodzac z nastgpuja-
cych warunkow:

O b=l 0, (11.71)
Oa,

75

af(“) .>0, k=1,..n. (11.72)
O0°a, I*=*

Przy zalozeniu, ze funkcja jakosci ma posta¢ wedlug wzoru (11.64):
J(2) = X [ii(s;,2) - u(s, )], (11.73)
i=1 ,

a rownanie (11.71) przybierze postaé:

A _ 5 0i(s,.a)
Oa, i<l Oa,

[G(s;,a)-u(s,)] =0,k =1..n, (11.74)

’ . . P R -
ktorego rozwigzaniem sa szukane n wartosci parametrow a=a .

11.11.3. Metoda iteracyjna

Wartosci parametrow a szuka si¢ za pomoca procedury iteracyjnej, ktorg
mozna przedstawi¢ wzorem:

a(i*D = [‘[(a(i),a(i"l),...,a(i*k)), (11.75)

gdzie I oznacza operacjg, ktora nalezy wykonaé na (k+1) kolejno wyznaczonych
wartosciach a. Operacja ta zawiera w sobie obliczenie warto$ci funkcji jakosci,

przy czym: lima® =a".

1—»00
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Schemat programu realizujacego minimalizacj¢ funkcji jakosci dla przypad-
ku, gdy zakloceniom v podlega sygnat wejsciowy ukiadu mechanicznego, lub gdy
zaklocenia nie wystepuja (v=0) przedstawiono na rysunku 11.18.

Wyniki pomiarow m wartosci
sygnalow x 1z argumentu s
Obliczenie wartosci Realizacja
Di[X]iD[z] <«——— przeksztalcenia D
Obliczanie wartosci Obliczanie wartosci
funkcji Jj — D;[¥(* ,x)] | ———
l T _szukane
Procedura Nie ma parametry a
minimalizacji -] minimu B
MIN J; Jest minimum

Rys. 11.18. Schemat programu realizujqcego minimalizacje funkcji jakosci.

Danymi do realizacji takiego programu sg wyniki pomiaréw sygnalow ukladu
oraz ustalone na ich podstawie wartosci argumentu s (tj. argumentu przeksztal-
conych funkcji). Liczba tych wartosci m jest wigksza lub réwna liczbie niezna-
nych parametrow n czyli i=1,2, ..., m>n. Gléwna petla obliczen (linie pogrubio-
ne) realizuje si¢ poprzez: obliczenia w kazdym j-tym kroku wartosci funkcji ja-
kos¢i J;, wprowadzenie jej do procedury minimalizacji funkcji jakoséi MIN J; i
sprawdzenie czy osiagni¢to minimum. Jesli tak to nastepuje przerwanie obliczen.
Jesh nie, to nastepuje obliczenie nowej wartosci funkcji jakosci, itd. Do obliczen
wartosci funkcji jakosci postuzono si¢ modelem matematycznym ukladu mecha-
nicznego o postaci: a,;x + ¥(x,x)=z+v.
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11.12. Typy nieliniowych réwnan rézniczkowych opisujacych uklad
mechaniczny

W niniejszym punkcie zostang przedstawione typy nieliniowych rownan roz-
niczkowych opisujacych uklad mechaniczny, jakie moga by¢ brane pod uwage
przy stosowaniu metody przeksztalcania modulacyjnego. W podpunkcie 11.11.1
przedstawiono sposob zastgpowania zaleznosci nieliniowej opisujacej uklad rze-
czywisty za pomoca wielomianu. W podpunkcie 11.11.2 podane zostang typy
rownan rozniczkowych do opisu ukladu w przypadku zdeterminowanym, a w
podpunkcie 11.11.3 w przypadku losowym. Wreszcie w punkcie 11.4.4 zostana
wyprowadzone, z zaprezentowanych typéw réwnan, rownania o postaci dogodnej
do stosowania.

11.12.1. Zastgpowanie zaleznosci nieliniowej wielomianem

W wielu przypadkach nieliniowa zalezno$¢ cztonu uktadu od pewnej wielko-
sci x mozna przedstawi¢ jako funkcje W(x), bedaca odcinkami wielomianem
(rys. 11.19):

[ W, (x)dlax, <x<Xx,,
W,(x)dlax, <x<x,,

Wi(x) =/ . (11.76)

LWp(x)dla Xy SXEX,,

gdzie:
W, (x) =W, (x,a), - wielomian ze wzgledu na wielkos¢ x z parametrami
o stalych wartosciach, nalezacymi do zbioru
a=le,.8;.8. ) k=L.;p;

xx=xXy(a), - stala, bedaca funkcjq stalych parametrow wielomianow W i
wk‘ﬂs

przy czym k=1, ..., p-1, Wi(x)=Wini(x), X, = —0, x, = +00.

Zaleznos¢ (11.76) jest wykorzystywana do opisu nieliniowosci typu , luz” i
tarcie suche”.
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AN
W(x)
— W p(x)

W (x)

Rys. 11.19. Funkcja bedqca odcinkami wielomianem.

11.12.2. Opis ukladu dynamicznego w przypadku zdeterminowanym

W celu ulatwienia zapisu wprowadza si¢ pewne oznaczenia. Wielomian
(11.76), postugujac si¢ funkcja jednostkowg 1(x), mozna zapisac nastgpujaco:

P P
W(x) = Elwk l(x—xk_,)—kz_‘,]\?\fk I(x-x,), (11.77)
gdzie:
0, dla x<0,
1(x) = %, dla x=0, (11.78)
I, dla x>0.

Wprowadzajac oznaczenie:
h, (x)=1(x-x;_,)-1(x-x,;), (11.79)

zapis funkcji W(x) mozna uproscic jeszcze bardziej:
P
W(x) = E‘Wk (x)h, (x). (11.80)

Chcac podkreslic, ze wielomian W(x) zalezy od parametréw ze zbioru
a=|[a,,...,a,] nalezy zapisa¢: W(x)=W(x,a).
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Poniewaz x=x(t) jest funkcja czasu, wigc i h(x) jest jego funkcja. Zobrazowa-
no to na rysunku 11.20. Przedzialowi [xy., X¢] na osi x=x(t) odpowiadaja prze-
dzialy [t - tL] na osi t. Przedzialy te s3 wyznaczone przez przecigcie si¢ prze-
biegu x(t) z liniami odpowiadajacymi X=Xy 1 X=Xy.

h(x) A h(x)
Z7A =
Ty
T
h(t)
T-i,,
2 D

t

Y

Rys. 11.20. Zaleznos¢ miedzy funkcjami h(t) i h(x).
Funkcj¢ h(t) mozna zapisac¢ jako:

h, ()=1t-1,_,)-1(t—1,)=1[x(t) - X1 -Ux(t)-x,]=h, [x(t)], (11.81)
gdzie:
T, = ti[x(t) = x,_,,x(t) 2 0] U[x(t) = X, ,X(t) <0],

; (11.82)
T, = t[x(t) = x, ,x(t) < 0] U[x(t) = x,_,,x(t) = 0].
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Mozna wigc mowi¢ o rownosciach funckji hy(t) 1 hy[x(t)], gdyz w tych samych
chwilach t przyjmuja one te same wartosci. Zatem zaleznos¢ (11.80) mozna za-
pisac dla x=x(t) nastgpujaco:

W(x,a) = élwk(x,a)hk(t,a), (11.83)

gdzie hy(t,a) jest zdefiniowane wzorem (11.81).
W przypadku, gdy funkcja W(x) bedzie skladala si¢ z samych wielomianow
stopnia pierwszego bgdziemy ja oznaczali L(x):

L(x,a) = éLk(x,a)hk(t,a), (11.84)

gdzie L, (x,a) jest jednomianem ze wzglgdu na x o stalych parametrach naleza-

cych do zbioru a.
W przypadku zdeterminowanym uklad dynamiczny bedzie opisywany nastg-
pujacymi rownaniami:

a,x +'¥(x,x)=u, (11.85)
gdzie:

Y(x,x)=S L, (x.2)W, (x.a), (11.86)

1=l
oraz:

u=u(t) - sygnal wejsciowy,

x=x(t) - sygnal wyjsciowy,

L.(x,a) - funkcja skladajaca si¢ z odcinkow jednomiandow wzgledem x
o parametrach nalezacych do zbioru a=[a,,...,a ], gdzie n
Jest liczba nieznanych parametrow w réwnaniu,

W, (x,a) - funkcja skiadajaca si¢ z odcinkow wielomianow wzgledem x
o parametrach nalezacych do zbioru a.

Przyj¢ta posta¢ rownania wynika z kompromisu migdzy proba objecia mozli-
wie szerokiej klasy silnie nieliniowych ukladéw mechanicznych i zapewnieniem
mozliwie jak najlepszego wykorzystania podstawowej zalety przeksztalcenia
modulacyjnego tj. doprowadzenia przeksztalconych rownan do postaci, w ktorej
nie wystgpuja pochodne sygnalu wejsciowego uktadu.
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11.12.3. Opis ukladu dynamicznego dla przypadku losowego

11.12.3.1. Przeksztalcanie losowego réwnania rézniczkowego
w rozniczkowe réwnanie zdeterminowane

W tym podpunkcie podana zostanie na przykladowym losowym réwnaniu
rozniczkowym metoda przeksztalcania takiego rownania w rézniczkowe réwna-
nie zdeterminowane. Nastgpnie zostanie przeprowadzone przeksztalcenie modu-
lacyjne.

Niech losowe réwnanie rézniczkowe, opisujace uklad ma postac:

a, X(t) +a,X(t) + Y[X(t),a] = U(t), (11.87)

gdzie:
aj,a; - parametry o wartosciach statych,
W[X(t),a] - nieliniowa funkcja argumentu X(t) i parametrow ze zbioru
a=[a;,...a,l;

X(), U(t) - funkcje losowe.
Kazdy czion powyzszego rownania, dla ustalonej chwili t=t, jest zmienng loso-
wa, zatem rownanie to mozna poddac operacji wyznaczania wartosci Sredniej.
Niech symbol E oznacza operacj¢ wyznaczania wartosci sredniej. Dzialajac na
obie strony rownania (11.87) operatorem E otrzymuje si¢:

E{a,X(t)+a,X(t) + ¥[X(t),a]}= E[U(1)],

e . (11.88)

a,E[X(t)]+a,E[X(t)]+ E[X(t),a]= E[U®)].
Przyjmujac nastgpujace oznaczenie wartosci sredniej funkcji losowej X(t):

E[X(t)]=m,(t)=m,, (11.89)
otrzymuje sig:

amy +a,m;, +m, =m,, (11.90)
a po wykorzystaniu wlasnosci pochodne;j funkcji losowej: m;, =m

am, +a,m, +m,=m,, (11.91)

gdzie:
myim, - wartos¢ srednia funkcji losowej X(t) 1 U(t),
m, - warsto$¢ srednia funkcji losowej ‘P[X(t),a].
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Poniewaz wartosci srednie nie sa juz zmiennymi losowymi, lecz zmiennymi ma-
jacymi charakter deterministyczny, zatem powyzsze rownanie nie jest juz losowe,
lecz zdeterminowane. Wystgpujaca w nim wartos¢ srednia my, jest nieliniowa ze
wzgledu na parametry a.

Dokonujac na rownaniu (11.91) przeksztalcenia modulacyjnego (pkt. 11.7),
otrzymuje sig¢:

Dlajm, +a,m  +a;m ]=D[m,], (11.92)
a nastgpnie:
am,(s) +a,m,(s)+a;m,(s)=m,(s), (11.93)

gdzie:
m, (s) = D[, ()] = (m, (1).§(t,s)),
m, (s) = D[, (t)] = (m , (1),9(t,s)), (11.94)
m,,(s) =D[m ,(t,a)] = (m v (t,2),9(t, s)).

Dla ustalonego argumentu s=sy rownanie (11.93) jest zwyklym roéwnaniem prze-
stgpnym:

aym, (s,)+a,m, (s, ) +asm,(s;,a)=m,(s,), (11.95)
gdzie:
m, (s, ),m,(s,),m, (s, )- liczby (wartosci funkcji m_(s),m, (s),m (s) w
punkcie s=sy),
m,, (s, ,Q) - nicliniowa funkcja parametrow ze zbioru a.
Do obliczenia nieliniowej funkcji m (s, ,a) parametrow a=[as,..,a,], wykorzy-
stuje si¢ wspotczynnik C,, stosowany do obliczenia wartosci $redniej m, (t,a) .
Poniewaz: '
m,(t,a)=C,[m (t),0,(t),a], (11.96)
WIGC:
m, (s,a) =D[m, (t,a)]=D[C,]. ' (11.97)

W pracy [18] podane s3 wzory na wyznaczanie wspotczynnikow C, za pomoca
funkcji Gaussa ®@(u) i jej pochodnych.
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11.12.3.2. Wyznaczanie momentéw statystycznych drugiego rzedu

Operacje wyznaczania momentow drugiego rzedu beda uszeregowane ze
wgledu na rodzaj momentu powstajacego po prawej stronie przeksztalconego
réwnania losowego. Kolejno pod uwage beda brane operacje, ktore po prawej
stronie przeksztalcanego réwnania losowego, daja:

Ka(ti,t2) - funkcjg korelacji wzajemnej,

Wi(ti,t;) - wariancj¢ wzajemna,

Ku(ti,tz) - funkcje korelacji wlasnej,
Wu(ti,t) - warnancj¢ wlasng.

By zbudowa¢ réwnanie z funkcja korelacji wlasnej z prawej jego strony, nalezy
odjac od rownania (11.87) rownanie (11.91). W otrzymanej réznicy dwu rownan
nalezy ustali¢ chwilg t=t,. Nast¢gpnie mnozy si¢ lewostronnie obie strony tej roz-
nicy przez wyrazenie X(t;)-my(t,) i tak otrzymane rownanie poddaje si¢ operacji
wyznaczania wartosci Sredniej. Otrzyma si¢ wtedy:

E{ﬂl[xl_mxll{xz_‘ﬁxz]}"'E 2[Xl_mxl][x2_mx2]}+ (11.98)
+EfX, -m, ¥X,.a)-m, J=EX, -m U, -m B

Wykorzystujac definicj¢ funkcji korelacji wlasnej funkcji losowych F(t) i G(t):
Keo =Kgg (t,t,)=E{JF, (1) —m ()]G, (t) —-m,, ()]}, (11.99)
rownanie (11.98) mozna zapisaé¢ w postaci:

a Ky +a,Ky +K,, =K, . (11.100)

Korzystajac z whasciwosci pochodnej funkcji losowej otrzymuje sig:

de,m(tl,tz)+a dK _ (t,,t,)

+K,,(t,,t,) =K  (t,,t,),(11.101
at? ) t, wy(t5t) (t,,t;),( )

a ustalajac t; mozna powyzsze rownanie zapisac:
a K, +a,K, +K,, =K,,,t, =const., (11.102)

gdzie:

g K (L)
dt?

XX

=K 4 (t,,t,). (11.103)
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Dla uzyskania rownania z wariancja wzajemna, nalezy rownanie (11.103) zapi-
sa¢ dla t,=t,=t. Wprowadzajac nast¢pujace oznaczenia:

K, () =W (t,t)=W,_,

(11.104)
K (t,t)=W_(t,t)=W_,
otrzymuje sig:
a, W +a,W, +W,, =W, (11.105)

Do wyznaczenia funkcji korelacji wzajemnej funkcji losowych X(t) 1 W[X(t)], w
zaleznosci od funkcji korelacji wlasnej K(t),t;) wykorzystuje si¢ wzor:

cI (mxl 3 le)

K, (t.t)=- K, (t,.t,). (11.106)
x2
Dla t,=t,=t otrzymuje sig¢:
¢,(m,,o,)
K. =~—'0_—lt=l2 K. (11.107)

X

Postepujac analogicznie otrzyma si¢ nastgpujacy wzoOr na wariancj¢ wzajemna;

W, ==S0e0), o (11.108)

xy o) It=t; ped

X

Dokonujac przeksztalcenia modulacyjnego na rownaniu (11.102) otrzymuje si¢:

a,K , (s) +2,K , (5) +K,, (s) =K, (5), (11.109)
gdzie:
K )=DIR Livsne b Ka@B)=DIKy loa b
Kx\u (S) = D[K xy It.=const ]s Kxu (S) = D[K Xu Iil=const ]

Analogiczne rownanie otrzymuje si¢ przeksztatcajac rownanie (11.105).

W celu zbudowania rownania z funkcja korelacji wlasnej po prawej jego stro-
nie, nalezy od réwnania (11.87) odja¢ rownanie (11.93) 1 w otrzymanej roznicy
rownan ustali¢ chwilg t=t,. Analogicznie postgpuje si¢ dla chwili t=t,, a nastgpnie
obie roznice rownan mnozy si¢ przez siebie i otrzymane réwnania podaje si¢
operacji wyznaczania wartosci sredniej.
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Otrzyma si¢ wtedy:
2 2
a Ky +a,a Ky +a,a,Ky; +asKy +a, K + (11.110)
+31Kqﬁa +a2Kw +a2KW +KW =K,,-
Korzystajac z zaleznosci K,;, = —=- | otrzymuje sig¢:
2
, 0°K ’’K,, K, ,0K,
a] —- +aa - +aa, —5-+a; -
atlatll alat2 atlat2 atla?- (Il lll)
’K,, 0K, K, K, '
+a, — +a, —+a, +a, +KW=Kuu
ot, ot o, o,

Powyzsze rownanie jest rownaniem rézniczkowym czastkowym ze wzgle-
du na t 1 t;.
W przypadku gdy t,=t;=t z rownania (11.111) otrzymuje si¢ rownanie na wa-
riancje W, (t,t). Poddajac rownanie (11.111) przeksztalceniu modulacyjnemu
otrzymuje sig:

aZ 64Kxx(51*52)+ 63Kx}((sl'352) 4 aBKxx(Sl)SZ)+
' 0s)0s; a5} 0s, 35,05
3 621(“(5],52) "~ a2l(w(s],sz) i azl(w(s,,sz) "
3s, 05, os? o5
awa(Sl=S2)+a 6Ku,x(s,,sz)
s, tas,

2d, a2

(11.112)

+a,

+ KWW(SI’82)= Kuu (SI 582)3

gdzie:

0""K 4 (5,,8,) -D 077K 0ty nm=12
&ras? a:\a;ﬂ 3 ? Y
anK S ,s 6“K t ,t
x;S(:,l 2)=D[ x;t(?l 1)]’ i,n=12, (11.113)

K,y (5,,5,) =D[K,, (t,.1,)}
K. (s1,8,)= D[Km(t] N )]
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Gdy funkcje losowe X(t) 1 U(t) sa stacjonarnymi funkcjami losowymi rowna-
ma (11.91), (11.102) i (11.111) przybiora odpowiednio postac:

m,=m, (11.114)
gdyz m; =m, =0,
a,K, (s)+2,K, (5)+K,,(5) =K, (5), (11.115)

gdzie:

K, ()=DK _ (v] K, 6)=D[K, (]
Ko®=D[K,®] K,=DK,m®]

gdyz dla stacjonarnej funkcji losowe;j:

K, (t,.t,) =K (t, —t,)=K_(0),t, - t, =1,

alK9(s)+a2[-Ko©)|+a K, 0 +a K, () +a,[-K @)+ (1116
+2,K 4, (8) + Ky () =K, ),

gdzie:

K@ (s)=DK® ()] K, (=D[K , (1]

K, (s)=D[K . (1)) (11.117)

Ky (9 =D[K,, (0]K,, 6)=D[K,, (1)}

oraz gdyz: K (t,,t,)=K_(t, -t,)=K_(3),t, —t, = 7, wi¢c:

Ky dK (1) K, dK,(1) &K, &K, (11.118)
o, dt =~ &, dt = a’a, 0,

11.12.3.3. Typ nieliniowo$ci réwnania

Przy wyborze postaci rownania nalezy dazy¢ do tego, aby model ten opisywat
mozliwie szeroka klasg silnie nieliniowych ukladow mechanicznych i mozliwo-
sciami przeksztalcenia modulacyjnego.

Przedstawiona metoda przeksztalcania modulacyjnego moze by¢ stosowana
do silnie nieliniowych ukladéw dynamicznych dajacych si¢ opisa¢ nastgpujacym
losowym réwnaniem rézniczkowym:
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a, X(t) + W[X (1), X(t)] = U(t), (11.119)
gdzie:
PIX (), X ()] = TR XOIG, (X, (11.120)

oraz.

X(t) - normalna funkcja losowa uzyskana na wyjsciu z ukladu (w ogolnym
przypadku niestacjonarna),

U(t) - normalna funkcja losowa podana na wejsciu ukladu (w ogoélnym
przypadku niestacjonarna),

X(t),X(t) - pochodne funkcji losowej X(t),

F.[X(1)],G,[X(t)] - funkcje argumentéw odpowiednio X(t) i X(t) bedace
w 0golnym przypadku odcinkami wielomianowymi,

a,- stala.

Funkcje F; 1 G; sa zalezne od parametrow a nalezacych do zbioru a=[a,,...,a,], n
jest liczba parametrow w rownaniu (11.119).

11.13. Zalety i wady metody przeksztalcenia modulacyjnego

Przedstawiony w punkcie 11.9 algorytm identyfikacji silnie nieliniowego
ukfadu mechanicznego ma nastgpujace zalety:

1. Pozwala identyfikowa¢ uklady w ktorych wystepuja silnie nieliniowe cziony
typu "luz" i "suche tarcie" i w zwigzku z tym model ukladu jest nieliniowy ze
wzgledu na parametry.

2. Pozwala wykorzysta¢ rézne algorytmy minimalizacji funkcji jakosci
(pkt. 11.11). Rozszerza to mozliwosci takiego wyboru postgpowania, ktore
dla danej klasy ukladéw daje najlepsze wyniki.

3. Zastosowanie modelu odwrotnego ma t¢ zalet¢ w stosunku do powszechnie
znanych analogicznych metod, stosujacych model prosty, ze nie wymaga roz-
wigzywania nieliniowego rownania rézniczkowego w kazdym kroku procedu-
ry minimalizacji funkcji jakosci (pkt. 11.9.1).

4. Sygnal wejsciowy moze by¢ stacjonarny lub niestacjonarny. Wiekszos¢ zna-
nych metod identyfikacji, w przypadku, gdy sygnal wejsciowy jest losowy,
wymaga stacjonarnosci tego sygnahu.

5. Mozliwe jest przeksztatcanie nieliniowego rozniczkowego rownania losowego
do postaci zdeterminowanej bez uprzedniej linearyzacji (pkt. 11.9.2), przy
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wykorzystaniu wszystkich mozliwych momentow pierwszego 1 drugiego rzedu
(pkt. 11.3). W innych metodach, w przypadku ukladéw nieliniowych, to prze-
ksztalcenie jest poprzedzone linearyzacja. Ponadto w wigkszosci metod sto-
suje si¢ tylko momenty drugiego rzedu.

6. Gdy zaklocany jest sygnal wejsciowy ukladu, to nalezy stosowa¢ model od-
wrotny (pkt. 11.9.3.2), a jesh zaklocany jest sygnal wyjsciowy ukladu, to na-
lezy stosowa¢ model prosty (pkt. 11.9.3.1). W przeciwnym przypadku po-
wstanie koniecznos$¢ identyfikacji zarébwno parametrow jak i jednego z tych
sygnalow. Sytuacja taka ma tez miejsce, gdy zaklécany jest zarowno sygnal
wejsciowy jak 1 wyjscowy uktadu (pkt. 11.9.3.3).

7. Zastosowane przeksztalcenie funkcji zarowno zdeterminowanej jak 1 losowe]
(pkt. 11.8) rozszerza mozliwos¢ wykorzystania metody funkcji modulujace)
na przypadki, gdy stosowany model jest losowy, wielomasowy i nieliniowo
zalezny od parametrow.

Przedstawiony algorytm identyfikacji nie jest pozbawiony pewnych wad i mo-
ze nastrgczac klopoty przy praktycznej jego realizacji. Wynika to z faktu, ze:

1. Pojgcie funkcji modulujacej nie jest szeroko rozpowszechnione w literaturze,

2. W celu dobrania odpowiedniej funkcji modulujacej, a szczegolnie wartosci
argumentu s, potrzebne jest juz pewne doswiadczenie,

3. W przypadku wystgpowania niestacjonarnych sygnaléw losowych pojawiaja
si¢ duze problemy pomiarowe.



PRZYKLAD PELNEJ ANALIZY
WYNIKOW DOSWIADCZENIA

Dla zilustrowania zastosowania metod statystycznych do rozwigzywania
konkretnych problemow doswiadczen podany zostanie przyklad z badan nad
procesem nagniatania tocznego z przeplywem pradu elektrycznego. Proces ten
zwany jest rOwniez nagniataniem z elektrokontaktowym nagrzewaniem lub
obrobka elektromechaniczng [19, 24].

Rys. 12.1. Widok ogolny stanowiska do tocznego nagniatania z prqdem watkow:
1 - tokarka, 2 - przyrzqd nagniatajqcy, 3 - zasilacz hydrauliczny, 4 - zasi-
lacz cieczy chlodzqco-smarujqcej, 5 - amperomierz, 6 - transformator
spawalniczy [19].

Obrobka nagniataniem z elektrokontaktowym nagrzewaniem jest jedng z
metod powierzchniowej obrobki wykanczajacej metali 1 ich stopoéw oraz
spickow. Polega ona na wykorzystaniu miejscowego odksztalcenia 1 przeplywu
ciepla, ktore zachodza w warstwie wierzchniej przedmiotu, wskutek ok-
reslonego kinetycznego 1 cieplnego dzialania twardego 1 gladkiego elementu
nagniatajacego w ksztalcie kulki, krazka, rolki lub kola zg¢batego, na
nierownosci powierzchni obrabianej [25]. Widok przykladowego stanowiska do
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nagniatania tocznego z pradem walkow, zbudowanego na bazie tokarki, przed-
stawia rysunek 12.1, a widok ukladu obrabiarka-uchwyt-przedmiot-narzedzie
tego stanowiska - rysunek 12.2.

Rys. 12.2. Widok uktadu obrabiarka-uchwyt-przedmiot-narzedzie (OUPN):
I - komutator, 2 - szczotkotrzymacz, 3 - przedmiot obrabiany,
4 - przewody prqdowe, 5 -element nagniatajgcy, 6 - silomierz,
7 - pulpit strowniczy, 8 - rozdzielacz hydrauliczny [19]

Powierzchniowe nagniatanie toczne z elektrokontaktowym nagrzewaniem
traktuje si¢ jako proces toczenia si¢ z poslizgiem ciala obrotowego o duzej
sztywnosci (ktorym jest narzgdzie), po drugim ciele odksztalcalnym (przed-
miot) (rys. 12.3).

Najistotniejszymi procesami wplywajacymi na ksztaltowanie wyrobu o wy-
maganej jakosci technologicznej jest odksztalcenie materiatu 1 przeplyw ciepla.
Z kolei przebieg tych procesow jest uzalezniony przede wszystkim od:

a) kinematyki procesu i glgbokosci nagniatania,

b) geometrii i stanu przedmiotu oraz rodzaju i stanu jego materiatu,
c) sposobu wymuszenia ruchu obrotowego narzedzia,

d) geometrii, stanu powierzchni, rodzaju i stanu materialu narzg¢dzia,

¢) warunkow kontaktu narzedzia z przedmiotem oraz warunkéw smarowania
1 chlodzenia,
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f) rodzaju pradu elektrycznego (staly lub zmienny) 1 warto$ci jego nat¢zenia.

Nagniatanie z elektrokontaktowym nagrzewaniem prowadzi si¢ przy uzyciu
skupionych, szybkobieznych zrddet ciepla, ktore przemieszczajg si¢ wraz z
narzedziem. Zrodla te, w zaleznosci od miejsca ich wystgpowania, dzieli si¢ na
plaskie i przestrzenne. Zrédla plaskie o wydajnosciach qs, sa wynikiem tarcia
narz¢dzia o przedmiot, natomiast zrodia plaskie o wydajnosci gs; sa wynikiem
przeplywu pradu elektrycznego przez strefe¢ o elektrycznej opornosci kontak-
towej Rs. Zrodla plaskie wystgpuja w obszarze kontaktu Xy narzedzia z przed-
miotem.

-,

Sp, o NARZEDIE ~~.__ [5m
CIECZ Pn
F Va Rn |« >
*p B i &
: ¥ qr o qc
| F 1
) RZ =
)
Zo Zr ax\ 2 \M N1y /% [g' 1% o
Zy ds;
WwW Vp
sp WW, 2

V, qvp %
PRZEDMIOT - Qv % I A

Rys. 12.3. Uktad strumieni cieplnych powstajqcych podczas obrobki, w charak-
terystycznych objetosciach V i obszarach X obiektu: g, wydajnosé
przestrzennych zrédel ciepta (w wyniku odksztalcenia plastycznego
qyp 1 przeplywajqcego prqdu elektrycznego q,, o natezeniu l), qs -
wydajnosc¢ plaskich zrédel ciepla (w wyniku tarcia qg, i przeplywa-

Jacego prqdu elektrycznego qg ), qc i qr natezenie strumieni wymi-
any ciepia odpowiednio przez konwekcje i przez radiacje, p, - posuw
nagniatania, v, - predkos¢ nagniatania, g - glebokos¢ nagniatania,
F; - sity nagniatania, R, i R, - wysoko$¢ chropowatosci powierzchni
przed i po nagniataniu, WW, i WW, - warstwa wierzchnia od-
powiednio po obrobce poprzedzajqcej i po nagniataniu.

Zrédto przestrzenne o wydajnosci qup wystepuje w strefie odksztalcen plas-
tycznych materialu, natomiast zZrédla o wydajnosci qy; wyst¢gpuja w ob-
Jetosciach narzedzia i przedmiotu przez ktore przeptywa prad elektryczny.

W wyniku zlozonego, termodynamicznego oddzialywania, podczas nagnia-
tania nastgpuje zmiana geometrii przedmiotu oraz ksztaltowana jest nowa war-
stwa wierzchnia (WW;) o zmienionych wlasciwosciach stereometrycznych
i fizycznych, w stosunku do warstwy wierzchniej (WW)), uksztaltowanej
w obrobkach poprzedzajacych.
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Rozwazono przypadek elastycznego nagniatania tocznego z pradem w jed-
nym przejsciu narzgdzia. Obrabiana jest czgs¢ typu walek o srednicy d;, wyko-
nany ze stali 55 normalizowanej. Przed nagniataniem, powierzchnia watka jest
toczona 1 posiada zdeterminowany, okresowy profil chropowatosci o trojkatnym
zarysie. Nagniatanie realizowane jest krazkiem toroidalno-stozkowym o nastg-
pujacych wymiarach: srednica D, kat pomocniczy przystawienia o, 1 promien
zaokraglenia zarysu r, (rys. 12.4).

Rys. 12.4. Geometria krqzka nagniatajqcego.

Poszukiwane jest rownanie regresji II rodzaju, opisujace zaleznos¢ sredniego
odchylenia profilu od linii $redniej R, powierzchni po nagniataniu od
parametrow technologicznych nagniatania z pradem: sily nacisku rolki F;, po-
suwu p,, predkosci nagniatania v, 1 nat¢zenia pradu elektrycznego I. Réwnanie
to ma nastepujaca postac jakosciowa:

R, =R, (E.P,:V,.])- (12.1)

Funkcja obiektu badan (12.1) jest nieznana w postaci analitycznej. W celu
okreslenia postaci tej funkcji oraz przedzialu jej ufnosci, przeprowadzone
zostang odpowienie badania analityczne 1 doswiadczalne, realizowane w XV,
nastepujacych etapach:

Etap I. Okreslenie zbiorow czynnikow badanych, stalych, zaklocajacych
1 wynikowych.

Etap II. Ustalenie przedzialu zmiennosci (obszaru badan) czynnikow
badanych.

Etap III. Przyj¢cie klasy modelu matematycznego obiektu badan.

Etap IV. Kodowanie czynnikéw badanych.

Etap V. Realizacja badan wlasciwych. Plan eksperymentu.

Etap VI. Wyniki eksperymentu.

Etap VII. Eliminacja wynikow obarczonych bltgdem grubym.
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Etap VIII. Obliczenie wariancji migdzywierszowe;j.

Etap IX. Sprawdzenie jednorodnosci wariancji w probie.

Etap X. Obliczenie wspolczynnikow w funkcji regresji.

Etap XI. Analiza statystyczna funkcji regresji.

Etap XII. Badanie istotnosci wspolczynnika korelacji wielowymiarowe;j.
Etap XIII. Sprawdzenie adekwatnosci modelu matematycznego.

Etap XIV. Odkodowanie funkcji regresji.

Etap XV. Okreslenie przedziahu ufnosci funkcji regresji.

Poszczegolne etapy beda dalej dokladnie opisane.

12.1. Okreslenie zbioréw czynnikéw badanych, stalych, zaklécajgcych
i wynikowych

W  wyniku przeprowadzonej analizy czynnikowej oraz badan roz-
poznawczych okreslono zbior nastgpujacych czynnikéw majacych istotny
wplyw na czynnik wynikowy R,:

1) zbiér czynnikéw badanych [X(X,,X,,X,,X,]:

e X,=F, [N] - sifa nacisku rolki,

* X,=p,, [mm/2nrad] - posuw wzdhuzny przyrzadu,

* X;=V,, [m/s] - predkos¢ obwodowa watka,

e x,=1, [A] - nat¢zenie pradu elektrycznego,

2) zbior czynnikow statych C(cy, ¢, ..., ¢s):

e ¢, - obrabiarka: tokarka typ TSS-150,
® ¢, - przyrzad nagniatajacy typ PTN-1,

e c;=U=25V - napigcie pradu elektrycznego w obwodzie
wtornym,

o c&=i1=1 - ilo$¢ przej$¢ narzgdzia,

e s - material rolki: stal SW7M, twardosé 62 HRC,

* c=1,=0,3 mm - promien zaokraglenia profilu rolki,

e ¢;=D=60 mm - Srednica rolki,

e c=0,=1°30 - pomocniczy kat przystawienia,

e co=R,=0,05 um - Srednie arytmetyczne odchylenie profilu od
linii $redniej powierzchni roboczej krazka,

* ¢ o=S - emulsja 5% - rodzaj cieczy chlodzaco-smarujacego,

e ¢,,=16 dm’/min - wydatek cieczy chlodzaco-smarujacej,

® () - matrial przedmiotu: stal 55 normalizowana, twardos¢ 240 HB,

e ¢;3=d;=33 mm - Srednica walka do nagniatania,
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e ¢~R;=1,9 um - - Srednie arytmetyczne odchylenie profilu od
linii sredniej powierzchni watka do nagniatania,
® ¢;5-noz tokarski typ hR 110.17 2020.

3) zbidr czynnikéw zaklocajacych H(hy, hy, ..., he):

h, - losowe fluktuacje nastawionych parametrow obrobki,
h; - niedokladno$¢ mocowania probek,

h; - niekontrolowana zmiana wymiaréw probek,

hy - niejednorodnos¢ materiatu probek,

hs - niekontrolowane zuzycie rolki,

* hg - nickontrolowane zuzycie noza tokarskiego.

4) zbioér czynnikéw wynikowych Y (,):
e ¥, =R, [um]- srednie odchylenie profilu od linii $redniej powierzchni

walka po nagniataniu.

12.2. Ustalenie przedzialu zmienno$ci (obszaru badan) czynnikéw badanych

Obszar badan moze by¢ narzucony przez zlecajacego badania lub tez ok-
reslany jest w badaniach rozpoznawczych. W rozpatrywanym przypadku obszar
ten zostal okreslony w badaniach rozpoznawczych i wynosi:

a) X, =F,: 193+2889 [N],

b) x, =p,: 0,05+0,56 [mm/27nrad],
¢) Xy=V,:0,35+1,55 [m/s],

d) x,=1: 300+600 [A].

12.3. Przyjecie klasy modelu matematycznego obiektu badan

Zalezno$¢ sredniego odchylenia profilu od linii $redniej od parametrow
technologicznych procesu nagniatania z pradem opisuje roOwnanie regresji w
postaci wielomianu drugiego stopnia z podwojnymi interakcjami [19]. W za-
pisie macierzowym réwnanie to dla rzeczywistych wartosci zmiennych ma
postac:

(Y} =[X]{b}. (12.2)
W réwnaniu (12.2) oznaczono:

e [X] - wyniki obserwacji zapisane w postaci macierzy zmiennych wej-
sciowych:
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(f,x) fix) £,&) (%)

[X]= f,(x;) fi(x;) f(x;) f3(x;) , (12.3)

£@) £0) 56 H&E)

e {b} - nieznane wspoélczynniki by, b;, by, b3, bs, biz, bz, bia, bz, bas, bas,
by, baa, bis, bas W postaci wektora kolumnowego:

{b}=[b, b, .. b, b,..by b, ..b,[, (12.4)

e {Y} - wyniki obserwacji wyjs¢ modelu, czyli wartosci funkcji regresji
w postaci wektora kolumnowego:

~

Y} =039, 51" (12.5)

<[>
<[>

2---

Zalozono czg¢sciowa znajomos¢ charakterystyki obiektu, polegajaca na znajo-
mosci funkeji f, (X), k=0,1,2,3 w macierzy [X] o postaciach:

f,(x)=1,
f,(x)=Xx,,1=1234,
fz (i) = i12 E] I = 112,3343 (126)

f,(x)=%x;X;, 1,)=123,4 lecz i<}

Przy zalozeniach (12.6) model (12.2), w uproszczonej postaci sumacyjnej,
mozna zapisac jako:

L3S 4

Y=by+XbX; +
i=l

™M

i=1

4
byX? + X b;X;X,, (12.7)
i,j=1

J

lub w postaci rozwinigtej jako:

S _ _ _ N\ - L L
Y =b, +ﬁnlxl +b,X, +b,X, +b4x4\+ll\blzx,x2 +b,,X,X; +b, X, X, +

= = = = == 1. =2 =2 =2 =2
+b,3X,X; + b, X, X, +b34x3x,”-hhbnxl +b,X5 +b53X3 + b, X,

|

(12.8)
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12.4. Kodowanie czynnikéw badanych

Wartosci centralne X,, (i=1,2,3,4) czynnikow badanych, obliczone ze

WZoru.

g, = Xime FXimn G g (12.9)
2
WYynosza:
a) %, :1?’5”22—_%‘-2 - 1541, [N],
b) X, = £00+400 =0,305, [mm/2nrad], (12.10)
C) Xy = 0352;155 =0,95, [m/s],
3 B =t O anp, [A].

Jednostki zmiennosci czynnikow AX,,1=1,2,3,4 obliczano ze wzoru:

AX, = limx “Xio ;1934 (12.11)

Przy zalozeniu, ze badania bgda realizowane zgodnie z planem statycznym
zdeterminowanym pigciopoziomowym rotatabilnym (oznaczonym PS/DS-P:A
[51]), dla ktorego wartos¢ ramienia gwiezdnego dla S=4 wynosi

o= ‘{[2_5 =2,0000, jednostki zmiennosci poszczegolnych czynnikow wynosza:

2889 - 1541

a) &K, = =674, [N],

B) A, =0 =0 o8 [mm/27rad], (12.12)
&) A, =B =0 _pap [m/s),

gy A5 =2 =4 e [A].
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Pozwala to na okreslenie nastgpujacych relacji kodowych zgodnie ze wzorem:

X =t dla i=1,2,3,4, (12.13)
Axi
zatem:

- X -1541

8) X ==
- %,-030

b) X, = 2013 (12.14)
- X,-095

©) X3 =030
. R, =450

d) i4="475 ,

gdzie X; zmienne rzeczywiste, X; zmienne zakodowane.

Oznacza to jednoczesnie przyjecie kodu:

X, =+a. X, (+a) =X, + 0AX,, =1541+2.674=2889,
X, (+0t) = X, +aAX,, =0,30+2.0,13=0,56,
X, (+0) = X5y + 0AX 5, =0,95+240,30=1,55,
X, (+00) = X 4y + AAX ) =450+2+75=600,

X, (+]) =X,, + AX,,=1541+674=2215,

X, (+1) =X,, + AX,,=0,30+0,13=0,43,

X, (+1) =X,, + AX,,=0,95+0,30=1,25,

X, (+1) = X, + AX ,, =450+75=525,
X,(0)=%,,=1541,

X, (0) =X,,=0,30,

X,(0) =X,, =0,95,

X, (0) =X, =450,

X,(=1) =X,, — AX,, =1541-674=867,
X,(-1)=X,, — AX,, =0,30-0,13=0,17,

X, (=1)=X,, — AX,,=0,95-0,30=0,65,
X,(-1) =X, — AX,, =450-75=375,

¢
It
il

R
1]
o

ol
I
|
(=



12. Przykiad peinej analizy wynikow doswiadczenia 289

X; =—o X, (-a) =X,, — 0AX,,=1541-2674=193,
X, (o) =X,, — aAX,, =0,30-2+0,13=0,04,
X, (—0) = X5, — 0AX,,=0,95-240,30=0,35,
X, () =X, — AAX ,, =450-2475=300.

Wartosci rzeczywiste i standaryzowane badanych parametrow technologicz-
nych zestawiono w tabeli 12.1.

Tabela 12.1. Wartosci rzeczywiste i standaryzowane badanych parametrow

Poziom parametru Parametry technologiczne (czynniki Wartosci standaryzowane
badane) czynnikéw badanych
f] :FS iz =§“ X=V,| X,=1 ;U(l iz ig‘ §4
IN] | [mm2nrrad)| (@/s] | [A]

1 2 3 & 5 6 7 8 9
»gwiezdny” géry 2889 0,56 1,55 600 2|2 | 2|+
gory 2215 0,45 1,25 525 +] | #1 | +1 | -H
centralny 1541 0,30 0,95 450 0 0 0 0
dolny 867 0,18 0,65 375 -1 -1]-17] -1
~gwiezdny” dolny 193 0,05 0,35 300 2|21 -2 -2

Po podstawieniu do modelu (12.8) wartosci X, wedhig wzoru: X, =X, +X,AX;,
wyznaczone) ze wzoru (12.13), otrzymuje sig:

Y =by +by (Rjg +X)AK, ) + b,y (Rag + X,AK, ) + by (Rgg + X3AK;) +
by (R o+ XeAX,) + by, (Ryg + X\ AKXy + X,4%, ) +
+by3(Ry + X, A%, ) (Ky + X3AK5) + by 4 (X + X, AKX ) (R + X,AK, ) + (12.15)
+ b3 (X5 + X, AKX, )(X50 + X34%;) + b,y (Xy) + X,AX, ) (X + X,AX, ) +
+ by, (X5 +§3A§3)@m +X,A%,) + by (X5 +§,A§l)2 +

+by,y (Xy0 + izAiz )+ by (X5 + i3‘5’—‘3 )’ + by (X4 + i‘ﬁ“)z_

Natomiast po uporzadkowaniu réwnania (12.15) wzgledem zmiennej X,,
otrzymuje si¢ nastgpujace rOwnanie w postaci zakodowane;:

a) w zapisie macierzowym:

(Y} = [X]{k}, (12.16)
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b) w zapisie rozwini¢tym:

Y =[by +bXg + byX,0 + b330+ bgX g + byyX gX g0 + bysXy X0 +

gdzie:

+ by Ky oK g0 + bysKa0Ka + By KooK 4o + ByyXaX g0 + by (Kyo)” +
+b,,(R0)? + b33(Rap)” + gy (Kyo)'1+ (DA, +by,X 50X, + b330, +
+by X 4o, +2by, X oAX) )X, +(bAX, +by,X 10X, + by 30K, +
+b,,X 28R, +2b,X A%, )X, +(b3AX; +by3X;AK 5 +bX 502X +
+ b3, X goAX 3 +2b33X 308K )X 3 + (AR, +b, X 0AX , +,X 50K +
+ 534X 308K, +2b 4 X oAX )X, +(b1,A%,AX, )X, X, +(b)3 A%, AX; )X, X5 +
+(b,AX A )X, X 4 + (b3 AR, AK 3 )X, X5 + (b AX, A )X, X 4 +
+(b34ﬁ3ﬁ4)§3§4 +[by, (A, )2]@1 )? +[b22(Ax—'2)2](§2)2 4
+b33(A%;)"1(X;) +[bey (8%,)*1(x,)* =

=k, +k,X, +k,X, +k X5 +k X, +Kk, X, X, +K 5%, X, +

+K Xy X g +KppXoX3 +KpgXX g +KaXoX, +kyp (%) +

S n iy (12.17)
+k5n(X,)" +ka3(X;5)" +kyy(X4)7,

4 4 4
_ = =3 ——
1=1 i=1 1=1
i<j
=by + b, X + byX50 + b3Xsg +byX g +b1X0Xg0 + b13X X350 +

o — i A o 3 —_
+ b, X 0X 40 + 23X 50X30 + DX 09X 40 + D3gX30X 40 + b3 (Xp0) " +

+ bzzﬁzo)z L2 b33(§30)2 + b“(i40)2,

ky, =b,AX, +b,,X,)AX,; +b;3X3)AX; +b,X 40AX; +2by,X,0AX,,

k, =byAX, +b 5% AKX, +b3X 308X, +byyX 508X, +2b,X 504X,

k3 =b3AX; +b3XgAX 3 +b 23X 50X +b34X 49AX; +2b33X 304X,

kg =byAX, +b4X 08Ky +bgX 308X 4 +b3,X 308X +2b 44X 498X,

ki, =b,AX,4%,, (12.18)
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k,; =b,3Ax, Ax,,
k,, = b, AX,AX,,
k,; = by AX,AX,,
k,, = b, AX,AX,,
k34 =b34§3&4a
ky, =b11(‘ﬁ1)2-
ky, =by(4X,)?,
ky; = b33(A§3)2,

Ky = by (AX, )%

12.5. Realizacja badan wlasciwych — plan eksperymentu

Realizacja programu kompozycyjnego pigciopoziomowego PS/DS-P:A wy-
maga wykonania pomiaréw dla:
e szesnastu ukladéw (n=2°=2°=16) w gémym i dolnym poziomie pro-
gramu,
e osmiu ukladow w ,,punktach gwiezdnych” (n,=2S=2+4=8),
e siedmiu pomiaréw paralelnych dla ukladu w ,centrum” programu
(n,=7) (por. 10.5.3.2).

Lacznie wymagane jest przeprowadzenie N=3Ir pomiarow zgodnie ze
wzorem:

N=nr=(n+ne+no)r=(16+8+7)r=31r, (12.19)

gdzie r jest liczba powtdrzen pomiaréw dla kazdego ukladu. W niniejszym
przykladzie badania powtarzano 5 razy 1 obliczano srednig arytmetyczna
wynikéw. Schemat realizacji programu PS/DS-P:A dla czterech zmiennych
przedstawia tablica 12.2.
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Tablica 12.2. Schemat realizacji programu PS/DS-P:A.

Liczba Numer Czynniki badane

pomia- | Lp |do$wiad- Zakodowane Rzeczywiste

row czenia [ 31X, | X, | X | %) =F, | Ko =By | %o =V, ] %o =1
] 01 -1 {-1]-1]-I 867 0,18 0,65 375
2 02 +1]-1]-1]-1]| 2215 0,18 0,65 375
3 03 +1|+1|-1]-1] 2215 0,45 0,65 375
4 04 +1 |+l | +1]-1] 2215 0,45 1,25 375
5 05 +1|-1]+1]|-1] 2215 0,18 1,25 375
6 06 -1 | +1]-1]+1 867 0,45 0,65 525
7 07 -1 -1 [+1]-1 867 0,18 1,25 375

n=16 [ 8 08 -1 | +1 | +1] -1 867 0,45 1,25 375
9 09 -1]-1]-1]+1 867 0,18 0,65 525
10 10 1|+l ] -1]-1 867 0,45 0,65 375
11 11 +1|-1]-1]|+1] 2215 0,18 0,65 525
12 12 +1| -1 |+1|+1| 2215 0,18 1,25 525
13 13 -1 -1 [ +1 | +] 867 0,18 1,25 525
14 14 +1|+1 ] -1 |+1] 2215 0,45 0,65 525
15 15 -1 [ +1 | +1|+] 867 0,45 1,25 325
16 16 +1[+1 [ +]1 | +]1 | 2215 0,45 1,25 525
17 17 +2]1 0| 0] 0| 2889 0,30 0,95 450
18 18 2101010 193 0,30 0,95 450
19 19 0[(+2] 0| O 1541 0,56 0,95 450
20 20 01-210(0 1541 0,05 0,95 450

Ne= 21 21 0[O0 |+2| 0 1541 0,30 1,55 450
22 22 010|-2(0 1541 0,30 0,35 450
23 23 0[O0 ] 0 [+2] 1541 0,30 0,95 600
24 24 0100 []-2| 1541 0,30 0,95 300
25 25 0[{0]0]O 1541 0,30 0,95 450
26 26 01]0]01]0 1541 0,30 0,95 450
27 27 0]0[O0[O 1541 0,30 0,95 450

n,= 28 28 0(0[O0]O 1541 0,30 0,95 450
29 29 010|010 1541 0,30 0,95 450
30 30 00|00 O 1541 0,30 0,95 450
31 31 0] 0[O0 O 1541 0,30 0,95 450
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12.6. Wyniki eksperymentu

Wyniki eksperymentu, wykonanego zgodnie z programem PS/DS-P:A,

zestawiono w tablicy 12.3.

Tablica 12.3. Wyniki badan sredniego arytmetycznego odchylenia profilu
od linii $redniej powierzchni nagniatanej z elektrokontak-

towym nagrzewaniem.

Czynnik wynikowy
Lp Yi y2 y3 Ya s y
1 2 3 4 2 6 7
1 0,520 0,500 0,540 0,510 0,530 0,520
2 0,080 0,050 0,070 0,090 0,100 0,078
3 0,340 0,360 0,355 0,320 0,310 0,337
4 0,120 0,140 0,135 0,110 0,125 0,126
5 0,100 0,090 0,110 0,115 0,095 0,102
6 0,500 0,490 0,510 0,495 0,490 0,497
7 0,420 0,430 0,425 0,415 0,410 0,420
8 0,750 0,770 0,780 0,760 0,775 0,767
9 0,180 0,200 0,160 0,165 0,185 0,178
10 1,100 1,120 1,110 1,090 1,095 1,103
11 0,120 0,115 0,125 0,130 0,110 0,120
12 0,450 0,455 0,460 0,440 0,445 0,450
13 0,240 0,260 0,270 0,250 0,245 0,253
14 0,300 0,310 0,320 0,290 0,295 0,303
15 0,350 0,360 0,355 0,345 0,365 0,355
16 0,300 0,310 0,307 0,300 0,308 0,305
17 0,420 0,415 0,435 0,430 0,420 0,424
18 1,040 1,020 1,010 1,030 1,020 1,024
19 0,600 0,610 0,610 0,590 0,580 0,598
20 0,130 0,120 0,125 0,135 0,130 0,128
21 0,260 0,270 0,280 0,250 0,245 0,261
22 0,175 0,180 0,190 0,160 0,165 0,174
23 0,160 0,150 0,155 0,170 0,165 0,160
24 0,250 0,255 0,260 0,265 0,240 0,254
25 0,174 0,175 0,175 0,165 0,161 0,170
26 0,265 0,280 0,275 0,270 0,300 0,278
27 0,165 0,160 0,180 0,175 0,195 0,175
28 0,260 0,265 0,230 0,245 0,225 0,245
29 0,210 0,215 0,200 0,195 0,205 0,205
30 0,260 0,280 0,270 0,240 0,250 0,260
31 0,230 0,220 0,215 0,205 0,220 0,218
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12.7. Eliminacja wynikéw obarczonych blegdem grubym

W celu eliminacji wynikéw pomiaréw obarczonych blgdem grybym, otrzy-
mane wartosci wyjsciowe obiektu dla poszczegéinych préb (y;, i=1,2, ..., 31,
1=1,2,3,4,5) uporzadkowano w ciag niemalejacy. Macierz uporzadkowana
wynikow eksperymentu przedstawia tablica 12.4.

Tablica 12.4. Uporzqdkowana macierz wynikow eksperymentu.

Czynnik wynikowy
Lp Y1 Y2 Y3 Ya Ys
1 2 3 4 5 6
1 0,500 0,510 0,520 0,530 0,540
2 0,080 0,050 0,070 0,090 0,100
3 0,310 0,320 0,340 0,355 0,360
4 0,110 0,120 0,125 0,135 0,140
5 0,090 0,095 0,100 0,110 0,115
6 0,490 0,490 0,495 0,500 0,510
7 0,410 0,415 0,420 0,425 0,430
8 0,750 0,760 0,770 0,775 0,780
9 0,160 0,165 0,180 0,185 0,200
10 1,090 1,095 1,100 1,110 1,120
11 0,110 0,115 0,120 0,125 0,130
12 0,440 0,445 0,450 0,455 0,460
13 0,240 0,245 0,250 0,260 0,270
14 0,290 0,295 0,300 0,310 0,320
15 0,345 0,350 0,355 0,360 0,365
16 0,300 0,300 0,307 0,308 0,310
17 0,415 0,420 0,420 0,430 0,435
18 1,010 1,020 1,020 1,030 1,040
19 0,580 0,590 0,600 0,610 0,610
20 0,120 0,125 0,130 0,130 0,135
21 0,245 0,250 0,260 0,270 0,280
22 0,160 0,165 0,175 0,180 0,190
23 0,150 0,155 0,160 0,165 0,170
24 0,240 0,250 0,255 0,260 0,265
25 0,161 0,165 0,174 0,175 0,175
26 0,265 0,270 0,275 0,280 0,300
27 0,160 0,165 0,175 0,180 0,195
28 0,225 0,230 0,245 0,260 0,265
29 0,195 0,200 0,205 0,210 0,215
30 0,240 0,250 0,260 0,270 0,280
31 0,205 0,215 0,220 0,220 0,230
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Zakladajac, ze niezalezne zmienne losowe (y;) maja rozklad normalny N(u ;,0:),
postawione zadanie sprowadza si¢ do zweryfikowania hipotezy:

Hp=p = pr=..=pu3=n, (&.20)
przy hipotezie alternatywnej:
K= ptA, (12.21)

dla pewnego nieznanego k, poza tym p = W ,=....= H 1= Ma=H. Przez K'
oznaczono hipotez¢ alternatywna, wedlug ktorej A>0 i przez K hipotezg¢ alter-
natywna, wedhug ktorej A<0. Ze wzglegdu na nieznajomos¢ parametrow roz-
kladu p i o dla weryfikacji hipotezy K' oraz K zastosowano statystyki od-
powiednio B; i By . Statystyki B; i B, obliczano ze wzorow:

Bg = Yis —Yia : Bg = Yia =¥z _ (1222)
Yis ~Yi Yis — ¥

Wyniki obliczen zestawiono w tablicy 12.5.

Tablica 12.5. Zestawienie statystyk B, i B, obliczonych dla poszczegolnych
wierszy.

Lp|l 1 | 2 | 3| 4|5 |6 | 7| 81 9] 10]1l

B¢ 10,250]0,200{0,100{0,167{0,200{0,500(0,250|0,167(0,375|0,333/0,250

B |-0,250}-0,400}-0,200}-0,334}-0,200}-0,000}-0,250}-0,333}-0,125-0,167}-0,250}
Lp| 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20 | 21 | 22
B¢ 10,250(0,333]0,333/0,250(0,200{0,250{0,333{0,000{0,3330,268 {0,333

B; |-0,250}-0,167}-0,167}-0,250}-0,000}-0,250}-0,333(-0,333}-0,333|-0,143}-0,167
Lp| 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
B; [0,250(0,200{0,000(0,571{0,429]0,125(0,250(0,250{0,400

B¢ |-0,250}-0,400 -0,28@-0, 143|-0,143}-0,125}-0,250{-0,250(-0,400

Wartos¢ krytyczna statystyki b (o;r), dla a=0,05 i =5 odczytana z tablicy 15. 14
wynosi by (0,05;5) = 0,642 . Poniewaz dla wszystkich wierszy macierzy wynikow
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eksperymentu (tablica 12.4) spelniony jest warunek B, <b; (0,05;5) nie ma pod-
staw do odrzucenia maksymalnych wartosci wynikéw eksperymentu otrzymanych
dla poszczegolnych punktéow planu. Analogicznie nie ma podstaw do odrzucenia

minimalnych wartosci wynikow, gdyz zachowany jest warunek: B, > b, (0,05;5).

’72.8. bliczenie wariancji migdzywierszowej i odchylenia standardowego

Wariancj¢ migdzywierszowa s? 1 odchylenie standardowe s; obliczano ze
WZOrOw:

| .
52=—Z(Y¢j_)’i) > (12.23)
l'—ljzl

5; =qfST , (12.24)

wykorzystujac dane zawarte w tablicy 12.3, dla r=5, otrzymujac:

sZ =0,25(0+ 0,022 + 0,022 +0,01% +0,01%) = 0,0002500; $,=0,0158114,

s2 =0,25(0,002% +0,028% +0,008* +0,012% +
£0,0222)=0,0003700;  $:=0,0192354,

s2 =0,25(0,003% +0,023% + 0,028 + 0,017 +
+0,027%) = 0,0004700; 53=0,0216795,

s2 =0,25(0,006% +0,014% + 0,009% + 0,016> +
+0,001%) =0,0001425;  s4=0,0119373,

s2 =0,25(0,0022 +0,012% + 0,002% + 0,013% +
+0,0072)=0,0001075,  $5=0,0103682,

s2 =0,25(0,003% + 0,007% + 0,013 +0,002? +
+0,007%) = 0,0000700;  ss=0,0083666,
s2 =0,25(0 + 0,01% + 0,005% + 0,005 + 0,01*) = 0,0000625;,  s7=0,0079056,

ss =0,25(0,017% + 0,003% + 0,013 + 0,007 +
+0,008%) =0,0001450;  s4=0,0120416,

s =0,25(0,002% +0,022% + 0,018% + 0,013% +
+0,0072)=0,0002575;  s5=0,0160468,
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sio =0,25(0,003% + 0,017% +0,0072 + 0,0132 +
+0,008%) = 0,0001450;
s, =0,25(0 + 0,005 + 0,005 + 0,012 +
+0,01%) =0,0000625:
51, =0,25(0 + 0,005 + 0,01 +0,01% + 0,005%) = 0,0000625:
sf; =0,25(0,013% + 0,007% +0,0172 + 0,0032 +
+0,008%) = 0,0001450,
st =0,25(0,003% + 0,007 +0,017% + 0,0132 +
+0,008%) = 0,0001450,
515 =0,25(0,005% +0,005% + 0+ 0,01% +0,01%) = 0,0000625:
sis =0,25(0,005 + 0,005 + 0,002% + 0,0052 +
+0,003%) = 0,0000220;
si; =0,25(0,004% + 0,009 + 0,011% + 0,0062 +
+0,004%) = 0,0000675;
sy =0,25(0,016% + 0,004% + 0,014% + 0,006 +
+0,004%) =0,0001300;
53, =0,25(0,002% + 0,012 +0,0122 + 0,008? +
+0,018%)=0,0001700;
s50 =0,25(0,0022 + 0,008% + 0,003 + 0,0072 +
+0,002%) = 0,0000325;
s3; =0,25(0,001% + 0,009% +0,019? + 0,0092 +
+0,016%) = 0,0002050;
s3, =0,25(0,001 + 0,006 + 0,016 + 0,014> +
+0,009%) = 0,0001425;
53 =0,25(0+ 0,017 + 0,005 + 0,01% + 0,005%) = 0,0000625;
s34 =0,25(0,004% +0,001% +0,0062 + 0,0112 +
+0,014%)=0,0000925:
s3s =0,25(0,004% + 0,005% + 0,005% + 0,005 +
+0,009%) = 0,0000430;
s3 =0,25(0,013% + 0,0022 + 0,003% + 0,008 +
+0,0022%) = 0,0001825;

S]0=0,01204 1 6,

s11=0,0079057,
512=0,007905 7,

S|3=0,0 1204 16,

51420,0 1204 16,
S|5=0,007905 7,

51520,0046904,

$17=0,0082158,

51320,01 1401 8,

519=0,0 1 30384,

320:0,0057009,

82|=0,0 143 178,

522_—"0,0 1193 73,
Sz3=0,007905 7,

$24=0,0096177,

525=0,00655 74,

$26=0,0135093,



298 Podstawy badan inzynierskich

s2,=0,25(0,01> + 0,015% +0,005% + 0 + 0,02%) = 0,00018750; s,,=0,0136931,
sZ¢ =0,25(0,015% +0,02% +0,015% + 0+ 0,02%) =0,00031250; s,4=0,0176777,
s2, =0,25(0,005% + 0,01% + 0,005 + 0,01 + 0) = 0,0000625,  s,5=0,0079057,
s2, =0,25(0 + 0,022 +0,01% + 0,02 + 0,01*) = 0,0002500, $3,=0,0158114,
s2, =0,25(0,012% +0,002% + 0,003 + 0,013% +

+0,002%) = 0,0000825; $3,=0,0090829.

Maksymalna wariancja wynosi s’ =s2 =0,0004700. Natomiast suma wa-

1max
31

riancji wynosi: Y s’ =0,0045425 .

12.9. Sprawdzenie jednorodnosci wariancji w proébie

Ze wzgledu na identyczna liczbge powtdrzen doswiadczen dla wszystkich
punktow planu, jednorodnos¢ wariancji sprawdzono za pomoca testu Cochrana.
Wartos¢ tego testu wynosi:

G — Simax_ 0,0004700
$2 0,0045425

i=1

=0,10344672=0,1034. (12.25)

Wartos¢ krytyczng testu Cochrana nalezy obliczy¢ dla poziomu istotnosci
a=0,05 oraz liczby stopni swobody k=n=31 i v=r—1=4. Natomiast w ta-
blicy 15.11 wartosci krytyczne testu Cochrana dla a=0,05 1 v=r-1=4 wyst¢puja
jedynie dla liczby stopni swobody k=n=30 oraz k=n=40 1 wynosza:
G, (0,05;30;4) =0,1377 oraz G, (0,05:40;4) =0,1082 . Wykorzystujac te dane,
wymagang wartos¢ krytyczna testu Cochrana, dla a=0,05, k=n=31 1 v=4, obli-
czono stosujac interpolacj¢ liniowa, ze wzoru:

G, (0,05;30,4) - G, (0,05;40;4)
10 -

=0,13475.

G, (0,05:31;4) =G, (0,05:30;4) -
0,1377 - 0,1082

=0,1377 -

Poniewaz zachodzi nieréwnos¢ G =0,1034 <G, (0,05;31;4)=0,13475 nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci wariancji.
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12.10. Obliczenie wspélczynnikéw w funkcji regresji

W celu obliczenia wspolczynnikow w funkcji regresji najpierw, wykorzys-
tujac dane zawarte w tablicy 12.6, obliczono sumy pomocnicze nastgpujacych
iloczynow:

(0y), dla s=0,
(sy), dlas=1,2.3.4
[(s—=1Dsy], dla s=2,3.4,
(ssy) , dla s=1,2,3,4,

otrzymujac:
(07) = _i}:',l“i’zmyi 10,488 , kolumna nr 3 w tablicy 12.6,
(15) = %%Hyi —_3472, kolumna nr 5,
23) = 32'1 %7, =2612, kolumna nr 7,
Gy) = _;_:’Ii;i?i ~ 0,184, kolumna nr 9,
(43) = iiﬁyi = -1180, -
(12) = %_'ii“iziyi — ~1,030, kolumna nr 13,
(137) = ii,jyyi ~ 0,648 , kolumna nr 15,
(145) = £ X, % .., = 2,062, kolumna nr 17,

N o
(235) = £ %, %, 7, =-1,016,  kolumnanr 19,
1=1

AN o

(249) = £ X, X7, = 0,754, kolumna nr 21,
1=1
N
i1=1
Mo =

(11y) = Zx,;x,;y¥; =11,706, kolumna nr 25,
=1

Al o
(22y) =X x,,X,,y; =8,818, kolumna nr 27,
i=1
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3N . -«
i=1

(447) = £ X0 %07, = 7,570,

i=1

kolumna nr 29,

kolumna nr 30.

Tablica 12.6. Tablica pomocnicza do obliczenia wspotczynnikow w rownaniu

regresji.
Lp EO] i(]iyi ili iliyi 22' iZi?i i3: i3iyi i41 i4i'?i i}.ii2i _}Eliiliyi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 |+1[+0,520| -1 | 0,520 | -1 | 0,520 | -1 | -0,520 | -1 | 0,520 | +1 | +0,520
2 [+1[+0,078 | +1| +0,078 | -1 | 0,078 | -1 | 0,078 | -1 | 0,078 | -1 | -0,078
3 | +1]+0,337 | +1 | 40,337 | +1 | +0,337 | -1 | -0,337 | -1 | 0,337 | +1 | +0,337
4 | +1]+0,126 | +1 | 40,126 | +1 | 40,126 | +1 | 40,126 | -1 | -0.126 | +1 | +0,126
5 | +1]+0,102 | +1 | 40,102 | -1 | 0,102 [ +1 | 40,102 | -1 | -0,102 | -1 | -0,102
6 | +1|+0,497 | -1 | -0.497 | +1 | +0.497 | -1 | -0,497 | +1 | 40,497 | -1 | -0,497
7 [+1 | +0,420 | -1 | -0,420 | -1 | -0,420 | +1 | +0,420 | -1 | 0,420 | +1 | +0,420
8 [+1 [+0,767 | -1 | 0,767 | +1 | +0,767 | +1 | +0,767 | -1 | 0,767 | -1 | -0.767
9 [+1[+0,178 | -1 | -0,178 | -1 | 0,178 | -1 | -0,178 | +1 | +0,178 | +1 | +0,178
10[ +1 [+1,103 | -1 | -1,103 | +1 [ +1,103 | -1 | -1,103 | -1 | -1,103 | -1 | -1,103
11| +1]+0,120 | +1 | +0,120 | -1 | -0,120 | -1 | -0,120 | +1 [+0,120| -1 | -0,120
12| +1 | +0,450 | +1 | +0,450 | -1 | -0,450 | +1 | +0,450 | +1 | +0,450 | -1 | -0,450
13[+1 | 40,253 | -1 | -0.253 | -1 | 0,253 | +1 | 40,253 | +1 | +0,253 | +1 | +0.253
14| +1 [+0,303 [ +1 | +0,303 | +1 | +0,303 | -1 | -0,303 | +1 ] +0,303 | +1 | +0,303
15| +1 | 40,355 | -1 | 0,355 | +1 | 40,355 | +1 | 40,355 | +1 | +0,355| -1 | -0,355
16| +1 | 40,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305
17| +1|+0,424 [+2|+0848 |0 | 0 |O| o0 0| 0 0 0
18] +1[+1,024] 2| 2048 |0 ] 0 |0 0 0] 0 0 0
19 +1[+0,598 | 0 0 |+2[+1,19%6] 0| 0 0] o0 0 0
20| +1 | +0,128 | 0 0 |-2]-025%6]0]| o0 0] 0 0 0
21 +1[+0,261] 0 0 0 0 |+2[+052]0] o 0 0
22[+1 [+0,174 | 0 0 0] 0 |2]-0348 0] 0 0 0
23| +1 | +0,160 | 0 0 0] 0 |o| 0 |+2]+0320] 0 0
24| +1 | +0.254 | 0 0 0] 0 0| 0 |-2]-0508] 0 0
25| +1 | +0,170 | 0 0 0] 0 o] o 0] 0 0 0
26| +1 | +0,278 | 0 0 0] 0 0| o 0| o0 0 0
27| +1 | +0,175 | 0 0 0] 0 |o]| o 0| 0 0 0
28 +1 [ +0,245] 0 0 0] 0 |o]| o 0] o 0 0
29| +1 | +0,205 | 0 0 0] 0 o] o 0| 0 0 0
30| +1 | +0,260 | 0 0 0] o0 0] o 0| 0 0 0
31| +1]+0218] 0| 0 0] 0 |o0]| o 0| 0 0 0
n= (0y) = (y)= (2y)= (3y) = (4y) = (12y) =
31 10,488 3,472 2,612 -0,184 -1,180 -1,030
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c.d. tablicy 12.6

Lp X X3 ﬁx_h_i:li?ii“-i‘ il.i«y:i—?ii!i i2i§3i?i X2iX s izﬁm?& X3 X4 X3iX 4, ii i12.?.
1 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
L[ +1 [+0,520 | +1 [+0,520 | +1 | +0,520 [ +1 | +0,520 | +1 | +0,520 |+1] +0.520
2| -1 [0078] -1 [-0,078 +1 | +0,078 [ +1 | +0,078 | +1 | +0,078 |+1] 0,078
3]-11-0337] -1 [-0337[ -1 | 0337 | -1 | 0,337 | +1 | 40,337 |+1] +0.337
4 +1 [+0,126 [ -1 [-0,126 [ +1 [+0,126 | -1 | -0,126 | -1 | -0,126 |+1]+0.126
5] +1]+0,102] -1 [-0,102 | -1 | -0,102 | +1 | +0,102 | -1 | -0,102 |+1] +0.102
6 | +1 [+0497 ] -1 | -0,497 | -1 | 0497 | +1 | +0,497 | -1 | -0.497 |+1]| +0.497
7] -1 [-0420 [ +1 [+0,420| -1 | -0420 | +1 | 40,420 | -1 | -0.420 |+1] +0.420
8] -1 [-0767 | +1 [+0,767 | +1 | +0,767 | -1 | 0,767 | -1 | 0,767 |+1] +0.767
9 +1 |+0,178 ] -1 [ 0,178 | +1 | +0,178 | -1 | 0,178 | -1 | -0,178 |+1] +0.178
10 +1 |+1,103 | +1 [+1,103 | -1 | -1,103 | -1 | -1,103 | +1 | +1,103 |+1] +1.103
1] -1 [-0,120 [ +1 [+0,120 | +1 [ +0,120 | -1 | 0,120 | -1 | -0,120 |+1]+0.120
12] +1 |+0,450 | +1 [+0,450 | -1 | -0.450 | -1 | 0,450 | +1 | +0,450 |+1]| +0.450
13] -1 [-0253] -1 [0253] -1 | 0,253 | -1 | 0,253 | +1 | 0,253 |+1] +0.253
14] -1 [-0303 [ +1 [+0303| -1 | -0,303 | +1 | +0,303 | -1 | -0,303 |+1]+0.303
15] -1 |-0355] -1 [-0,355 | +1 | +0,355 | +1 | +0,355 | +1 | 40,355 |+1]|+0.355
16| +1 [+0,305| +1 [+0,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305 | +1 | +0,305 |+1] +0.305
17] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |+4]+1.69%
18] 0 0 0 0 0 0 | o 0 0 0 |+4]+4.09
9] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o] o
20| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o| o
21| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o| o
22| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o] o
23] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o]| o
24| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o| o
25| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Jo| o
26| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o| o
27| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |0o]| o
28] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (0] o
29| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Jo| o
30| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Jo| o
31] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |o] o
n= (13y) = (14y) = (23y) = (24y) = (34y) = (1y) =
31 0,648 2,062 -1,016 -0,754 0,888 11,706
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c.d. tablicy 12.6

Lp "x_gi fii?i f%i igiyi iii fii?i Yoi (?oi“yo)z Yi [¥i-Yi Gi-Y)
1 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
1 [ +1[+0,520 [ +1 [+0,520 | +1 [ +0,520 | - - 0,514 0,006 | 0,000036
2| +1]+40,078|+1|+0,078 | +1 [+0,078 | - - 0,015| 0,063 | 0,003969
3 [ +1[+0,337]+1[+0,337]+1[+0,337| - - 0,325 0,012 | 0,000144
4 | +1 | 40,126 | +1 | 40,126 | +1 | +0,126 - - 0,153 0,027 | 0,000729
5| +1[+0,102 | +1[+0,102 | +1|+0,102| - - 0,097| 0,005 | 0,000025
6 | +1 [+0,497 [ +1]+0,497 [ +1 | +0,497 | - - 0,520] 0,023 | 0,000529
7 [ +1]+0,420 ] +1[+0,420 | +1 [+0,420| - - 0,434| 0,014 | 0,000196
8 | +1 | 40,767 | +1 | +0,767 | +1 | +0,767| - i 0,747| 0,02 | 0,000400
9| +1 (40,178 | +1 | 40,178 [ +1 | +0,178 - - 0,141| 0,037 | 0,001369
10| +1 | +1,003 [ +1 [+1,103 [+1 | +1,103 | - - 1,081 0,022 | 0,000484
11 +1 [+0,120 [ +1 [+0,120 [ +1 [ +0,120 | - - 0,158 0,038 | 0,001444
12] +1 [+0,450 | +1 [ +0,450 [ +1 | +0.450 | - - 0,462] 0,012 | 0,000144
13| +1 | +0,253 | +1 | +0,253 | +1 | +0,253 - - 0,283 0,030 | 0,000900
14| +1 [+0,303 | +1 [+0,303 | +1 [+0,303 | - - 0,279] 0,024 [ 0,000576
15| +1 [+0,355] +1 [+0,355 | +1 [ +0,355| - - 0,408] 0,053 [ 0,002809
16| +1 [+0,305 | +1 [ +0,305 [ +1 | +0,305 | - - 0,329] 0,024 | 0,000576
171 0 0 0 0 0 0 - - 0,430| 0,006 | 0,000036
18] 0 0 o] o [o] o - - 1,007] 0,017 | 0,000289
19| +4 | +2,392| 0 0 0 0 - - 0,574| 0,024 | 0,000576
20{+4|+0512] 0] 0 0] O - - 0,140| 0,012 | 0,000144
21 O 0 +4 | +1,044 | O 0 - - 0,196| 0,065 | 0,004225
22 0 0 [+4[+0696[ 0 0 - - 0,226 0,052 | 0,002704
23{ 0 0 0] o [+4]+0640( - . 0,102] 0,058 | 0,003364
241 O 0 0 0 +4 | +1,016 - - 0,299] 0,045 | 0,002025
251 0 0 0 0 0 0 0,170 | 0,002660 [0,221| 0,051 | 0,002601
26| 0 0 0] o o] o [o0,278] 0,003184 [0,221] 0,057 | 0,003249
271 0 0 0 0 0 0 0,175] 0,002169 |0,221] 0,046 | 0,002116
28] 0 0 0 0 |o]| o ]0245] 0,000549 0,221 0,024 | 0,000576
29] 0 0 0 0 0 0 0,205 | 0,000275 |0,221] 0,016 | 0,000256
301 0 0 0 0 0 0 0,260 | 0,001477 |0,221] 0,039 | 0,001521
31] 0 0 0 o |o| o [o0218] 0,000013 |0,221] 0,003 | 0,000009
n= 22 =| |33 =| |@=[7,= | Se-= Sg =
31 8,818 7,654 7,570 |0,2215| 0,010327 0,038021
Wartosci  wspdlczynnikow regresji  obliczono minimalizujac  sumg
kwadratow bledow (por. 9.2) otrzymujac nastepujace zaleznosci:
a b 4 4
a) k, =;(0§) —;—Zl(ss§)=D(0?)+ EY (ssy), (12.26)
s= s=|
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gdzie n jest liczba wierszy w macierzy planu eksperymentu (tablica 12.2),
a 1 b sa statymi obliczanymi ze wzoréw (12.63), i (12.63),, natomiast D i
E sa wspélczynnikami pomocniczymi. Po obliczeniu wartosci tych
wspotczynnikow, dla n=31 (poréwnaj dane w tablicy 12.7):

D =i:£=0,1423, E =_E=-13-l-91=—0,0357,
n 31 n 31

oraz po obliczeniu wartosci sum: (0y) i (ssy), dla s=1,2,3,4, po pod-
stawieniu do wzoru (12.26) otrzymano:

k, =0,1428 «10,488 — 0,0357 (11,706 + 8,818 +

+ 7,654 +7,570) = 0,2214828 ,

Tablica 12.7. Wartosci wspolczynnikéw pomocniczych stosowanych w analizie re-
gresji wynikoéw badan zrealizowanych wedtug programu PS/DS.-P: .

S | 2 3 4 5
D 0,3211 0,200 0,1663 0,1428 0,0988
E -0,2584 -0,100 -0,0568 -0,0357 -0,0191
e’ 0,2071 0,1250 0,0732 0,0416 0,0230
n il 0,500 0,2500 0,1250 0,0625 0,0312
F-G 0,2500 0,1250 0,0625 0,0313 0,0165
G 0,1246 0,0187 0,0069 0,0037 0,0015
F 0,3746 0,1437 0,0694 0,0350 0,0180
a 1,1890 1,4140 1,6820 2,000 2,378
no 3 3 6 7 10
n 7 13 20 31 52
b) ks =——(7) =™ (7). (12.27)
2

gdzie A, jest momentem parzystym planu ekspeymentu wedhug wzoru
(12.55),, za$ e

naA,

1. . . .
= jest wspolczynnikiem pomocniczym. Po pod-
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c.d. tablicy 12.6

Lp f%l x%l?l i%t i%lyl iil i3|?| Y oi (.y-'ﬂi _yo )2 ?i ?i _Yi G;i _?i)z
1 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

1| +1 | +0,520 | +1 | +0,520 | +1 [+0,520 [ - % 0,514] 0,006 | 0,000036
2| +1|+0,078 | +1 | +0,078 | +1 | +0,078 - - 0,015| 0,063 | 0,003969
3| +1|+0,337 | +1 | +0,337 | +1 | +0,337 - - 0,325| 0,012 | 0,000144
4 | +1 | +0,126 | +1 | +0,126 | +1 | +0,126 - - 0,153| 0,027 | 0,000729
5| +1|+40,102 | +1 | +0,102 | +1 | 40,102 - - 0,097| 0,005 | 0,000025
6 | +1 | +0,497 | +1 | 40,497 | +1 | +0,497 - - 0,520| 0,023 | 0,000529
71 +1[+0,420| +1 | +0,420 | +1 | +0,420| - . 0,434 0,014 | 0,000196
8 | +1 | +0,767 | +1 | +0,767 | +1 [ +0,767| - - 0,747| 0,02 | 0,000400
9| +1|+0,178 | +1 | +0,178 | +1 | +0,178 - - 0,141] 0,037 | 0,001369
10| +1 [+1,103 | +1 [+1,103 [ +1 | +1,103 | - - 1,081 0,022 | 0,000484
11] +1 [+0,120 [ +1 | 40,120 | +1 | +0,120 | - . 0,158] 0,038 | 0,001444
12| +1 [+0,450 [ +1 [ +0,450 | +1 | +0,450 | - " 0,462 0,012 | 0,000144
13| +1 | 40,253 | +1 | 40,253 | +1 | +0,253 - - 0,283| 0,030 | 0,000900
14| +1 [+0,303 | +1 [ +0,303 [ +1 | +0,303 [ - - 0,279 0,024 | 0,000576
15| +1 [+0,355 [ +1 [ +0,355 | +1 [ +0,355| - - 0,408 0,053 | 0,002809
16| +1 [+0,305 [ +1 [ +0,305 | +1 | +0,305| - . 0,329 0,024 | 0,000576
171 O 0 0 0 0 0 - - 0,430| 0,006 | 0,000036
18] 0 0 0 0 0 0 - E 1,007] 0,017 | 0,000289
19| +4 [+2392] 0 0 0 0 - - 0,574| 0,024 | 0,000576
20| +4 | +0,512 ] O 0 0 0 - - 0,140] 0,012 | 0,000144
21| 0 0 +4 [+1,044 | 0 0 i “ 0,196 0,065 | 0,004225
22| 0 0 +4 | +0,696 | 0 0 - - 0,226 0,052 | 0,002704
23| 0 0 0 0 +4 | +0,640 - - 0,102] 0,058 | 0,003364
24| 0 0 0 0 +4 | +1,016 - - 0,299 0,045 | 0,002025
251 0 0 0 0 0 0 0,170 | 0,002660 [0,221| 0,051 | 0,002601
26| 0 0 0 0 0 0 0,278 | 0,003184 (0,221| 0,057 | 0,003249
27| 0 0 0 0 0 0 0,175 0,002169 [0,221] 0,046 | 0,002116
281 O 0 0 0 0 0 0,245 | 0,000549 (0,221] 0,024 | 0,000576
291 0O 0 0 0 0 0 0,205 | 0,000275 [0,221] 0,016 | 0,000256
301 O 0 0 0 0 0 0,260 | 0,001477 |0,221] 0,039 | 0,001521
31| O 0 0 0 0 0 0,218 | 0,000013 (0,221] 0,003 | 0,000009
= (22y) = (33y) = 44y)=|y, = | Sg = 8=

3l 8,818 7,654 7,570 |0,2215] 0,010327 0,038021
Wartosci  wspélczynnikow  regresji  obliczono minimalizujac  sumg

kwadratow blgdow (por. 9.2) otrzymujac nastepujace zaleznosci:

a) k, = —(OY) i Z (ssy) = D(0y) + EZ (ssy),

ns=1

s=]|

(12.26)
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gdzie n jest liczba wierszy w macierzy planu eksperymentu (tablica 12.2),
a 1 b sa stalymi obliczanymi ze wzoréw (12.63); i (12.63),, natomiast D i
E sa wspolczynnikami pomocniczymi. Po obliczeniu wartosci tych
wspotczynnikow, dla n=31 (poréwnaj dane w tablicy 12.7):

S0P 01423, Beolw
31 n

1,107

L = -0,0357,
n

oraz po obliczeniu wartosci sum: (0y) i (ssy), dla s=1,2,3,4, po pod-
stawieniu do wzoru (12.26) otrzymano:

k, =0,1428 «10,488 — 0,0357 (11,706 + 8,818 +

+ 7,654 +7,570) = 0,2214828 ,

Tablica 12.7. WartoSci wspotczynnikow pomocniczych stosowanych w analizie re-
gresji wynikow badan zrealizowanych wedlug programu PS/DS.-P: A.

S 1 2 3 4 5
D 03211 0,200 0,1663 0,1428 0,0988
E -0,2584 -0,100 -0,0568 -0,0357 -0,0191
e’ 0,2071 0,1250 0,0732 0,0416 0,0230
n EI 0,500 0,2500 0,1250 0,0625 0,0312
F-G 0,2500 0,1250 0,0625 0,0313 0,0165
G 0,1246 0,0187 0,0069 0,0037 0,0015
F 0,3746 0,1437 0,0694 0,0350 0,0180
a 1,1890 1,4140 1,6820 2,000 2,378
no 3 5 6 & 10
n 7 13 20 31 52
b) ks = ——(s7) =™ (s7). (12.27)

by ]
&

gdzie A, jest momentem parzystym planu ekspeymentu wedhig wzoru
(12.55);, zas e™

= ; jest wspotczynnikiem pomocniczym. Po pod-
n

2
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) k (s-)s =

d) k,,

stawieniu do wzoru (12.27) obliczonych wartosci: e~ = % =0,0416

oraz sum (sy) dla s=1,2,3,4, otrzymano:

k, = 0,0416 (-3,472) = —0,144435
k, =0,0416 x 2,612 = 0,108659 ,

k, = 0,0416 (-0,184) = —0,007654 ,
k, =0,0416 (=1,180) = —0,049088 ,

1

——=n¢ [(s-Dsy], (12.28)
nl,

gdzie A; jest momentem parzystym planu eksperymentu, czwartego
rz¢du, wedhug wzoru (12.55), lub ze wzoru A, = %l‘,, przy czym A, jest

momentem parzystym czwartego rz¢du, planu eksperymentu, wedhug

wzoru (12.55);, za$ ny' jest wspotczynnikiem pomocniczym. Po pod-

stawieniu do wzoru (12.28) obliczonej wartosci wspélczynnika
4 | 1

iy = -
. ni,

dla s=2,3,4, otrzymano:

= 0,0625 oraz obliézonych wartosci sum (s —1)sy,

k,, = 0,0625(~1,030) = —0,064375
k,; = 0,0625 x 0,648 = 0,040500,
k,, =0,0625 x 2,062 = 0,128875 ,
k,, =0,0625(~1,016) = —0,063500,
k,, = 0,0625(~0,754) = —0,047125,
k,, =0,0625 x 0,888 = 0,055500,

= S(s5) - S 2 (9 - 2(09) = (12.29)

s=]

= (F - G)(ssy) + G%(ssgf) +E(09),
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gdzie b, c, d s3 stalymi obliczanymi ze wzoréw odpowiednio (12.63),,
(12.63); 1 (12.63)s, natomiast (F-G), G i E sa wspolczynnikami po-
mocniczymi. Po podstawieniu do wzoru (12.29) wartosci wspoélczyn-
nikdw pomocniczych:

(F - G)_i_m_ooug G=_9_=M=0,0037,
n 31 n 31

1,1074
3]

B oo = 0,0357,
n

oraz wartosci obliczonych sum (0y) 1 (ssy), dla s=1,2,3,4, otrzymano:

k,, =0,0313 x 11,706 + 0,0037 x 35,748 — 0,0357 x 10,488 = 0,124244 ,
k, =0,0313 x 8,818 + 0,0037 x 35,748 — 0,0357 x 10,488 = 0,033849 ,
k3 =0,0313 x 7,654 + 0,0037 x 35,748 — 0,0357 x 10,488 = —0,002584 ,
k., =0,0313 x7,57 + 0,0037 x 35,748 — 0,0357 x 10,488 = —0,005213 .
Funkcja regresji opisujaca proces nagniatania z pradem, przedstawiajaca

zaleznos¢ $redniego odchylenia profilu od linii sredniej od warunkéw nagnia-

tania (uwzgledniajaca zmienne zakodowane) przybiera postaé:

Y =R, =0,221483-0,144435%, +0,108659% , —0,007654%, +
—0,049088% , —0,064375x,X, +0,040500%, X, +0,128875%,X,, +
-0,063500%,X, —004712 X,X, +0,055500,X,, +0,124244%> +
+0,033849x 2 —0,002584x > —0,005213% 2.

(12.30)

12.11. Analiza statystyczna funkcji regresji

Kolejnym etapem obliczen jest ocena istotnosci wspotczynnikow regresji
wykonana za pomoca testu t Studenta. W tym celu wykorzystuje si¢ nast¢puja-
cy schemat obliczen:

a) obliczenie wariancji ,,mi¢gdzywierszowej” w centrum programu:

%}
w2

§? = 2B 12.31
s ( )
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gdzie:
np v
z YOu
(12.32)

|
I

I'Iu - -
SE = Z_I(YOu - YO)za

przy czym:
Yo. — kolejne wartosci srednie pomiaréw w centrum programu,

Y, — Srednia warto$é pomiaréw w centrum programu,
no — liczba pomiaréw w centrum programu,
fe=fi=ny-1 — liczba stopni swobody.

Dla analizowanych danych otrzymuje sig:

7
e Z?Ou l
Yo = u=l = ;(0,170 + 0,278 + 0,175 + 0,245 + 0,205 +
n,
+0,260 + 0,218) = 0,22157.

kolumna Nr 32 w tablicy 12.6,

Sg = 3 (Fou —74)* = 0,002660 + 0,003184 + 0,002169 + 0,000549 +
u=l

+0,000275 + 0,001477 + 0,000013 = 0,010327,
kolumna Nr 33 w tablicy 12.6,

Sg _ 0010327 _ 4017212,

2
S —
S 6

b) obliczenie wariancji wspotczynnikow regresji:
(12.33)

¢ s’(k,)=Ds2,
s?(k,) = 0,1428 x 0,0017212 = 0,0002457 ,

¢ s’(k,)=e"s?, s’(k,)=s%(k,)=s%(k,)=s%(k,) =¢ 's2, (12.34
s’(k,)=¢e""s? =0,0416 x 0,0017212 = 0,0000715,
(12.35)

¢ sz(k(,_l)s) =ng's2,
s?(kj,) =5 (k;3) =52 (kg ) =52 (kp ) =57 (ky ) =5%(ky, ) =ng's2,

= 0,0625 x 0,0017212 = 0,0001074 ,

2 -1 2
s"(knys) =ngs,
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¢ s?(k,)=Fs2,

s®(k,) =s*(ky,) =s*(ky;) =s%(k,) =Fs2,

s?(k,)=Fs? =0,035x0,0017212 = 0,000601,

c) obliczenie odchylenia standardowego wspotczynnikow regresji:

¢ s(ky) = \/Sz(ko)

s(k,) = 4/0,0002457

¢ sk,) = s’ (k,),

s(k,) = 4/0,0000715 = 0,0084557 ,

¢ sk, ) = s (ko).

S(k (s-1)s ) Tk

¢ stk,) =+/s’(k,),

s(k . ) = 4/0,0000601 = 0,0077524 ,

d) statystyki obliczeniowe t Studenta:

o t,=tk,) = |
0 0 S(ko),

[k, |
S(kl),

s(k,) ’
k|

S(ks)’

¢t =tk))=

k
¢ t,=tk,) = |
¢ty =tlk;)=

=tk .} = |k4|
¢ty =tlky) k)’

= 0,0156748 ,

0,0001074 = 0,010363,

(12.36)
(12.37)
(12.38)
(12.39)
(12.40)
. = M = 14,1299,
0,0156748
== 0,144435 17.0714.
0,0084557
- 0108659 _ 1) ea03
0,0084557
t, = M = 0,9045,
0,0084557
. - 0,049088 e
0,0084557
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¢t =t(k|l)=M” ty =
s(k,,)
k,
¢ =tlky) = l(k |), b =
2
s ooy Kl _
=t(ky) = s(k ) ty; =
33
k
44
+ =k ) = Ik I =
(ki) = 225, ty =
12
k
.t =t(k'3)=s|(kl,33l)’ t, =
¢ —t(km)— |(kMI) ty =
14
l‘:13
t — —
¢ 23 t(kl) S(kn), t23
k
¢ t24=t(k24)=;%, Lo
24
k
¢ty =tky)= [(k |) E

M@f’f_ = 16,0265,
0,0077524
0,033849 — 43663,

0,0077524
0,002584 _ ;3333
0,0077524
0905283 vEma.
0,0077524
0,064375
—— = 6,2062
0,0103633 ’ ’
0,040500 — 3.9046.
0,0103633
_0,128875 = 12,4357,
0,0103633

_ 0,063500 - 61274,
0,0103633

_0.047125 g
0,0103633

_ 0,055500 — 5.3506 .
0,0103633

e) wartos¢ krytyczna t,, statystyki t Studenta. Warto$¢ krytyczna odczytana z
tablicy 15.4 dla a=0,05 i f=fz=n,-1=7-1=6 wynosi: t,,(0,05;6)=2,4469.

Jesli zachodzi warunek ti>t(o;fg) nastgpuje odrzucenie hipotezy o nieistot-
nosci wspotczynnikow regresji, tzn. ze wspotczynniki regresji maja wplyw is-
totny na czynnik wynikowy. Jesli t;<t,(o:fz) nastgpuje przyjecie hipotezy o
nieistotnosci wspolczynnikow regresji i wspétczynniki te mozna pominaé. Po-
niewaz w naszym przypadku to, t;, ta, ts, ti1, ta2, ti2, ti3, tia, a3, toe 1 tas s wicksze
od wartosci krytycznej to odpowiednie wspotczynniki regresji sa istotne, nato-
miast statystyki ts, ts;, i tss s3 mniejsze od wartosci krytycznej i odpowiednie
wspolczynniki regresji s3 nieistotne i mozna je pominagé.
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Zatem réwnanie regresji jako wielomian drugiego stopnia z podwojnymi in-
terakcjami, po uwzglednieniu wspolczynnikéw nieistotnych, ma teraz nast¢pu-
Jaca posta¢ zakodowana:

Y =R, =0221483-0,144435%, +0,10865%, —0,007654%,, +
~0,049088% , —0,064375%, X, +0,040500%, X, +0,128875%,X,, +

—0,063500%,X; —0,047125%,X, +0,055500%, X, +0,124244x> +
+0,033849x2 —0,002584x2 —0,005213%2.

(12.41)

przy czym wyrazy podkreslone w rOwnaniu sa nieistotne w sensie statystycz-
nym na przyj¢tym poziomie a=0,05.

12.12. Badanie istotnos$ci wspoélczynnika korelacji wielowymiarowe;j

Miarg wiarygodnosci otrzymanych wynikéw w postaci rownania regesji jest
badanie wspoélczynnika korelacji wielowymiarowej R. Wspélczynnik R moze
by¢ traktowany jako miara stopnia dopasowania funkcji regresji do wynikow
eksperymentu (obiektu badan). Wspolczynnik R okresla réwnanie:

¥ -¥,)’
R= [1-1

, (12.42)
Z(i- Y’

|| M:l T_'.M“

gdzie:

y; - wartosci wyjscia modelu dla i-tej proby, obliczane z réwnania re-
gresji,

y; - usredniona wartos¢ wyjscia dla i-tego doswiadczenia dla r pow-

torzen,

O

, =?Eyu’

y - warto$¢ érednia wyjscia obiektu (odpowiedzi) dla n doswiadczen,

b

= _la_ 1
F=—23 =
n i=l l'l

1 I M™M=
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W praktyce, czgsto zachodzi potrzeba zbadania istotnosci otrzymanego
wspotczynnika korelacji wielowymiarowej R. Istotnos¢ t¢ sprawdza si¢ wyko-
rzystujac test F Snedecora, oparty na analizie wariancji w roOwnaniu regresji,
okreslony wzorem:

2
F-2-8 :‘Rz . (12.43)

gdzie:
m — liczba wyrazow réwnania regresji lacznie z wyrazem wolnym,
n — liczba prob.

Obliczenie wspolczynnika korelacji wielowymiarowej oraz sprawdzenie
jego istotnosci dla danych przykladowych przebiega nastgpujaco:

1) Obliczenie wartosci wyj$¢ modelu (12.41), bez pomijania wspélczynnikow
nieistotnych, dla poszczegolnych punktéw planu:

?l = 0,221483 + 0,144435 - 0,108659 + 0,007654 + 0,049088 — 0,064375 +
+ 0,0405 + 0,128875 — 0,06350 — 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 =0,514172,

?2 =0,221483 - 0,144435 - 0,108659 + 0,007654 + 0,049088 + 0,064375 +
- 0,0405 - 0,128875 - 0,06350 —0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,015302,

§3 = 0,221483 - 0,144435 + 0,108659 + 0,007654 + 0,049088 — 0,064375 +
—0,0405 - 0,128875 + 0,06350 + 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,325120,

§4 = 0,221483 - 0,144435 + 0,108659 - 0,007654 + 0,049088 — 0,064375 +
+ 0,0405 - 0,128875 - 0,06350 + 0,047125 —0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 -0,002584 - 0,005213 = 0,152812,

?5 =0,221483 - 0,144435 - 0,108659 — 0,007654 + 0,049088 + 0,064375 +
+ 0,0405 - 0,128875 + 0,06350 —0,047125 — 0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,096994 ,

?5 = 0,221483 + 0,144435 + 0,108659 + 0,0077654 — 0,049088 + 0,064375 +
+ 0,0405 - 0,128875 + 0,06350 — 0,047125 — 0,0555 + 0,124244 +
+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,5204254 ,
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vy, = 0,221483 + 0,144435 — 0,108659 — 0,007654 + 0,049088 — 0,064375 +
- 0,0405 + 0,128875 + 0,06350 — 0,047125 — 0,0555 + 0,124244 +
+0,033849 —0,002584 — 0,005213 = 0,433864,

573 = 0,221483 + 0,144435 + 0,108659 — 0,007654 + 0,049088 + 0,064375 +
- 0,0405 + 0,128875 — 0,06350 + 0,047125 — 0,0555 + 0,124244 +
+0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,747182,

?5, = 0,221483 + 0,144435 - 0,108659 + 0,007654 — 0,049088 — 0,064375 +
+ 0,0405 - 0,128875 — 0,06350 + 0,047125 - 0,0555 + 0,124244 +
+0,033849 - 0,002584 —0,005213 = 0,141496,

?m =0,221483 + 0,144435 + 0,108659 + 0,007654 + 0,049088 + 0,064375 +

+0,0405 + 0,128875 + 0,06350 + 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +

+0,033849 - 0,002584 — 0,005213 =1,081490,

= 0,221483 - 0,144435 - 0,108659 + 0,007654 — 0,049088 + 0,064375 +

—0,0405 + 0,128875 - 0,06350 + 0,047125 —0,0555 + 0,124244 +

+ 0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,158126,

=0,221483 - 0,144435 - 0,108659 - 0,007654 — 0,049088 + 0,064375 +

+0,0405 + 0,128875 + 0,06350 + 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +

+0,033849 - 0,002584 - 0,005213 = 0,461818,

= 0,221483 + 0,144435 - 0,108659 — 0,007654 — 0,049088 — 0,064375 +

- 0,0405 - 0,128875 + 0,063550 + 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +

+ 0,033849 - 0,002584 —0,005213 = 0,283238,

=0,221483 -0,144435 + 0,108659 + 0,007654 — 0,049088 — 0,064375 +

- 0,0405 + 0,128875 + 0,06350 — 0,047125 — 0,0555 + 0,124244 +

+0,033849 - 0,002584 — 0,005213 = 0,279444 ,

= 0,221483 + 0,144435 + 0,108659 - 0,007654 — 0,049088 + 0,064375 +

- 0,0405 - 0,128875 —0,06350 —0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +

+0,033849 -0,002584 — 0,005213 = 0,408052,

6 = 0,221483 - 0,144435 + 0,108659 — 0,007654 — 0,049088 — 0,064375 +

+ 0,0405 + 0,128875 — 0,06350 — 0,047125 + 0,0555 + 0,124244 +

+ 0,033849 —-0,002584 — 0,005213 = 0,329136,

=0,221483 —20,144435 + 4 0,124244 = 0,4295895 ,

|

|
e
(3%

<b

<)
5

<>

<P

o
2




312 Podstawy badan inzynierskich

V.5 = 0,221483 + 20 0,144435 + 4 ¢ 0,124244 = 1,007329,
V.o = 0,221483 + 2 ¢ 0,108659 + 4 ¢ 0,033849 = 0,574197,
5., = 0,221483 — 2 0,108659 + 4 0,033849 = 0,139561,
5., =0,221483 — 2 0,007654 — 4 ¢ 0,002584 = 0,195839
V., = 0,221483 + 2 0,007654 — 4 ¢ 0,002584 = 0,226455 ,
¥, = 0,221483 — 2 ¢ 0,049088 — 4 ¢ 0,005213 = 0,102455 ,
¥, = 0,221483 + 2.0 0,049088 — 4 ¢ 0,005213 = 0,298807 ,
Vs =0,221483 , ¥, =0,221483 , ¥, =0,221483

Vs = 0,221483 , ¥, =0,221483 , ¥,, =0,221483 ,

Vs =0,221483 .

2) Obliczenie wartosci wspotczynnika korelacji wielowymiarowej R:

a) obliczenie wartosci $redniej wyjscia obiektu (odpowiedzi) dla n
doswiadczen:

Vi =

“C!I
i Ms

1
n;
= 5(0,520 + 0,078 + 0,337 + 0,126 + 0,102 + 0,497 + 0,420 +

+ 0,767 + 0,178 + 1,103 + 0,120 + 0,450 + 0,253 + 0,303 + 0,355 +
+ 0,305 + 0,424 + 1,024 + 0,598 + 0,128 + 0,261 + 0,174 + 0,160 +

+0,254 + 0,170 + 0,278 + 0,175 + 0,245 + 0,205 + 0,260 + 0,218) =
= 0,338,

b) obliczenie wartosci sredniej wyjscia modelu dla n doswiadczen (po zaokra-
gleniu wartosci wyj$¢ do trzech miejsc po przecinku):

§i=

™=

]
n

<>

o %(0,514 +0,015 + 0,325 + 0,153 + 0,097 + 0,520 + 0,434 +

i

+0,747 + 0,141 + 1,081 + 0,158 + 0,462 + 0,283 + 0,279 + 0,408 +
+0,329 + 0,430 + 1,007 + 0,574 + 0,140 + 0,196 + 0,226 + 0,102 +
+0,299 + 0,221 + 0,221 + 0,221 + 0,221 + 0,221 + 0,221 + 0,221) =
= 0,33765 = 0,338,
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¢) sprawdzenie rownosci wartosci srednich wyjsé obiektu i modelu:

=0,338 =y = 0,338,

<l

d) obliczenie wariancji resztowej Sg, ktora jest suma kwadratéw roznic wyjsé
modelu i obiektu, dla poszczegolnych punktéw planu (na podstawie danych
zawartych w tablicy 12.6):

Se =X(¥; -¥:)* =

= 0,000036 + 0,003969 + 0,000144 + 0,000729 + 0,000025 +
+ 0,000529 + 0,000196 + 0,000400 + 0,0001369 + 0,000484 +
+ 0,001444 + 0,000144 + 0,000900 + 0,000576 + 0,002809 +
+ 0,000576 + 0,000036 + 0,000289 + 0,000576 + 0,000144 +
+0,004225 + 0,002704 + 0,002364 + 0,002025 + 0,002601 +
+ 0,003249 + 0,002116 + 0,000576 + 0,000256 + 0,001521 +
+ 0,000009 = 0,038021,

e) obliczenie sumy kwadratéow roznic wyjsé obiektu dla poszczegolnych

punktow planu (dla n doswiadczen) ze wzoru ¥ (7, — )2 :
1=1

(¥, -¥)* = (0,520 - 0,338)* = 0,033124,
(¥, -¥)* =(0,078 —0,338)? = 0,067600,
(¥, -¥)? =(0,337 - 0,338)% = 0,000001,
(¥4 - ¥)* = (0,126 - 0,338)* = 0,044944 ,
(¥s-¥)* =(0,102 - 0,338)% = 0,055696 ,
(V6 -¥)? = (0,497 — 0,338)% = 0,025281,
(¥, -¥)* = (0,420 — 0,338)? = 0,006724 ,
(5 -¥)* =(0,767 - 0,338)* = 0,184041,
(o - ¥)* = (0,178 - 0,338)* = 0,025600,
10. (7, - ¥)* =(1,103-0,338)* = 0,585225,
11. (7,, -¥)* = (0,120 - 0,338)% = 0,047524,

o e R o~ s W oN e
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12. (7, -¥)* =(0,450 - 0,338)* = 0,012544,
13. (7,5 —-¥)* =(0,253 - 0,338)* = 0,007225,
14. (¥,, -¥)* = (0,303 - 0,338)* = 0,001225,
15. (¥,5s -¥)? =(0,355-0,338)% = 0,000289,
16. (V,s —¥)* = (0,305 -0,338)* = 0,001089,
17. (7,, -¥)* = (0,424 - 0,338)? = 0,007396,
18. (7,5 -¥)% = (1,024 - 0,338)* = 0,470596,
19. (¥, -¥)* = (0,598 - 0,338)* = 0,067600,
20. (¥, -¥)* =(0,128 —0,338) = 0,044100,
21. (7, -¥)* =(0,261 —0,338)* =0,005929,
22. (¥4 -y)* =(0,174 - 0,338)* = 0,026896,
23. (¥, -¥)? =(0,160 - 0,338)> = 0,031684,
24. (Y, -y)* =(0,254 - 0,338) = 0,007056,
25. (V5 - y)? =(0,170 —0,338)* = 0,028224,
26. (V6 —y)* =(0,278 —.0,338)* = 0,003600,
27. (¥, —y)* = (0,175 - 0,338)* = 0,026569,
28. (Y, —¥)? = (0,245 - 0,338)% = 0,008649,
29. (¥, —¥)? =(0,205 - 0,338)* = 0,017689,
30. (¥4 —¥)* = (0,260 — 0,338)% = 0,006084,
31. (¥5 -y)* =(0,218 - 0,338)* = 0,014400,

> (§. - ¥)* = 0,033124 +0,067600 + 0,000001 + 0,044944 + 0,055696 +
1=1

+0,025281 + 0,006724 + 0,184041 + 0,025600 + 0,585225 + 0,047524 +
+0,012544 + 0,007225 + 0,001225 + 0,000289 + 0,001089 + 0,007396 +
+ 0,470596 + 0,067600 + 0,044100 + 0,005929 + 0,026896 + 0,031684 +
+0,007056 + 0,028224 + 0,003600 + 0,026569 + 0,008649 + 0,017689 +
+ 0,006084 + 0,014400 = 1,834792,
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f) obliczenie wartosci wspotczynnika korelacji wielowymiarowe;:

TG, -7.)?
R=|]l-1 — =Jl 0038021 \/1—00207 = 0,9896,

l 834792

3) Obliczenie wartosci testu F-Snedecora dla nast¢gpujacych danych n=31,
m=15, R=0,9896:

_ 2 _ 2
p_n-m R 2=31 15 (0,9896) a3,
m-11-R?> 15-1 1-(0,9896)

4) Odczytanie wartosci krytycznej testu F-Snedecora z tablicy 15.6. Wartosé ta
dla nast¢pujacych danych a=0,05; r)=m-1=15-1=14 oraz r;=n-m=31-15=16
WYynosi:

Fie(0,05:14:16)=2,37,

5) Poréwnanie wartosci testu F-Snedecora z jego wartoscia krytyczna. Ponie-
waz zachodzi nierownos¢: F=54,113>F,,(0,05;14;16)=2,37, nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy o istotnosci wspolczynnika korelacji wielowymiaro-
wej. Oznacza to réwniez, ze nie mozna odrzucié hipotezy o prawdziwosci
wspolczynnikow funkcji regresji.

12.13. Sprawdzenie adekwatno$ci modelu matematycznego

Oceng adekwatnosci modelu matematycznego do obiektu rzeczywistego
sprawdza si¢ testem F, ktory jest stosunkiem wariancji adekwatnosci do wa-
riancji charakteryzujacej blad doswiadczenia wedhug wzoru:

Sie
fie
TE
fg

F= gdzie S,; =S; - Sg, (12.44)

=

gdzie Sg jest wariancja obliczona wedlug wzoru (12.32), Sg jest wariancja
resztowa, fir=r;=n-m-n,-1 oraz fz=r,=n,-1 s3 liczbami stopni swobody, n jest
liczba prob, m jest liczba wyrazéw rownania regresji tacznie z wyrazem wol-
nym, n, jest liczba pomiaréw w centrum programu. Dla przyktadowych danych
otrzymuje si¢:
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fLF=r1=3l-15-7-l=8, qu2=7-l=6,
Sg=0,010327, Sg=0,038021,

S.r =0,038021 - 0,010327 = 0,027694 ,

0,027694
8 0,0034618
F = - =2,0114.
0,010327 ~ 0,0017211
6

Wartos¢ testu F poréwnuje si¢ z wartoscia krytyczng testu Fy(o;r);r;). War-
tos¢ ta odczytana z tablicy 15.6, dla nast¢gpujacych danych a=0,05, r =8, r,=6,
wynosi: F(0,05:8:6)=4,15. Poniewaz zachodzi nierownos¢ F=2.0114<
Fi.(0,05:8;6)=4,15, nastgpuje przyjgcie hipotezy o adekwatnosci funkcji regresji
na przyjetym poziomie istotnosci.

12.14. Odkodowanie funkcji regresji

W celu odkodowania funkcji regresji (12.16) wykorzystuje si¢ relacje kodo-
we wedlug wzoru (12.13). Po odpowiednim podstawieniu otrzymuje sig:

Y=R, =k, +k ("' ]+k ("2 "2°J+k3("3_"3°J+k4["4 __"4°J+
A, Ax, A%, Ax,
- = = = - = (=
+kl2[XIhwaxz_xzo)_'_kIS(x‘*wa xs_xao]
Ax, Ax, A AN
s Y
(xt _xlon4'x4oJ+k23(x2'xzo xs'xsoJ (12.45)
\
s e N e . ow
ko [ X2TX20 | Xa T Xa0 | g [ X3 7 X30 E ""40
&, AX, " ax A

N2 R _ I |
s (xlA_;lo] +k,, (sz;xzo} +k33(st_§ 30 J +k44( xg;‘-w] ’
1 2 3 4

natomiast po uporzadkowaniu wzglgdem zmiennej X,, i=1,2,3.4, otrzymuje sig

ostatecznie funkcj¢ badanego obiektu dla rzeczywistych wartosci czynnikow
badanych:
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Y=R, =ky—k 0 _j, Koy Xao 3 Xio ) Kiokpo Kok |
A AR, TR, AR, AR, " AXAR,

_ _ - \2
+ki, x_wxio +ky; x_zoxi, +ky4 xzoxw +kyq X340 +ky | =] +
Ax,Ax, AX,AX, szAx4 Ax3Ax Ax,

2 — \2 2 _ -
+k [xzoJ +k33["30) +k“(x4o] +( k_1 _ k_lz"z_o _ kls"a_o +
AX, AX, AX, AX, AXAX, AXAX,

_ kX0 _21(11?10)32‘ +( k, _ K210 _ k23X30 _ KX 40 _Zkzzizo)iz +
AX, AXAX, AX,AX, AXAX, Ai.g

AiAi, AX}
+ ( _ k¥ _kXy KXy . 33"30)— (k _ kX
Ax3 AX\AX;  AXAX; AXAX,  AX; Ax, AXAX, (12.46)

= ‘?4}‘.2_0 B kjﬁ?_o _2k4f:40)_ K1z xliz"' ..k”'_ X X5 +
AXAR, AXAX,  AX AR, AR AX,AX,
+( __k"'_ Ji,iiﬁr( _k”_ }i,_i:ﬁ( _k’-“_ ]izi4+[ _k3“_ Jia'i4+
H Rtz Xa e o Ko hea [ Kt oo
AX; AR AX AR

Rownanie (12.46) mozna rowniez zapisaé w prostszej postaci:

Y =by +b,X; +b,%; +b;X; +b,X, +b,%,X, +b,,X,X; +b,,X,X, T (12.47)

T - — = e =2 8 =2
+by;X,X; +b,,X,X, +b3 XX, +b,,X +b,, X5 +by X5 + by Xy,

gdzie:

-k, xso -k, xio +k, x_mx? +kj3 x_l_ox? +

by =ko -k, X10 . X20

ax; 7 A,
- - e _ 2
kg Ra0 g Xaokso Ly XaoKeo ) XaXeo (Ko | L (12.479)
AX\ A, AX, A, MAX, ' AXAX, AX,

2 - \2
+k 0 | +k ﬂ],
a2 () o (32
k,

_ kipXy _ kysXy, _ k14X 49 _Zkllflo
AX, M AX, AX\AX; AXAX,  AX]

2

by=
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b, = k, _ k;2X 19 N k53X30 _ k24X 40 _anim (12.47)

B Aiz AilA’_‘Z ﬁZASE3 AXZE'I» Aig ,

_ ky ky3X10 _ k23X _ k34X 40 _staisn
AX; AX,AX; AX,AX;  AXGAX, AX3

b,

k]

.= kq _ k14X10 o k24X 3 k34X _Zkuim
A, AX\Ax, AXAX, AXAX &_i

k]

k12 b k1 3 b kH k23 - k24

12 — A= 13 — A= 14 —— 23 E— 24 o T
Ax,Ax, AX,Ax, Ax,Ax, Ax,Ax, AX,Ax,
k k k k k
R . =L p,o=—2 b,=—3 b,=—u
UM, & T s Y &

Po odkodowaniu funkcji regresji (12.41) otrzymuje sig:

R, =2,88038994-0,00217189%, +4,3089826 K, +
—0,27841418%, —0,00462633%, —0,00070749%, X, +
+0,00020030%, X, +0,00000255%, X, —1,56789147X, X, +  (12.48)
—0,00465436%, X, +0,00246665%, X, +0,00000027%; +
+1,85730924%2 —0,002870821x% —0,00000093x,

lub

R, =2,88038994-0,00217189 F, +4,30898261p, +

~0,27841418 v, —0,00462633 1 —0,00070749F, p, +
+0,00020030 E, ¥, +0,00000255 F, [-156789147 5, V, + (1 49)

—0,00465436 B, 1+0,00246665 ¥, 1+0,00000027(E, ' +
+185730924(p, ) —0,002870821(%, ) —0,00000093(1)’,

gdzie F,, p,, v, 1 | sa parametrami technologicznymi procesu nagniatania
powierzchniowego z pradem, natomiast wyrazenia podkreslone s nieistotne w
sensie statystycznym.
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12.15. Okreslenie przedzialu ufnosci funkcji regresji

Ostatnim etapem obliczen przy ustalaniu postaci modelu matematycznego
badanego obiektu jest okreslenie przedziatu ufnosci otrzymanej funkcji regresji.
Przedzial ten zalezy od wartosci wejscia obiektu X; . Dla prognozowanej warto-

sci wyjscia modelu ?, na poziomie istotnosci o, przedzial ufhosci mozna obli-
czy¢ z nastgpujacych wzorow [15, 39]:

=<

Ftica o *SC Y ), (12.50)

lub

= S = o e A~
Y £ty ot n_—:MJ{x}T([X]T[X]) ') (12.51)

gdzie:
Y - wartoéé oczekiwana, obliczona z rownania regresji,
e (o f=n-m) - Wartos$¢ krytyczna rozkladu testu t-Studenta (tablica 15.4)
dla poziomu istotnosci o i stopni swobody f=n-m,
n - liczba prob,
m - liczba wyrazow réwnania regresji facznie z wyrazem wolnym,

52(?) - wariancja prognozowanej wartosci funkcji regresji,

([)_-l(]'r[};(])'l - macierz kowariancji,

{X} - wektor kolumnowy zmiennych wejsciowych (czynnikéw badanych
w postaci zakodowanej),

Sg = ?Zl](i ~¥,)? - wariancja resztowa.

Wariancj¢ zapowiadanej wartosci funkcji oblicza si¢ wykorzystujac prawo
skumulowanych blgdow, otrzymujac:

A 4 _ & o 4 _
Sz(Y)zsz(ko)"’Sz(ki)Zii? ﬂz(kij)_zliisz +52(kﬁ)§§? #
1= ij= i=
i<
.\ . A - (12.52)
+2c6v(k,k; )T X! +2cov(k; k;) T X7x2,
i=1 ij=l

1<)
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gdzie wariancje s’(k,), s*(k;), Sz(kij) i s’(k;) oraz kowariancje oszaco-

wan parametrow cov(k,,k ), cov(k k;) mozna okresli¢ z nastgpujacych

WZOTrow:
ns’(k,) ns’(k;) ns?(k,)

c-d, —Z=27, (12.53)
s*(y) s?(y) s2(y)

b ]

: . .
nsz(kij)=l_3_], ncovgko,k“):_b ncovz(kmku)z_d
s“(y) s“(y) s°(y)

] 2

przy czym s’(y) oznacza wariancj¢ w probee, zwiazang z bledem do$wiadcze-
nia, zas A, 1 A3 s3 momentami planu, natomiast a, b, ¢ oraz d sa wspotczynnika-
mi, okreslanymi z nastgpujacych wzorow:

SA?
a= =+l
Ao—=A; +8Sk;—SA2
b= by
2 ?
kg =Xy +SK, =822 (12.54)
c= :
=i
K3—-l22

Ay —A3)(Ay — Ay +SA; —SAZ)’

S jest liczbg czynnikow badanych, A4 jest momentem planu. Momenty planu A,
A3 1 A4 oblicza si¢ ze wzorow:

=(2‘*’+2\/2_~")
==

A,
s
8 :2—, (12.55)
n
s 4
A, = 2° +2a
n
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Pomig¢dzy wspotczynnikami a, b, ¢ i d a momentami planu A,, A3 i A4 zacho-
dza nastgpujace zwigzki:
a-bki, =1,
b+ (dk —c)A, =0, (12.56)
bA, +[d(k —=1)-c]A; +dA, =0.
Po uwzglednieniu zaleznosci (12.53) wzor (12.52) przyjmuje postaé:

- 2
s2(Y)=2

1,)=1
-]

TS’) [(c-d)Zx! +(03 —2d) 3 K252 + (0] —2b)2 %2 +a] (12.5)
1=1 i=1

gdzie N=nr jest ogolng liczba doswiadczen.

Jezeli plan drugiego rzgdu jest planem rotatabilnym, to wariancja wartosci
obliczanych na podstawie modelu powinna zalezeé tylko od promienia kuli p.
Zaleznos¢ wariancji zapowiadanej wartosci funkcji od promienia kuli okresla
rownanie:

s3(Y)=A + Bp? +Cp*, (12.58)
gdzie:
P2
o’ =>:z e E (12.59)
C i

Rownanie postaci (12.57) mozna otrzymac¢ z rownan (12.54) lub (12.56), je-

: o )

zeli wspolczynniki przy sumach ; xti ¥ xIx { spelniaja warunki:
1

4
1j=1
1]

2s” (k) =s*(k;) +2cov(kok;) , (12.60)
2c-d)=A; -2d,

skad:

W=23. (12.61)
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Podstawiajac zaleznos¢ (12.61) do wzoru (12.54); otrzymuje si¢ nast¢pujacy
warunek rotatabilnosci, dotyczacy momentow planu:

A, =3A,, (12.62)

zas$ stale we wzorach (12.54) przy warunku (12.62) wynosza:

_ (S+2N
(S+2)A, —SA%’
— l2
N =
(S+2)A, —SA3 (12.63)
e= l
2Xs°

_ Ay — 25
20,[(S+2)A; —SA%]

Wykorzystujagc rownanie (12.57) mozna otrzymac z réwnan (12.54) 1 (12.56)
réwnania, ktore sa stuszne tylko dla planu rotatabilnego:

s2(Y) =57 (ko) +[s2(k; ) + 200wk ok )L X2 +
=1
4 ., 4
+s2(ky)| T XEX2+3x? |, (12.64)
=
<]

lub

-~

2
ﬂ?):# (c—d) é%g’w 25 KR |+ (07 —2b)§§i | (12.65)
1= J:
i<j

Wariancje w probee s*(y), zwiazana z bledem do$wiadczenia, mozna obli-
czy¢ dwoma sposobami na podstawie wynikow powtornych obserwacji w roz-
nych punktach planu.

Pierwszy sposob polega na uogoélnieniu wariancji, odpowiadajacych po-
szczegdlnym punktom planu:
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%(ri = l)siz
s*(y)=—, (12.66)
E(ri «1)

gdzie r; oznacza liczb¢ powtérzen w i tym punkcie planu, s’ jest i-ta wariancja
wynikow eksperymentu.

Drugi spos6b polega na wyliczeniu wariancji w probee s*(y) za pomoca su-
my kwadratow odchylen, zwigzanej z ,,czystym bledem™:

i%(Yij '—?i)z

s*(y)=— ‘n(r' oy (12.67)

Dla analizowanych danych otrzymuje si¢:
a) wartos¢ ramienia gwiezdnego:

op=y2® =2t=2,
b) wartosci momentow A,, Az i A4

n=2"+2S+n,=2%+2e4+7=31,

:23+2J2_S:2“+2x/2_“
n 31

A, =0,774193548 = 0,7742,
Ay =2 =2_=0,516129032=0,5161,
n 3l
S 4 4 4
A =2 20 2 H202 | 548387097 =15484,
n

czyli: nA,, =24, nA; =16, 1 nA;=48, zasA;=3A,.

c¢) wartosci statych a, b, ci d:

(S+2)A, 605161 3,0966

a= 2 —) ) = = 4,429,
(S+2)A;, -SX, 6¢0,5161-4(0,7742)* 0,6991

b A, 3 0,7742 _0,7742 11074,

T (S+2)A, -SA3  6e0,5161—4(0,7742)> 0,6991
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1 1 1
2A, 205161 10322
q= Ay = A _ 05161 - (0,7742)*

20, [(S+2)A; —SAL] 20,5161e[600,5161 -4 (0,7742)*]
_0,0833

= =-0,1154,
0,7216

=0,9688,

= (12.69)

d) wartosci wspotczynnikow w rownaniu (12.65):

¢ —d=0,969 - (~0,115) = 1,084,
2(c — d) = 2[0,969 — (=0,115)] = 2,168, (12.70)
1

~ 21107 =-0,9223,
0,7742

A —2b=
2

e¢) wariacja s’(y) charakteryzujaca blad doswiadczenia wedlug wzoru (12.66)
dla ri=r=5:

n
(r, =Dsi Xsf
s’(y)=2 == __ - 0’0;’;‘54 =0,0001465, (12.71)

Y-l
1=1

M=

f) wartos$¢ krytyczna rozkladu t-Studenta dla poziomu istotnosci a=0,05 1 stopni
swobody f=n-m=31-15=16 odczytana z tablicy 15.4 wynosi:

£(0,05;16)=2,1199, (12.72)

g) przedzial ufnosci funkcji regresji wedlug wzoru (12.50), wobec zaleznosci
(12.65) 1 (12.69)+(12.72), ma nast¢pujaca posta¢ zakodowana:

1,)=1
1<)

A~ 4 _ 4 ___ 4 _
Y i0,0046J1,084Zif +2,168 if?f ~0,922y X7 +4,429 . (12.73)
1=1 1=1
Zatem poszukiwany model matematyczny opisujacy srednie odchylenie pro-
filu chropowatosci od linii $redniej w funkcji parametrow technologicznych
procesu nagniatania z pradem ma ostatecznie nastgpujaca posta¢ zakodowang;
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-~

R, =0,221483-0,144435x, +0,108659%, — 0,007654%, +
—0,049088%, — 0,064375%,X, +0,040500%,X, +0,128875%,X, +
~0,063500%,X; — 0,047125%,X,, +0,055500%,X, +0,124244X] + (12 74)
+0,033849x —0,002584x2 —0,005213%> +

i _;-l
i<j

4
+0,0046 \/1,0842 +21683 %2 X2 09zzz;x +4,429,

lub odkodowana:

R, =2288038994-0,00217189 F, +4,30898261 5, —0,27841418 v +

-0,00462633 1-0,00070749 F, p, +0,00020030 E v, +
+0,00000255 F, 1-1,56789147 p, v, —0,00465436 p, 1+

+0,00246665 v, 1+0,00000027 (E (‘3)2 +185730924 (p, ) +
~0,002870821(5, }* ~0,00000093 (If +

= e e — 4
+0,0046 [Logq [ B=1541) | (Pa=03) (%, —095) (1-450) |
674 013 030 o
4216 ~1541) (5 -03Y [B- ~1541)'(v. —095Y .
674 0,13 674 0,30

(F,-1541)(1-450 2+ p, —03Y (¥, -095Y
67 S 75 013 ) 030

+

=

(5., -0,3]2f T—450]2 [vn 4},95“(1—450}2
+ + +
Loz )75 030 )| 75

-~ g ——y . 2 (12.75)
_092 | B [P —03) (Ve =095} [1-450} 1 ) 1g
674 0,13 030 75

Funkcje (12.74) i (12.75) stanowia model matematyczny identyfikujacy pro-
ces nagniatania z pradem w okreslonych warunkach-jego realizcji, przy pozio-
mie istotnosci =0,05. Z punktu widzenia statystyki oznacza to, ze dla zada-
nych wartosci parametrow technologicznych, wynikajacych z przedzialu ich
zmiennosci, na 100 wyprodukowanych czgsci, 95 bedzie miato uksztattowana
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powierzchnig o takiej strukturze geometrycznej, ktorej parametr R, b¢dzie nale-
zal do przedzialu zdeterminowanego funkcjami (12.74) lub (12.75). Funkcje te
majace posta¢ wielomianu drugiego stopnia, moga by¢ wykorzystane do okre-
$lenia ekstremum (por. rozdz. 13). Z postaci tych funkcji wynika rowniez, ze
blad rosnie w miar¢ oddalania si¢ od centrum programu. Wynika to z zastoso-
wanego w badaniach programu uniform-rotalnego (por. pkt. 10.5.3.2), cechuja-
cego si¢ kulistym rozktadem informac;ji.



OPTYMALIZACJA
1 3 OBIEKTU NA PODSTAWIE
MODELU MATEMATYCZNEGO

13.1. Wprowadzenie

Badajac obiekt cz¢sto znajdujemy si¢ w sytuacji wyznaczenia jego stanu op-
tymalnego lub polioptymalnego. Typowy przypadek polioptymalizacji polega na
zdeterminowaniu wartosci czynnikow wejsciowych (zmienne sterowalne) ze
wzgledu na okreslone kryteria polioptymalizacji, przy zadanych warunkach
ograniczajacych. Dla tych celow niezbgdna jest migdzy innymi znajomosé
modelu matematycznego obiektow badan. W pewnych sytuacjach, wygodnie jest
dla tego celu wykorzysta¢ model empiryczny. Wyznaczenie stanu optymalnego
lub polioptymalnego dla takiego przypadku jest celem niniejszego rozdziatu.
Problemy te zostana omoéwione na przykladzie procesu powierzchniowego nag-
niatania tocznego z elektrokontaktowym nagrzewaniem, opisanego w roz-
dziale 12. '

W celu otrzymania wyrobu o wymaganej jakosci technologicznej nalezy do-
bra¢ odpowiedni stan przedmiotu po obrébce poprzedzajacej i warunki realizacji
procesu nagniatania. Ksztaltowanie nagniataniem wyrobu o okreslonej jakosci
technologicznej jest bardzo zlozone. Wynika to migdzy innymi z nastgpujacych
przestanek [25]:

I. Czynnikami bezposrednio wplywajacymi na jakos¢ wyrobu sa procesy fi-
zyczne wystgpujace w obszarach kontaktu elementu nagniatajacego z przed-
miotem i w strefach odksztalcen plastycznych. To dopiero przebieg tych
procesow uzalezniony jest od stanu przedmiotu po obrobce poprzedzajace;
1 od warunkow realizacji procesu nagniatania.

2. Wielkosci charakteryzujace poszczegolne procesy takie jak wspotczynnik
tarcia, wspolczynnik przewodnosci cieplnej, cieplo wiasciwe, elektryczna
opornos¢ wiasciwa, elektryczna opornos¢ wialciwa, elektryczna opornosé
kontaktowa, napr¢zenia uplastyczniajace, itp., s zalezne od temperatury.

3. Zjawiska zachodzace w strefach odksztalcen materialu oddziatywuja na
zjawiska w obszarach kontaktu. Te z kolei - na niektére warunki procesu
nagniatania (wtérne oddziatywania skutkéw na przyczyny).

4. Jednoczesnie wystepuje kilka wspoldziatajacych ze soba procesow, np. pol
temperatur i1 naprg¢zen.
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5. Pomiar parametréw procesoéw decydujacych o jakosci technologicznej wyrobu
takich jak: pole temperatury, pole napr¢zen, dyfuzja, przemiany strukturalne,
itp., w trakcie nagniatania jest przy obecnym poziomie techniki pomiarowe;j
niemozliwy. O ich przebiegu mozna jedynic wnioskowa¢ na podstawie
wiasciwosci wyrobu po procesie nagniatania.

Efcktem nagniatania jest zmniejszenie chropowatosci i zwigkszenie nosnosci
powierzchni, przy jednoczesnym utwardzeniu warstwy wierzchniej obrabianego
przedmiotu oraz ksztaltowanie w niej naprezen $ciskajacych. Jednoczesne
wystepowanie tych efektow obrobki powoduje, ze elementy nagniatane majg lep-
sze wlasciwosci uzytkowe niz elementy obrabiane w sposob konwencjonalny.

Proces powierzchniowego nagniatania tocznego z elektrokontaktowym na-
grzewaniem, z punktu widzenia termodynamiki ciala stalego, jest fizycznie,
geometrycznie i cieplnie nieliniowym problemem brzegowo-poczatkowym.

Nieliniowo$¢ fizyczna wynika z nieliniowych réwnan opisujacych wiasci-
wosci materialu czgsci obrabianej.

Nieliniowo$¢ geometryczna powodowana jest zmiang poczatkowej geometrii
czgscl, prowadzaca do nieliniowych zwiazkow odksztalcenie-przemieszczenie.

Nieliniowo$¢ cieplna wynika z nieliniowych réwnan rézniczkowych opisu-
jacych transport ciepta, nieliniowych 1 ruchomych zewngtrznych 1 wewngtrznych
zrodel ciepla, z nieliniowych i ruchomych warunkow brzegowych II i III rodzaju
dla temperatury oraz ze zmiennosci parametrow termofizycznych (zaleznych od
temperatury).

13.2. Model matematyczny procesu nagniatania

Dla celow polioptymalizacji (optymalizacji) nagniatania powierzchniowego z
elektrokontaktowym nagrzewaniem niezbgdna jest znajomos¢ modelu
matematycznego tego procesu.

W zaleznosci od sposobu uzyskania modelu rozréznia si¢ modele teoretyczne,
empiryczne i polempiryczne.

Modele teoretyczne sg najbardziej skomplikowane, a wyprowadza si¢ je w
oparciu o analiz¢ ilosciowa wszystkich zjawisk fizycznych towarzyszacych
procesowi nagniatania. Pomimo ponad czterdziestoletnich badan nad tym proce-
sem obrobki, dotychczas nie udalo si¢ opracowa¢ dokladnego modelu teore-
tycznego tego procesu. Trwaja natomiast proby opracowania modeli przy-
blizonych, ktérymi sa sformulowane w przyrostach, dyskretne modele mate-
rialowy i kontaktu, dynamiczne rownanie ruchu (uwzgledniajace wplyw ciepla)
i rownanie przeplywu ciepla (uwzglgdniajace dynamikg procesu). Wykorzystuje
si¢ przy tym migdzy innymi rachunek wariacyjny, nieliniowa mechanik¢ osrod-
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kow ciaglych, mechanik¢ kontaktu, termodynamiczna teori¢ materialow i metode
elementow skonczonych [21, 23, 24, 27, 28, 29, 30 31, 32, 33].

Proces nagniatania powierzchniowego traktuje si¢ jako stacjonarny, wielo-
parametrowy 1 nieliniowy obiekt sterowania. Ogélng postacia matematyczna tego
obiektu jest nastgpujaca zaleznosé funkcyjna:

F(b,X,c,h,y) =0, (13.1)

gdzie b={by, ..., bx} jest zbiorem nieznanych wspélczynnikow (stale) w modelu
matematycznym, X ={X,,...,Xs} jest zbiorem czynnikow badanych (zmiennych
sterowalnych), ¢={cy, ..., cc} jest zbiorem czynnikéw statych, h={h,, ..., hy} jest
zbiorem czynnikéw zaklocajacych, y={y,,...¥,} jest zbiorem czynnikéw
wynikowych.

Zbiér x ={X,,...,X5} zawiera czynniki badane (zmienne sterowalne), ktore sa
od sicbie niezalezne. Czynniki te w istotny sposéb wplywaja na czynniki wy-
jciowe y, zas ich regulacja w trakcie procesu technologicznego nie stanowi
problemu. Zbiér tych czynnikow zalezy od odmiany procesu nagniatania (z
pradem - S=4 lub bez pradu S=3) oraz od sposobu wywierania docisku elementu
nagniatajacego do przedmiotu. W przypadku nagniatania tocznego z pradem z
elastycznym dociskiem elementu nagniatajacego, zbiér X stanowia nastgpujace
parametry technologiczne: X, = F, - glowna sita nagniatania, [N], X, =p_ - po-
suw nagniatania [mm/(2nrad)], X, =V, - predkosé nagniatania, [m/s], X, =1 =
nat¢zenie pradu elektrycznego, [A]. Natomiast w przypadku, gdy docisk ele-
mentow nagniatajacych jest sztywny, wowczas glowna sila nagniatania nie Jest
parametrem technologicznym, lecz wielkocecia wynikowa. Parametrem sterowal-
nym jest gigbokos¢ (wcisk) nagniatania (g). Zatem X, =g, [mm]. Pozostale
parametry zbioru X nie ulegaja zmianie. W przypadku nagniatania bez pradu
(X, =I1=0 [A]), a zbiér X sklada si¢ z trzech parametrow.

Zbior c={cy, ..., cc} czynnikdw stalych, stanowiacych tzw. niezmienne
warunki badan, ustala si¢ na pewnych wybranych poziomach. W zbiorze tym
rozroznia si¢ nast¢pujace podzbiory (por. pkt. 12.1):

a) podzbiér parametréw zwiazanych z warunkami obrébki: parametry
zwigzane z elementem nagniatajacym, parametry zwiazane ze stano-
wiskiem obrobkowym, poczatkowe ustawienie elementu nagniatajacego,
rodzaj czynnika chlodzacego i jego parametry, liczba elementéw nagnia-
tajacych, napigcie pradu roboczego,

b) podzbiér parametréw zwigzanych z przedmiotem obrabianym,

¢) podzbior parametrow towarzyszacych procesowi obrobki.
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Zbiér h={h,, ..., hy} czynnikéw zaklocajacych, ktére moga by¢ mierzalne,
lecz niesterowalne lub niemierzalne i niesterowalne, stanowia: niejednorodnosc¢
materialu przedmiotu, losowe fluktuacje nastawionych parametréw obrobki,
losowy charakter chropowatosci powierzchni, niekontrolowane zuzycie narzed-
zia, itp.

Zbiorem ¥ ={¥,,...¥,} czynnikéw wynikowych moze by¢ zbior wielkosci
okreslajacych jakos¢ technologiczna lub uzytkowa wyrobu. Na jakos¢ tech-
nologiczna wyrobu sklada si¢ podzbior parametréw zwigzanych ze stanem war-
stwy wierzchniej i podzbiér parametréw zwigzanych z dokladnoscia wymiarowo-
ksztaltowa.

Zbiér parametréw okreslajacych wlasciwosci uzytkowe warstwy wierzchniej
obejmuje te parametry, ktore charakteryzuja odpomnos¢ warstwy wierzchniej na
dziatanie okreslonych czynnikéw wymuszajacych i moze obejmowac: wytrzy-
malo$¢ zmeczeniowa objetosciowa i powierzchniowa, wspétczynnik tarcia, od-
pornos¢ na zacieranie oraz odpornoséna zuzycie Scierne i korozyjne.

Przy zalozeniu, ze wplyw czynnikoéw zakldcajacych na proces jest nieistotny
(h=const), wobec c¢=const., model (13.1) mozna uprosci¢ do postaci:

F(b,x,y)=0, przy c=const. 1 h=const, (13.2)

ktora jest zaleznoscia statystyczna (korelacyjna).

W celu okreslenia jawnej postaci funkcji (13.2) nalezy zrealizowaé algorytm
opisany w rozdziale 12, a w szczegolnosci:

o przyjaé klas¢ modelu matematycznego,

e wykonaé eksperyment zgodnie z opracowanym planem,

e przeprowadzi¢ analiz¢ statystyczng wynikow eksperymentu: eliminacja
bledow grubych, analiza jednorodno$ci wariancji w poszczegolnych
punktach badan),

e dokona¢ identyfikacji i analizy otrzymanego modelu matematuycznego
(obliczenie wspolczynnikéw, badanie ich istotnosci, badanie stopnia do-
pasowania funkcji do obiektu, badanie adekwatnosci modelu).

Jawna postacia modelu matematycznego (13.2) moze by¢ wielomian, funkcja
wykladnicza lub potggowa lub tez odpowiednia suma tych modeli. Zarowno
funkcje wykladnicza jak i potegowa poprzez logarytmowanie oraz po uzu-
peieniu interakcji, mozna sprowadzi¢ do wielomianu o postaci:

B K K K
Y =b, +TbX; +2bX] + T b;X;X; (133)
i=1 ]

i=1 i,)=1
i<
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lub w zapisie macierzowym:

{y} =[x]{b}. (13.4)

Po unormowaniu zmiennych wejsciowych, zgodnie ze wzorem:

X; =——71° 13.5
TR (13.5)
gdzie:
X, - zakodowana warto$¢ czynnika badanego,
X; - wartos¢ czynnika w jego naturalnych jednostkach,
X;, - warto$¢ czynnika odpowiadajaca podstawowemu centralnemu

poziomowi w jednostkach naturalnych,
AX; - wartos¢ bezwzgledna kroku wzdtuz osi x, w skali naturalnej,

rownanie (13.3) przyjmuje wowczas postac:

A K - K - K J—
y=ko + kX, +ZkX! + T kXX, (13.6)
i=] i=1 i,)=1 )
if.j
lub w zapisie macierzowym:
(¥} =[xI{k} . (13.7)

Optymalny zbiér wspotczynnikow k tych modeli wyznacza si¢ minimalizujac
funkcj¢ Sk:

S, —min! (13.8)

ktora w ogolnym przypadku ma postaé:
N - 2
S =X W, [yi —yi(t“,...,tis;ko,...,kx)]m, S=1234, , (13.9)
i=1

gdzie W jest funkcja wagi, ¥, sa srednimi wartosciami wyj$¢ obiektu (wartosci
otrzymane z badan eksperymentalnych, zrealizowanych zgodnie z odpowiednim
planem), ?i sg wartos$ciami wyjs$¢ modelu matematycznego. Dla wigkszosci przy-
padkow nagniatania postuluje si¢, ze Wi=1, m=2. Wowczas problem optymalizacji
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sprowadza si¢ do minimalizacji sumy kwadratow blgdow, zas wektor nieznanych
wspolczynnikow k okresla rownanie:

{k}=([T]T[T])"][T]T{Y}. (13.10)

gdzie [T) jest macierza planu eksperymentu, ([T]"[T])™" jest macierza kowari-
ancji, {y} jest wektorem kolumnowym s$rednich wynikéw pomiaréw w poszc-
zegolnych punktach planu eksperymentu [T].

13.3. Optymalizacja procesu nagniatania

Po okresleniu postaci modelu matematycznego (F) procesu nagniatania oraz
znajac funkcje-kruyterium (K) i warunki ograniczajace (W) mozna przystapi¢ do
optymalizacyjnych badan analitycznych, tj. analitycznego okreslenia optymal-
nego stanu obiektu badan. Sposrod duzej liczby znanych obecnie metod opty-
malizacji do powyzszego celu wystarczy stosowac jedna z nastgpujacych metod:

. Rachunek rézniczkowy okreslania ekstremum.
2. Metoda mnoznikéw Lagrange’a.
3. Programowanie matematyczne, a zwlaszcza:

a) metoda systematycznego poszukiwania,

b) metoda poszukiwania losowego tzw. metoda Monte Carlo,

c) metoda gradientowa.

. Programowanie nieliniowe.
. Teoria gier.
. Metoda graficzna.

O wyborze odpowiedniej metody decyduje posta¢ modelu matematycznego
(F), rodzaj funkcji kryterium (K) oraz posta¢ warunkow ograniczajacych (W).

Rachunek rozniczkowy okreslania ekstremum mozna stosowaé wowczas, gdy
dla przyjetych K i W funkcja F posiada wypuklos¢ (wklgstos¢). Zdarza sig jed-
nak, ze badana funkcja osiagga wartosci ekstremalne na krancach przedzialu a
ekstremum globalne lezy poza przedzialem lub tez w badanym przedziale istnieje
jedynie punkt siodlowy, co mozna stwierdzi¢ badajac warunek wystarczajacy
istnienia ekstremum. Wowczas stosowanie rachunku rozniczkowego jest nie-
przydatne. Natomiast stosowa¢ mozna jedna z metod programowania
matematycznego np. metod¢ systematycznego poszukiwania lub metod¢ gra-
ficzna.

A A

Metod¢ mnoznikéw Lagrange’a wykorzystuje si¢ do analitycznego okreslenia
ekstremum funkc)i zastgpcze) utworzonej na bazie kilku funkcji kryterium lub do



13. Optymalizacja obiektu na podstawie modelu matematycznego 333

okreslenia ekstremum warunkowego funkcji zastgpczej utworzonej z funkcji-
kryterium 1 warunkéw ograniczajacych.

W dalszej czgsci podane zostana dwa przyklady zastosowania powyzszych
metod do rozwigzywania szczegélnych przypadkow optymalizacji procesu nag-
niatania powierzchniowego.

13.3.1. Przyklad 1

Obiektem badan optymalizacyjnych jest nagniatanie toczne z pradem z elas-
tycznym dociskiem krazka do przedmiotu [19]. Przedmiotem badan jest czgsé
walcowa, ktéra po obrobce nagniataniem powinna posiada¢ wymiar ¢30h7.
Czgsc ta w czasie eksploatacji bgdzie obcigzana zmgczeniowo. W celu zapewni-
enia odpowiedniej wytrzymalosci zmegczeniowej nalezy w warstwie wierzchniej
czgsci wytworzy¢ Sciskajace naprezenia wynikowe o maksymalnej wartosci i
Jednoczesnie uzyska¢ powierzchni¢ o minimalnej chropowatosci, bez mie-
jscowych karbow bedacych inicjatorami ztoméw zmeczeniowych. Mamy tutaj
zatem do czynienia z optymalizacja dwukryterialng. Warunkami ograniczajacymi
sq wigzy stabe — przedzialy zmiennosci czynnikow badanych. Zgodnie z istnie-
Jacymi juz podstawami teoretycznymi procesu nagniatania [19-33] wymagane
wyze] wlasciwosci uzyskuje si¢ jednoczesnie, gdy zmiana srednicy Ad waltka w
procesie nagniatania bgdzie maksymalna. Zatem rozwazany problem mozna
sprowadzi¢ do optymalizacji jednokryterialne;.

Wobec nieznajomosci modelu matematycznego badanego obiektu, przyjeto
ogolna koncepcj¢ modelu obiektu badan w postaci:

Ad=F(F,,5,.7..1). (13.11)

Nagniatanie prowadzone jest w nastgpujacych statych warunkach:

e obrabiarka: tokarka typ TSS-150,

e przyrzad nagniatajacy: trojkrazkowy,

¢ ciecz chlodzaco-smarujaca: olej maszynowy 8+10% ACP o natezeniu
przeplywu q=25 dm’/min,

e geometria krazka i jego material: srednica D=54 mm, szerokos¢ czesci
roboczej h=3 mm, promien zaokraglenia zarysu R=0,3 mm, kat pochyle-
nia tworzace) a,=1°15", stal SW18 o twardosci 62HRC,

* material obrabiany: stal 55 normalizowana, zdeterminowany profil chro-
powatosci o Srednim odchyleniu profilu od linii $redniej réwnym
Ru=2,6 pm,

o ilos¢ przejsc: i=1.
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W badaniach rozpoznawczych ustalono nastgpujace przedzialy zmiennosci
czynnikow badanych, stanowiacych wigzy slabe:

x,=F: 1932889 [N],
X,=p,. 0,05+0,56 [mm/2nrad],
X, =V, : 0,35+1,55 [m/s],
X,=1: 300600 [A].

Po zakodowaniu powyzszych czynnikow otrzymano:

- X, -1541
X, =—,

674

X,-03 - %,-095 . X,-450
B A e LA P Sy 13.12
V! . 0.3 4 75 ( )

#|(

Badania wlasciwe przeprowadzono zgodnie z macierza planu rotalnego, dla
S=4. Stosowano pigciokrotng powtarzalno$¢ badan dla kazdego punktu planu
(r=5). Otrzymane wyniki pomiaréw poddano analizie zgodnie z metodyka przed-
stawiong w rozdziale 12. Ostatecznie otrzymano nastgpujaca postac¢ funkcji re-
gresji oraz jej przedzial ufnosci dla poziomu istotnosci a=0,05 i liczby stopni
swobody n-m=16:

Ad =2796-137x, —214x, + 0,79, — ,46x,X, —1,76x> —122X} +

i,j=1
i

- 4 _ 4 ___ 4 _
~1,77%2 +£0,2846 \/1,034223 +2]168% X X; —0,9223y X +4,4286, (13.13)
i=1 i=1

ol

~2<X <42, i=1234

W powyzszej funkcji uwzgledniono jedynie wspolczynniki istotne. Z postaci
tej funkcji wynika, ze na poziomie istotnosci a=0,05 wptyw predkosci nagnia-
tania, w badanym przedziale zmiennosci, na czynnik wynikowy jest nieistotny.
Zatem mozna ja w tym przypadku traktowac jako jeden z czynnikow statych.

Wartosci poszczegolnych testéw statystycznych 1 ich wartosci krytyczne sa
nastgpujace:

a) test Cochrana:
G=0,1316; G,=0,1348;

b) test t-Studenta:
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t=48,79; t,=4,44; t,=6,91; t,=0,56; t,=2,554; t,,=3,8578; t,3=0,89;
t14=0,099; t,3=0,033; 155=2,2422; t3,=0,231; t,,=6,231; t,,=4,311;
t33=0,9 19, t44=6,23 1', th(0,05;6)=2,4469;

c) test F-Snedecora:
F=5,46 dla R=O,909; Fh(o_(}514;|5)=2,37',
d) test F-Fischera
F=3,263; Fmg_05;523)=3,58.
Zadanie optymalizacji zapiszemy nastgpujaco:
Ad — max!, (13.14)
Przy warunkach ograniczajacych:
-2<X, <42, i=124. (13.15)
W celu okreslenia stanu optymalnego badanego obiektu zastosowano metode

rachunku rézniczkowego. Z warunku koniecznego istnienia ekstremum otrzy-
mano nastgpujacy ukfad rownan:

ai 1,73 - 1,46, - 3,52, =0,

<2—‘§5:0, ={-214-146X, —2,44x, =0, (13.16)
aA% 0,79 - 3,54%, =0.
=,

Po rozwiazaniu ukfadu réwnan (13.16) i odkodowaniu zmiennych w oparciu
o zwiazki (13.5) otrzymano nastepujace wartosci parametréow technologicznych:

F, =2208N, P, =0l116mm/2nrad, 1=466,5A. (13.17)

Parametry te zapewniaja maksymalng zmiang srednicy watka w operacji nagnia-
tania rowna Aam =30,3 um, a zatem i otrzymanie pozadanych wilasciwosci
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warstwy wierzchniej. Wartos¢ Ad_, okresla jednoczesnie naddatek tech-
nologiczny pod nagniatanie i srednice watka po obrobce poprzedzajacej, ktora
powinna wynosi¢ $30,03h7 (odchyiki: gorna=0; dolna=-0,025) mm.

Stalowartosciowe zaleznosci zmian srednicy Ad oraz polozenie punktu op-
tymalnego, opracowane na podstawie modelu (13.13) przedstawia wykres
przestrzenny (rys. 13.1).

posuw
Ad=20
................................. e e L™ Hm
/ Ad=23 pm
§ d=26
| A pm
Natg¢zenie
. pradu
7 ' E - ”'I'F"K- Ioﬁ%%,s A
Poop=0,11 §mrf|72nrad ):" ,E/T" ) 4, \
e i v R W Adna=30,3 um
-~ \ Y § >
Fop=2208 N Sita nacisku

Rys. 13.1. Stalowartosciowe wykresy zmian Srednicy Ad w zaleznosci
od parametréw technologicznych nagniatania: F,, p,,1 [26].

13.3.2. Przyklad 2

Obiektem badan optymalizacyjnych jest nagniatanie toczne z pradem z ela-
stycznym dociskiem krazka [19, 25].. Przedmiotem badan s3 rury cienkoscienne
ze szwem o wymiarach $20x1,2. Efektem obrobki ma by¢ chropowatos¢ po-
wierzchni, ktorej wysokos¢ powinna wynosi¢ R,€[0,5;1,6] mm. Ze wzglkdu na
koszty obrobki nalezy dazy¢ do maksymalizacji wydajnosci W. Mala sztywnos$¢
postaciowa rury powoduje, ze warto$¢ gléwnej sity nagniatania musi by¢ mniej-
sza od sity granicznej Fg, przy ktorej nastgpuje zniszczenie (zgniot) rury. War-
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tos¢ tej sity jest funkcja posuwu, predkosci nagniatania i nat¢zenia pradu elek-
trycznego. Model matematyczny procesu nie jest znany. Postepujac analogicznie
jak w przykladzie pierwszym otrzymano nastgpujace rOwnanie regresji:

-~

R, =1,607 - 0,367%, +0,166X, — 0,154X, — 0,069%,X, +
- 0,052X,X, + 0,196x,x, — 0,076X,X, +0,007X,X, +
~0,026x? +0,038x2 - 0,181x> — 0,152X> + (13.18)

ij=1
i<

& 4 .o 4 _
+0,02568 Jl,084Zif +2,168 T XX —0,9223 X +4,4286 ,
i=1 i=1

Fad

-2<X, <42, i=1234.

Wartosci krytyczne testow statystycznych sa identyczne jak w przykladzie
pierwszym, natomiast wartosci testOw wynosza;:

a) test Cochrana: =0,1298,

b) test t-Studenta:

t=14,247; t,=6,026; t,=2,725; t;=0,225; t,=2,534; t,,=0,929; t,,=0,695;
t]4=2,62.', t23=l,01; t24=0,578., t34=0,092', t 1=0,46.', t22=0,688; t33=3,234;
t44=2,732; '

c) test F-Snedecora: F=2,69 dla R=0,838;
d) test F-Fischera: F=8,1.

Wydajnos¢ procesu nagniatania powierzchni walcowych dla i=1 okresla
zaleznosc:
_60p,v,

w )
nd

mm/2nrad. (13.19)

Zaleznos$¢ powyzsza, dla zakodowanych wartosci zmiennych, ma postaé:

~ 60(0,1235%, + 0,09, +0,039%,X, +0,285)

W )
nd

mm/2nrad.  (13.20)

Zadanie optymalizacji sformulujemy w tym przypadku nastepujaco:

W — max! (13.21)
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przy warunkach ograniczajacych — wigzach stabych:

-2<X. <42, i=1234,
F, <E, =f(p,,v,.D), (13.22)
05<R, <16 pm.

Problem ten mozna rozwigza¢ stosujac metod¢ systematycznego poszukiwa-
nia lub metod¢ mnoznikow Lagrange’a. W tym drugim przypadku konieczne jest
uzupelienie funkcji regresji (13.18) o pozostale wyrazy, ktore ze wzgledu na
nieistotnos¢ wspolczynnikow mozna bylo pominaé. Zarowno w jednym, jak w
drugim przypadku proces obliczen jest stosunkowo zlozony. Dlatego tez wygod-
nie jest postapi¢ nastgpujaco. Maksymalna wydajnos¢ nagniatania zgodnie ze
wzorem (13.20) uzyskuje si¢ wtedy, gdy zarowno posuw nagniatania, jak 1 pred-
kos¢ nagniatania beda maksymalne. Przy ograniczeniach (13.22), mamy:
X, =X; =+2 . Zatem Wp,=0,829 m/min.

Przyjmujac wartoéci X, =X, =+2 jako stale, zbiér rozwiazan kom-
promisowych spehiajacych ograniczenia (13.22) wyznaczymy stosujac metodg
graficzng.

Dla ?2 =X, =+2 warto$¢ sily krytycznej zalezy jedynie od wartosci
natezenia pradu elektrycznego, ktory wplywa na warto$¢ temperatury a zatem 1
na wartos¢ oporu plastycznego materialu rury, zgodnie z zaleznoscia:

_ -, i
F, (T) =—0,000081* +0,0485I - 6,64 [N], (13.23)
lub po zakodowaniu zmiennych:
F, (X,)=-0,45x; —-176x, -1 [N]. (13.24)

Dokonujac stalowartosciowych przekrojéw hiperpowierzchni (13.18) otrzy-
mamy szczegllng posta¢ rOwnania regresji:

B =1,091-0,609%, —0,226x, +0,196%,X, — 0,026x} — 0,152 (13.25)
Xy=+2
X3=+2

Stalowartosciowe wykresy chropowatosci, zmieniajacej si¢ w interesujacym
przedziale [0,5; 1,6] pm, opracowane na podstawie rownania (13.25), przedsta-
wiono na rysunku 13.2.



13. Optymalizacja obiektu na podstawie modelu matematycznego 339

2889

22151

1541 4
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Rys. 13.2. Zbior kompromisow B-C-D-J (obszar zakreskowany) w obszarze
sterowan, a,b,c,def,g — ograniczenia [26].

Zbior mozliwych rozwigzan kompromisowych przy uwzglednieniu ograniczen
(13.22) 1 (13.24) wyznacza obszar zakreskowany (stan optymalny obiektu badan).

13.4. Polioptymalizacja procesu nagniatania

W projektowaniu procesu nagniatania typowa jest sytuacja, kiedy nalezy
minimalizowa¢ (badz maksymalizowa¢) jednoczesnie wiele kryteriow.
Najczgsciej rezygnuje si¢ wtedy z prob utworzenia zastgpczego kryterium opty-
malizacji. Mamy zatem zbior kryterow K; (i=1,..I) i dla kazdego z nich infor-
macj¢ o tym, czy ma by¢ ono jak najmniejsze, czy jak najwigksze. Dane sa
rowniez warunki ograniczajace. Polioptymalizacja procesu sprowadza si¢
wowczas do wyznaczenia zbioru rozwiazan polioptymalnych. Wybor odpowied-
niego wariantu wymaga decyzji technologa. Zostanie to przedstawione na
przykiadzie pigciu kryteriow i szesciu warunkow ograniczajacych [26].
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Obiektem badan polioptymalizacyjnych jest nagniatanie toczne z elektrokon-
taktowym nagrzewaniem z elastycznym dociskiem krazka. Efektem obrobki ma
by¢ uzyskanie wymiaru ¢22h7 oraz ukonstytuowanie warstwy wierzchniej, ktorej
udzial nosny liniowy wedlug parametru G,,, bezwzgledny przyrost mezotwar-
dosci AmHV, s i maksymalne napr¢zenia $ciskajace Omax bgda maksymalne. Przy
tym wysokos¢ chropowatosci powierzchni powinna wynosi¢ R,€[0,3;1,367] um.
Ze wzgledu na koszty obrobki nalezy dazy¢ do maksymalizacji wydajnosci W
oraz do minimalizacji zuzycia energii, czyli minimalizacji nat¢zenia pradu elek-
trycznego 1.

Zadanie polioptymalizacji sformutowano nastgpujaco:

=5, — max!, (13.26)

przy nastgpujacych warunkach ograniczajacych:

—r

~21<Ad<0, [mm], 03<R, <1367,[um], -2<%, <+2, (13.27)

gdzie ?i (1=1,2,3,4) jest zakodowana wartoscia zmiennej sterowalnej X, :

- F -1541 . L

X, = —3—6;7-4—- - wartos¢ kodowa gltownej sily nagniatania,

— ﬁn - 0'!3 rr * &

X, = o5 wartos¢ kodowa posuwu nagniatania,

= v, -095 i ;g -

X, = o3 wartos¢ kodowa predkosci nagniatania,

= 1-450 . .

Xy = e wartos¢ kodowa nat¢zenia pradu elektrycznego.

W wyniku wykorzystania programu PLANEKS-STAT [22] otrzymano
nastgpujace postacie funkcji regresji Ad Gz0 , AmMHV 05 C‘_m " Rz ;

Ad =2796- L37x, —2,14%, +0,79% , —L46X,X, —1,76x> —122%% -1,77X> ,(13.28)
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-~

Gy =1,924 -10,269%, —0,25%; —0,278X, —0,252%, X , +

) . (13.29)
~0,285%2 -0,41%2 ,
AMHV, s = 54,77 +2,18X, +1123%, +2,25%,X, — 1,94, X, + -
+1,95%,X,, —335%,X, +5,41K,X, —3,94X2 -3 34X +1,02X2,
O = —415,6-55.6X, —23,7X, — 53,7 +26,5% , —46,9X X , + 5D
+26,2X,X 5 —24,9%,X, — 25,5%,X , +17,81X,X,, |
R, =1,607 = 0,367X, + 0,166X, — 0,154X, — 0,069%,X, +
-0,052X,X; + 0,196 X,X, — 0 076x2x4 +0,007X5X, + (13.32)
-0,026X} +0,038x2 - 0,181x2 - 0,152%2,
60(0,1235%, + 0,09% X,X 5
W= (0,1235x, +0,09x%, +0,039%,x, +0,285) rmrad. (13.33)

nd ]

Maksymalna wydajno$¢ nagniatania uzyskuje si¢ wowczas, gdy zarowno po-
suw nagniatania, jak i1 prgdkos¢ nagniatania bgda maksymalne. Przy ogranic-
zeniach (13.27); mamy: X, =X, =+2, czyli p,=0,56 mm/obr i v,=1,55 m/s.
Zatem maksymalna wydajno$¢ wynosi Wp,,=0,829 m/min. Uwzgle¢dniajac te
wartosci w rownaniach (13.28)+(13.33) rozwazany problem sprowadza si¢ do
nastgpujacej optymalizacji czterokryterialnej:

K, = G, = 0,282 —0,269%, —0,41%, — 0,782%2 — max!, (13.34)

K, = AmHV , = 32,75 + 0,62X, +15,35%, + B
+1,95%,X, —3,94X2 +1,02X? — max! ,

K, =0,, =-670-962%, +11,1X, - max!, (13.36)

K, ==X, - min!, (13.37)

przy ograniczeniach:

0,3 <R, =1,367 —0,609%X, —0,292%, + 0,196X,X, +
-0,026X2 -0,152X2 <1,367,
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_21 < Ad = 27,96 - 1,55%, +0,79%, -1,76x? -1,77x2 <0, (13.38)

~2<X, S+2, ~2<X, £42

— = linie stalego, maksymalnego naprezenia Sciskajacego O [MPa],
+ linie stalego udziatu no$nego liniowego Gy,

linie stalej chropowatosci powierzchni R, [um],

= = = - linie stalego przyrostu mezotwardosci AmH V.

A A
= T ’ R.=0,3 pm b
F, X,
(N] Gx=0,1 L7 [/ P 1E
D .."10 L] -).: 0’5 ’ ’
2889 + +2—@——a” L o : ___@— ={Tn—850 MPa
F L C
T
R 1.0 800
/ 2 -
2215.. +l""'-'-'-1 1.2
1,367 -+ o0
Y
15411 0 —10.31 13
L ..'J 1 ] L_ =:
I 1 H i
H—i 10,75 w3 ) 600
Bk P LA T ot
= —-; 1 -_5- -?-T‘ X ..'. ll'. A ) 550
#67 3 L PP T
RIS Ll e '
O A (S VN -500
il : W4 e s
s Y Nl N G
193 T -2 @115 NI M 2 e
Al P[] ERETME | S f
PiliamHV=5]%10] 20 30 | 50 >
2 -1 0 +1 +2 X,
300 375 450 525 600 1 [A)

Rys. 13.3. Zbidr wariantdow na plaszczyznie zmiennych sterowalnych sily
nacisku krqzka F; i natezenia prqdu 1, dla stalych wartosci po-
suwu nagniatania p, =0,56 mm/obr (X, =+2) i predkosci nagnia-
tania v, =1,55 m/s (X, =+2); a,b,d.e f - ograniczenia, B-C-F-G-H -
zbior wariantéw polioptymalnych [26].

Dla tego przykladu zbior wariantow dopuszczalnych w obszarze zmiennych
sterowalnych X, i X,, wyznaczaja linie ab.cdef, ktore sa graficzng
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reprezentacja ograniczen nieréownosciowych (13.38). Natomiast zbidr rozwigzan
polioptymalnych wyznacza obszar B-C-F-G-H (rys. 13.3).

13.5. Zakonczenie

Badajac obiekt rzeczywisty, czgsto zachodzi koniecznos$é wyznaczenia stanu
optymalnego lub polioptymalnego, przy braku znajomosci jego modelu
matematycznego. Model ten mozna wyprowadzi¢ na drodze teoretycznej, w
oparciu o pelng analiz¢ zachodzacych proceséw fizycznych. Ze wzgledu jednak
na ich duza zlozonos¢ wymagane jest wowczas prowadzenie bardzo skom-
plikowanych oraz dhigotrwaltych badan i obliczen. W uzasadnionych przypad-
kach, takich jak brak srodkoéw finansowych, krétki czas na podjecie decyzji, wy-
magana dokladnos¢ obliczen, itp. wygodniej jest postuzy¢ si¢ przedstawiong w
rozdziale 12 metodyka okreslania postaci modelu matematycznego i opisaé
badany obiekt ukladem réwnan regresji, otrzymanych w wyniku identyfikacji,
przy zastosowaniu metody analizy czynnikowej. Niezbedne badania ekspery-
mentalne zaleca si¢ realizowa¢ zgodnie z pieciopoziomowymi planami rotalnymi,
charakteryzujacymi si¢ kulistym rozkladem informacji. Pomocnym w tym celu
moze by¢ program komputerowy np. PLANEKS-STAT [22].

W celu okreslenia stanu optymalnego i polioptymalnego badanego obiektu
(opisanego rownaniem regresji), ze wzgledu na przyjete funkcje-kryteria
1 warunki ograniczajace, wystarczy stosowaé proste metody optymalizaci.
Czgsto tok obliczen stanu optymalnego lub poliopytmalnego mozna uproscié
przez:

* sprowadzenie optymalizacji wielokryterialnej (polioptymalizacji) do opty-
malizacji jednokryterialnej. Uproszczenie takie jest mozliwe jedynie wowczas,
gdy w wyniku fizykalnej analizy kryteriow stwierdzi sie, ze kryteria te sa
kooperatywne,

* odpowiednie uproszczenie postaci modelu matematycznego procesu nagnia-
tania, tj. przez przecigcie hiperpowierzchni odpowiedzi odpowiednio do-
branymi plaszczyznami stalymi. Polozenie tych plaszczyzn okreslone jest
przyjetymi kryteriami optymalizacji i warunkami ograniczajacymi.

Korzystnie jest rowniez przedstawi¢ graficznie zbidr wariantow dopuszczal-
nych w obszarze zmiennych sterowalnych oraz zbiér rozwiazan optymalnych lub
polioptymalnych. Ulatwia si¢ wtedy wybor najlepszego rozwigzania.

Podane w niniejszym rozdziale przyklady optymalizacji i polioptymalizacji
procesu nagniatania moga by¢ z powodzeniem wykorzystane do okreslenia stanu
poliptymalnego lub optymalnego dla innych obiektéw badan.



1 4 KOMPUTEROWE WSPOMAGANIE
BADAN INZYNIERSKICH

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana najwazniejsze programy
komputerowe wspomagajace badania inzynierskie, ulatwiajace realizacj¢ ekspe-
rymentow, zgodnie z zasadami teorii planowania badan doswiadczalnych, a
takze statystyczne opracowanie otrzymanych wynikow, ich optymalizacj¢ lub
przedstawianie w postaci rownan regresji, wykresow 1 tablic. Przedstawiono
przyklad komputerowego wspomagania badan inzynierskich przy wykorzysta-
niu programu PLANEKS-STAT.

14.1. Program EUREKA

EUREKA jest programem stuzacym do rozwigzywania problemow, ktore
moga by¢ wyrazone jako uklad rownan liniowych lub nieliniowych. Program
pozwala rowniez na sporzadzanie wykresow funkcji, wygenerowania raportu
obliczen oraz rozwiagzywanie ukladu réwnan i nierownosci. Program ten jest
wyposazony rowniez w podstawowe funkcje statystyczne.

14.2. Program EXCEL

Program EXCEL [42] umozliwia budowanie arkuszy kalkulacyjnych, auto-
matycznie sumuje kolumny liczb, graficznie prezentuje dane w postaci roznego
typu wykresow, umozliwia szybkie sortowania, obliczanie sum posrednich.
Program wyposazony jest w raport tabeli przestawnej, ktéry umozliwia oglada-
nie danych numerycznych z réznych perspektyw. Mozna takze zaprojektowac
wlasne formularze, a takze tak zaprogramowa¢ EXCEL, aby wykonywal powta-
rzajace si¢ czynnosci.

14.3. Program MATHCAD

Program MATHCAD shizy do rozwigzywania ukltadéow réwnan, nieréwno-
$ci 1 podstawowej obrobki statystycznej danych. Program umozliwia umiesz-
czenie komentarzy podczas pracy w edytorze tekstu oraz wprowadzania rownan
w postaci jawne) jako danych do dalszych obliczen. Jest to mozliwe dzigki wy-
posazeniu tego programu w interpreter rownan. Program wykonuje réwniez
operacje: sumowania, mnozenia, calkowania, rézniczkowania oraz posiada zde-
finiowane funkcje matematyczne, ktére mozna uzywac bezposrednio przez
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napisanie symbolu i argumentéw funkcji. Do funkcji statystycznych w jakie jest
wyposazony MATHCAD naleza:

* srednia wynikdw eksperymentu wprowadzonych w postaci wektora,

e wariancja wektora,

e odchylenie standardowe wektora,

e wspolczynnik korelacji.

Program MATHCAD jest wyposazony w modul grafiki, ktéry umozliwia
sporzadzenie wykresu funkcji i jego wydruk.

14.4. Program MATLAB

MATLAB [43] jest interakcyjnym srodowiskiem do wykonywania nauko-
wych 1 inzynierskich obliczen oraz do ich wizualizacji. Nazwa MATLABA
pochodzi od stéw MATtix LABoratory. Zakres zastosowan pakietu obejmuje
rézne dziedziny nauki i techniki, w tym rowniez biologi¢, medycyne, ekonomie,
meteorologi¢ i wiele innych. Zasadnicze zalety MATLABA to: mozliwosé
szybkiego uzyskania rezultatow, zlozonych obliczen i przedstawienia ich w
postaci wykreséw dwu- lub trojwymiarowych, a takze jako mapy wielobarwne.
Podstawowym typem danych, na ktorych operuje MATLAB, jest macierz (rze-
czywista lub zespolona). Zmienne s3 przechowywane w przestrzeni roboczej
1 53 dostgpne poprzez nazwg.

Na calos¢ pakietu skladaja si¢ nastgpujace elementy:

1) Interpreter je¢zyka programowania wraz z bibliotekami podstawowych
dziafan i obliczen na macierzach (odwracanie macierzy, rozklady macierzy,
wartosci wlasne i inne),

2) Standardowe biblioteki procedur napisanych w jezyku programu MATLAB
— realizuja one réznorodne obliczenia. Naleza do nich m. in. procedury re-
alizujace przeksztalcenia macierzy, obliczanie wartosci funkcji elementar-
nych 1 specjalnych, catkowanie numeryczne, rozwiazywanie ukladéw réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych, podstawowe obliczenia statystyczne,

3) Biblioteki dodatkowe (ang. Toolbox), ktére zawieraja 20 wyspecjalizowa-
nych pakietow wspomagajacych obliczenia numeryczne wykonywane w
roznych zastosowaniach:

a) Control System Toolbox jest przeznaczony dla systeméw ciaglych

i dyskretnych, w wersji PC-MATLAB. Operuje zardwno zapisem w po-
staci transmitancji jak i przestrzeni stanu.

b) System Identification Toolbox jest przeznaczony do analizy sygnatow

w systemach sterowania. Oferowane s3 parametryczne i nieparame-
tryczne algorytmy identyfikacji jak:

e estymacja parametryczna,

* analiza widmowa,

e symulacja i weryfikacja modelu,
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g)

h)

i)
k)

1)

P)

Q)

e prezentacja i konwersja sygnatow,

Robust Control Toolbox jest przeznaczony do badania wielowymia-
rowych systemow sterowania o podwyzszonej niezawodnosci.

Spline Toolbox jest przeznaczony do aproksymacji i interpolacji,
z mozliwoscia catkowania i rozniczkowania otrzymanego réwnania.
Pakiet zostal przygotowany przez de Boor’a, wynalazcg bazowych
funkc;ji sklejanych B-Splin.

MMLES3 State Space Identification Toolbox. Pozwala okresli¢ wska-
zane, nieznane parametry modelu w postaci rownania stanu. Pozwala to
uzyska¢ model uwzglgdniajacy nasza wiedzg¢ apriori (prawa fizyczne)
o modelowanym obiekcie 1 w rezultacie otrzymamy bardziej dokladny
1 bardziej wiarygodny model.

Model Predictive Control Toolbox jest przeznaczony do analizy 1
syntezy algorytmow sterowania predykcyjnego, wykorzystujacych mo-
dele obiektu.

Frequency Domain Identification Toolbox jest przeznaczony do
identyfikacji liniowych obiektow z wykorzystaniem metod czgstotliwo-
sciowych.

Statistics Toolbox zawiera funkcje szeroko pojetej statystyki, wlacza-
jac w to modelowanie zdarzen losowych oraz generatory liczb loso-
wych.

Chemometrics Toolbox to specjalistyczne oprogramowanie dla che-
mikow.

Optimization Toolbox oferuje metody programowania liniowego oraz
rézne metody optymalizacji funkcji liniowych 1 nieliniowych.

Control Kit to uproszczony, interaktywny system do definiowania, ba-
dania i modyfikowania ukladéw sterowania procesow.

Signal Processing Toolbox jest przeznaczony do cyfrowego przetwa-
rzania i analizy sygnaléw w dziedzinie czasu i czgstotliwosci.

Mu Analysis (p-Analysis) and Synthesis Toolbox jest pakietem do
analizy 1 syntezy liniowych systemow sterowania o podwyzszonej nie-
zawodnosci.

Block Diagram Toolbox pozwala na przeksztalcenie schematu bloko-
wego o dowolnym stopniu komplikacji na odpowiadajace mu rownanie
stanu.

Neural Network Toolbox ulatwia budowe 1 badanie sieci neurono-
wych, wzorowanych na budowie organizméw zywych. Polaczenie
z SIMULINK-iem pozwala na wlaczenie wyuczonych sieci jako blo-
kéw do ukiadu symulacji.

Nonlinear Control Design Toolbox pozwala na optymalizacj¢ linio-
wych 1 nieliniowych systemow sterowania.

Hi-Spec Toolbox zawiera funkcje do analizy sygnalow z wykorzysta-
niem widm wyzszego rz¢du.
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r) Image Processing Toolbox udostgpnia ziozone procedury przetwarza-
nia i analizy obrazoéw, w tym graficznych rezultatéw symulacji.

s) Symbolic Toolbox przenosi z pakietu Maple V mozliwosci pracy na
zmiennych symbolicznych.

t) GhostScript przeksztalca rysunki postscriptowe na inne formaty.

4) Nakladki — sa to dodatkowe programy napisane w jezyku pakietu MA-
TLAB, ktore ulatwiaja realizacj¢ obliczen okreslonego rodzaju, np. Simu-
link — nakladka umozliwiajaca interakcyjne definiowanie struktury dyna-
micznego ukladu sterowania przez wielopoziomowe schematy blokowe
oraz wygodna jego symulacjg.

14.5. Program STATBAZ

Program numeryczny obrobki statystycznej STATBAZ pozwala na analize
statystyczng zbiorow danych zlozonych z rekordow o stalych pozycjach nume-
rycznych. Program STATBAZ charakteryzuje si¢ duza samodzielnoscig przy
~ukladaniu struktur danych, wymaganych przez procedury statystyczne. Istnieje
rowniez mozliwos¢ wykonania niektorych standardowych operacji na zbiorach.
Analiza zmiennych ilosciowych obejmuje nast¢pujace zagadnienia:

e okreslenia sredniej arytmetycznej,
okreslenie odchylenia standardowego,
okreslenia wspoétczynnika zmiennosci,
okreslenie blgdu standardowego,
okreslenia przedzialu ufnosci,

Analiza rozkladow obejmuje:

tworzenie szeregu rozdzielczego dla wybranej zmiennej,

test studenta dla zmiennych powigzanych,

test studenta dla zmiennych niepowiazanych,

test Manna-Whitney’a-Wilcoxona,

test niezaleznosci Kendlla,

testy jednoczynnikowe analizy wariancji wraz z nowym wielokrotnym
testem dostgpu Duncana.

14.6. Program STATGRAF

Program STATGRATF shuzy do obrobki statystycznej wynikow opracowany
przez amerykanska firm¢ STSC Inc. oraz Statistical Graphics Corp.

Program charakteryzuje si¢ duza uniwersalnosciag wyboru do obrobki da-
nych. Struktura modulowa programu pozwala na indywidualny wybér drogi
przejscia przez poszczegolne stopnie programu. Tak duza uniwersalno$¢ pro-
gramu wymaga znacznych kwalifikacji od uzytkownika. Program jest wyposa-



348 Podstawy badan inzynierskich

zony w szereg procedur pozwalajacych na otrzymywanie graficznych obrazéw
przebiegu funkcji. Program umozliwia rowniez wykonywanie opisu otrzymy-
wanych wykresow. Roznorodnos¢ testow mozliwych do wykorzystania podczas
obrobki danych sprawia, ze program charakteryzuje si¢ duza uniwersalnoscia.
W programie STATGRAF istnieje migdzy innymi mozliwos¢ skorzystania
z nastgpujacych testow: serii, Wilcoxona, Fishera, studenta, Snedecora, Bart-
letta, Cochrana oraz wielu innych. Uzytkownik programu ma mozliwos¢:
e wybrania rozkladu zmiennej losowe;j,
przeprowadzenia weryfikacji wynikow eksperymentu,
przeprowadzenia estymacji punktowej i przedziatowej,
ekstrapolacji otrzymanych wynikow,
operacji na danych wejscia-wyjscia,
kreslenia réznego rodzaju wykresow,
wykorzystanie metod opisowych procedur statystycznych,
okreslenia funkcji rozkladu,
analizy wariancji 1 regresji,
prognozowania,
wygladzania,
analizy szeregow czasowych i danych klasyfikowanych,
planowania eksperymentu,
analizy numeryczne;j,
pobierania proby losowe;.

14.7. Program STATISTICA

STATISTICA to uniwersalny, zintegrowany system opracowany przez firmg
StatSoft Inc. (USA), stuzacy do statystycznej analizy danych, tworzenia wykre-
sOw 1 zarzadzania bazami danych [62]. Obejmuje duzy zestaw zaawansowanych
procedur analitycznych, stosowanych w nauce, biznesie i technice. System ten
zawiera nie tylko procedury statystyczne i graficzne ogélnego zastosowania, ale
takze specjalistyczne techniki analityczne (np. do badan spotecznych, biome-
dycznych, technicznych). Moze by¢ stosowany wszgdzie tam, gdzie z danych,
poprzez opracowanie i analiz¢ statystyczna, nalezy otrzymac istotne informacje
1 przedstawi¢ je w formie wykresow lub tabel. Firma StatSoft wprowadzita ro-
dzing programéw STATISTICA do ktorej naleza: STATISTICA Industrial
System, Quick STATISTICA, STATISTICA Neural Networks, STATISTICA
Connectivity Kit, Business Query for STATISTICA. Do najwazniejszych grup
oferowanych procedur naleza:

e podstawowe statystyki,

e regresja wielokrotna,

e  statystyki nieparametryczne i rozklady ANOVA/MANOVA,

e estymacja nieliniowa,
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szeregi czasowe 1 prognozowanie,

analiza skupien,

analiza czynnikowa,

analiza kanoniczna,

skalowanie wielowymiarowe,

drzewa klasyfikacyjne,

analiza korespondenc;ji,

SEPATH - modelowanie rownan strukturalnych,
analiza rzetelnosci pozycji,

analiza funkcji dyskryminacyjne;,

analiza log-liniowa,

analiza przezycia,

komponenty wariacyjne i model mieszany ANOVA/ANCOVA,
uproszczone karty kontrolne,

sterowanie jakoscig — karty kontrolne,
interakcyjne karty kontrolne,

analiza procesu,

planowanie doswiadczen,

siecl neuronowe.

14.8. Programy graficzne WK-GRAF i TB-WYKRES

Program WK-GRAF [14] shuzy do graficznego przedstawiania wynikow
wprowadzonych w postaci dwuwymiarowej tablicy wartosci dyskretnych.
Przykiadowa tablica danych jest przedstawiona ponizej, a jej wykres przedsta-
wia rysunek 14.1.

Tablica 14.1. Tablica danych do wykresu funkcji f=f{(x,y)
w programie WK-GRAF.

— fCxy) ——fMll‘l’iH&l‘l'Ml‘!‘é‘l‘!Mu Hic TIBAG

) ks
2 3 4 ]

10.00 15.00 20.00 25.00 0.0 35.00
-1023.00|-1023.00| -533.00|-1006.00| -%66.00| -946.00
-1023.08(-1923.00| -533.00|-1006.08| -%66.80| -94¢.00
-1206.00|-1206.00| -674.00( -524.88| -A%6.80| -AY5.00
-1421.00(-1029.00| -674.00| -533.98| -559.88| -557.08
=1S09.00( -944.08| -740.00| -674.08| -557.00| -4%h.08
-1509.00| -94A.00| -748.00(-1036.00| -694.00(-1012.080
-1236.00|-1210.00| -631.00(-19036.00|-1012.00(-1250.00
-1236.00|-1210.08| -631.08| -672.08(-1036.00|-1185.08
-1323.08(-1515.00|-1107.08| -784.00|-1255.00|-1241.00
-1323.00|-1515.80 | -1107.08| -784.00(-1318.00|-1241.80
-1209.00|-1284.00|-1472.00 | -1845.00 | -1701.00(-1571.00|-1542.00
-1289.00|-1284.00|-1472.00|-1845.00|-1701.00|-1435.00|-1572.90
-1289.00|-1284.00(-1472.00|-18A5.00 | -1701.00 | -1435.08(-1572.00
-1289.00|-1284.00(-1472.08|-18A5.00(-1701.08|-1435.08(-1572.00
-1289.00|-1284.00(-1A72.00|-1845.00(-1701.08|-1435.08(-1572.00
=1287.00 |- 128400 |-1A72.00|-1845.08|-1701.08|-1571.00
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Rys. 14.1. Przykiadowy uktad czterech wykresoéw rozkladu sktadowej o, tensora

naprezenia T,w glqb warstwy wierzchniej uksztaltowanej obrobkq
nagniataniem, otrzymane przy pomocy programu WK-GRAF.

Program TB-WYKRES [1] pozwala na sporzadzanie wykreséw, przy czym
dane wprowadza si¢ w postaci funkcji otrzymanych w procesie identyfikacji.
Przykladowo na rysunku 14.2 przedstawiono wykres funkcji naprezen upla-
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styczniajacych dla stali 55. Naprezenia te obliczano przy zastosowaniu procedu-
ry akumulacji przyrostow naprezen na typowym kroku, wedtug wzoru [28]:

t at
= F;((y){ dy+{Fs (\T)-{ AT + itk ]‘AT + tFEP] (AECY +
o'T atet™®
i (14.1)

t S'I. l st

gdzie:

Aeil'= JZ Azt FAsLP 13 | TAETYR) = JZ AP FAEN /3 sa przyro-
stami intensywnosci odpowiednio odksztalcen i predkosci od-
ksztalcen lepkoplastycznych na kroku,

F;(1y)-{Ay - okresla zmiang poczatkowej granicy plastycznosci wynikajaca, ze
zmiany struktury,

F,(\T)-{AT - okresla zmian¢ poczatkowej granicy plastycznosci wynikajaca
ze zmian temperatury,

0.F [e
al’.

b ———"AT - skladowa opisujaca umacnianie lub ostabianie materiah WYWO-
tane temperatura i wiaze si¢ z ksztaltem krzywej o,~T,

0.F, [ . & - o 2
[° ]‘F (tey")7Ael)™ - opisuje umacnianie lub oslabianie materiatu wy-

0,04
wolane jego odksztalceniem i wynika z ksztaltu krzywej
g (VP)
Cp ~Eeq

CACPWe

Alo(VP) t
at eq

- skladowa charakteryzujaca zmiang¢ chwilowej granicy pla-

stycznosci wraz ze zmiang intensywnosci prqdkos’ci odksztatcen

lepkoplastycznych i wynika z relacji o, (VP) ;

0,F e . : : e
—él—'u: Fs(t) - At - opisuje zmiany napre¢zenia uplastyczniajacego zachodzace
t st
w miar¢ uplywu czasu bez udzialu odksztatcania. Przyczyna
tych zmian moga by¢ na przyklad zjawiska starzenia, zdrowie-
nia i ewentualnie rekrystalizacji.
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Rys. 14.2. Przykiadowy wykres skumulowanych naprezen uplastyczniajqcych o,
dla stali 55, w zaleznosci od intensywnosci predkosci odksztalcen

lepkoplastycznych €()" i temperatury T, przy stalej wartosci sku-

mulowanej intensywnosci odksztatcen lepkoplastycznych sizp) =03,
otrzymany przy pomocy programu TB-WYKRES [28].

14.9. Program POLIOPT

Program POLIOPT (2, 64] stuzy do optymalizacji i polioptymalizacji (przy
dwoch kryteriach) ciaglych i ograniczonych funkcji wielu zmiennych. Pochod-
ne funkcji kryterialnych musza by¢ ograniczone. Zmienne musza by¢ ciagle i
ograniczone. Na funkcje 1 zmienne mogg by¢ nalozone ograniczenia, ktore mu-
sza by¢ rowniez ciagle 1 ograniczone. Obliczanie pochodnych czastkowych
funkcji celu realizowane jest numerycznie.

Optymalizacja jest realizowana jako minimalizacja funkcji [64]:

Sg =(1-wag) *kryt[l] + wag * kryt[2] (14.2)
gdzie:

wag — wspolczynnik wagi deklarowany przez uzytkownika,
kryt[1], kryt[2] — kryteria optymalizacji.
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Polioptymalizacja jest realizowana jako minimalizacja sumy wazonej (14.2)
dwdch funkcji kryterialnych kryt[1] i kryt[2] dla kilku wartosci wspotczynnika
wagi (wage[0,1]). Liczba wspolczynnikow wagi jest deklarowana przez uzyt-
kownika programu przed uruchomieniem polioptymalizacji.

Ograniczenia s3 uwzglgdniane metoda zewnetrznej funkcji kary, za pomoca
funkeji [2]:

™ML

G =X gli], (14.3)

gdzie:

0, gdy og[i]=0,
og[i] — warto$¢ przekroczenia i-tego ograniczenia,
k[i] — wspoétczynnik kary,
M - liczba ograniczen.

Minimalizacja, a scislej okreslenie kierunku poszukiwan moze by¢ realizo-
wana metodami nalezacymi do klasy metod gradientowych, to znaczy wykorzy-
stujacych w obliczeniach wartosci pochodnych czastkowych funkcji celu. Okre-
slenie minimum w wybranym kierunku realizowane jest metoda aproksymacji
kwadratowej. Program POLIOPT umozliwia minimalizacj¢ funkcji nastgpuja-
cymi metodami:

e gradientowa,

¢ Davidona-Fletchera-Powella,

e Broydena,

e Pearsona,

e projekcji gradientu.

Wyb6r ponizszych opcji programu POLIOPT nastepuje poprzez klawisze
ruchu kursora lub klawisze funkcyjne:

* OPCIJE - umozliwia ustawienie domyslnych parametréw optymalizacji,
wyswietlana wynikéw i wprowadzania (lub nie) danych z klawiatury.

* OPTYMALIZACJA - przeprowadzenie obliczen optymalizacyjnych dla
jednego z kryteriow lub obliczen z zadanym wspétczynnikiem wagi,

* POLIOPTYMALIZACJA - cykl obliczen ze zmieniajacym si¢ wspol-
czynnikiem wagi na podstawie zadanej liczby punktéw kompromisowych
(szukanie zbioru Pareto),
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e WYSWIETLANIE - wyswietlanie wynikéw optymalizacji lub poliop-
tymalizacji na ekranie,

e DRUKOWANIE - wydruk w trybie tekstowym wynikéw optymalizacji
z mozliwoscig wydruku stalych i informacji o programie,

e RYSUNEK - program realizujacy w trybie graficznym wykreslanie wy-
kresow funkcji kryterialnych w zaleznosci od zmiennych decyzyjnych
lub innej funkcji zdefiniowane)j przez uzytkownika,

e KONIEC - zakonczenie pracy z programem POLIOPT.

Przedstawione dotychczas programy (pkt. 14.1+14.9) sa konstruowane w ta-
ki sposob aby byly uniwersalne. Szeroki zakres ich zastosowan wynika z po-
trzeb rynku oprogramowania. Duza wszechstronnos$¢ programu moze okazac si¢
jednak wada w przypadku, gdy wielokrotnie wykonujemy te same operacje
matematyczne, prowadzace do celu. W tym przypadku optymalnym rozwiaza-
niem jest korzystanie z programow specjalistycznych opracowanych dla potrzeb
konkretnego przypadku. Przykladowo, obliczanie wspolczynnikow funkcji re-
gresji w sposob tradycyjny jest bardzo pracochlonne 1 przy trzech czynnikach
wejsciowych wymaga wykonania okolo 700 operacji matematycznych. Pro-
gram specjalistyczny znacznie ufatwia obliczenia i skraca czas obliczen, a za-
tem obniza koszty. Dalej przedstawione zostang dwa takie programy: CADEX
i PLANEKS-STAT.

14.10. Program CADEX

Program CADEX [53] to symbol pakietu zintegrowanych programow, ufa-
twiajacych realizacj¢ badan doswiadczalnych. W programie wykorzystano me-
tody wspolczesnej teorii eksperymentu, zaawansowane) statystyki matematycz-
ne i analizy procesow stochastycznych oraz teorii optymalizacji. Program CA-
DEX tworza nastgpujace zintegrowane programy:

1) ESDET - podstawowy program pakietu CADEX stosowany w przypadku
statycznych obiektow badan. Uwzglednia najczgsciej stosowane plany do-
swiadczen 1 metody analizy statystycznej wynikow lacznie z przetwarza-
niem funkcji wielu zmiennych (ekstrema, wykresy, itp.). Plany doswiad-
czen opracowane sa zgodnie z zasadami wspolczesnej teorii eksperymentu.
Bank zawiera ponad 240 planéw, a wsrod nich: D-optymalne plany Kiefera,
Hartley’a, Boxa, Rechtschaffnera oraz plany kompletne, utamkowe 1 rotal-
ne. Liczba czynnikow badanych zawiera si¢ w przedziale: 1<S<16. Ponadto
mozliwe jest wprowadzenie indywidualnie opracowanego planu doswiad-
czenia dla 1<S<20.
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2)

3)

4)

IDEF - program przeznaczony jest do identyfikacji jednowejsciowych sta-

tycznych obiektow badan przy zastosowaniu:

e aproksymacji sredniokwadratowej linearyzowanymi funkcjami jedne;j
zmiennej, metoda najmniejszych kwadratow i formalnym stosowaniu
techniki rachunku macierzowego,

e interpolacji funkcja sklejang jednej zmiennej w postaci wieclomianow
szesciennych, przy warunku zerowej krzywizny funkcji, czyli zerowych
wartosci jej drugich pochodnych na koncu przedziahu.

PROFES - program przeznaczony do przetwarzania funkcji wielu zmien-

nych. Najwazniejsze mozliwosci funkcjonalne to:

a) efektywne stosowanie metod teorii optymalizacji do wyznaczania eks-
tremow (minimum-maksimum) funkcji wielu zmiennych, z mozliwo-
scig sukcesywnego, indywidualnego ustalania ograniczen dla obszaru
poszukiwan, punktu startu. W programie zastosowano nast¢pujace me-
tody optymalizacji:
 metoda Complex (Boxa), stosowana do poszukiwania ekstremum z

ograniczeniami z zastosowaniem nieregularnego sympleksu,
 metoda wedlug Hooke’a-Jeeves’a, stanowigca tzw. metod¢ pro-
stych poszukiwan ekstremum,

* metoda Monte-Carlo, stosowana do poszukiwania ekstremum z za-
stosowaniem losowego wyboru wartosci zmiennych niezaleznych w
ustalonych zakresach,

* metoda wedlug Gaussa-Seidela, stosowana do poszukiwania eks-
tremum wedhug koncepcji tzw. podstawowych kierunkéw poprawy.

b) wykonywanie wykresow (2D) funkcji jednej zmiennej uzyskanej na
podstawie funkcji wielu zmiennych przez ustalenie wartosci pozosta-
tych zmiennych,

c) obliczanie wartosci funkcji i tabelaryzacja z uwzgledniem roéznych wa-
riantéw obliczen,

d) ustalanie i zmienianie obszaru, w ktérym poszukuje si¢ ekstremum
funkeji, przez okreslenie zakresow zmiennosci czynnikéw badanych.

SPECTRA - program umozliwia analiz¢ sygnatu dyskretnego o dlugosci
maksymalnej Np.=32768 wartosci. Sygnal moze byé:
a) wprowadzony bezposrednio z klawiatury,
b) odczytany z pliku stanowiacego:
e plik programu SPECTRA, zawierajacy dane uprzednio wprowadzo-
ne 1 zapisane,
e plik zewngtrzny, utworzony niezaleznie od programu SPECTRA
(komputerowa rejestracja danych z aparatury pomiarowe;j),
¢) generowany wedlug 11 predefiniowanych w programie SPECTRA ge-
neratorow sygnatu (pseudolosowe i zdeterminowane), z mozliwoscia
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dowolnego ustalania ich parametrow — symulacja komputerowa sygna-
hu.

Sygnal mozna przedstawi¢ w postaci tablicy jego wartosci lub w formie wy-
kresu (2D). Wprowadzony sygnal mozna przetwarza¢ dokonujac:
e korekty blgdow nadmiernych z uwzglednieniem ,reguly trzech sigm” lub
catkowicie arbitralne;j,
e wyznaczenia trendu liniowego 1 ewentualnie jego usunigcia.

Sygnal podlega automatycznemu przeksztalceniu na standardowy sygnatl o
zerowe) sredniej (centrowanie sygnatu). Nastgpnie program SPECTRA wyzna-
cza migdzy innymi nastgpujace parametry statystyczne sygnatu centrowanego:

e wariancja w probce 1 estymator wariancji w populacji oraz odpowiednie

odchylenia standardowe,

e wartosci ekstremalne,

e odchylenie przecigtne,

e wspolczynniki: skosnosci (asymetria) i splaszczenia (eksces).

Mozliwe jest wyznaczenie szeregu rozdzielczego — histogramu 1 dystrybu-
anty empirycznej.

14.11. Program PLANEKS-STAT

Program PLANEKS-STAT [22] jest przeznaczony do komputerowego
wspomagania badan doswiadczalnych z zastosowaniem najczegsciej stosowa-
nych tzw. planéw statycznych zdeterminowanych [51, 52]. Program stosowany
jest w przypadku statycznych obiektow badan. Program uzytkowany jest w
trybie konwersacyjnym 1 zapewnia uzytkownikowi pelny wplyw na tok prze-
twarzania danych. Uzytkownik programu ma mozliwos¢ praktycznego stoso-
wania metod wspolczesne) teorii eksperymentu oraz zaawansowanej statystyki
matematycznej. Unika si¢ w ten sposdb koniecznosci prowadzenia skompliko-
wanych studiéw i1 zmudnych rachunkéw. Efektem obliczen wykonywanych
przez program jest jawna posta¢ funkcji regresji w postaci zakodowanej lub
jawnej oraz przedzial jej zmiennosci. Tres¢ programu zostala zapisana w proce-
durach 1 funkcjach umieszczonych w modutach, jako biblioteka programu, w
programach dolaczanych i1 nakladkach. Program napisano w jezyku Turbo Pas-
cal 5.5 opracowanym przez firm¢ Borland International, przeznaczony na kom-
putery osobiste IBM PC (MS-DOS).

Program PLANEKS-STAT posiada szereg opcji w zakresie:
e planowania eksperymentu,
e statystycznego opracowanie wynikow badan,
e climinacji wynikow obarczonych blgdem grubym,
e badania jednorodnosci wariancji,
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* obliczenia wspotczynnikow funkcji regresji,

e badania istotnosci wspolczynnikdw w rownaniu regresji,

badania stopnia dopasowania otrzymanej funkcji do badanego obiektu —
badanie istotnosci wspolczynnika korelacji wielowymiarowej,
szacowania niedoktadnosci,

badania adekwatnosci modelu,

kodowania (normowania) i odkodowania (renormowania) zmiennych,
okreslania przedziatu ufnosci funkcji regresji.

Program glowny wykorzystuje nastgpujace moduly:

1) Moduly standardowe tatwo dostgpne dzigki temu, iz biblioteka tych modu-
tow jest tadowana do pamigci operacyjnej wraz z kompilatorem. Biblioteka
ta moze by¢ tworzona za pomocg programu ustugowego i zawiera najcze-
sciej nastgpujace moduly:

a) SYSTEM - zawiera migdzy innymi deklaracje procedur: arytmetycznych,
tancuchowych i zarzadzania pamigcia operacyjng. W skiad tego modutu
wchodza réwniez deklaracje zmiennych identyfikujace pliki standardowe
Input i Output oraz zmienng Randseed przeznaczona do przechowywania
danej typu Loginit.

b) CRT - modut zawiera migdzy innymi procedury wspélpracy z ekranem
1 klawiaturg konsoli, tworzenie okienek tekstowych, okreslenie koloru tla
1 znakow, generowania dzwigku oraz szereg deklaracji zmiennych.

¢) DOS — modut ten zawiera procedury operacji systemowych takich jak:
e poszukiwanie katalogu,
e okreslenie daty i czasu,
* okreslenie pojemnosci dyskow i wykonywanie funkcji systemu
DOS,

d) PRINTER — modul zawiera deklaracje zmiennej plikowej LST identyfi-
kujacej plik tekstowy skojarzony z drukarka.

e) OVERLAY - modul zawierajacy procedury zarzadzania nakladkami oraz
deklaracje symboli umozliwiajacych kontrole pomysinosci wykonywania
procedur nakladkowania.

2) Moduly, ktére utworzono wylacznie na potrzeby programu PLANEKS-
STAT:

a) DANE.TPU, DANE KL.TPU, DANE POP.TPU, DANE TST.TPU,
DANE_WYS.TPU - moduly bazy danych pozwalajacych na wprowadza-
nie danych z klawiatury, poprawianie danych, analiza statystyczna, archi-
wizowanie i wy$wietlanie danych w postaci tablicy,
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b) PLAN.TPU, TABLICE.TPU — moduly stuzace do planowania ekspery-
mentu, zawierajace nastgpujace macierze planu: MA_PLANI,
MA PLAN2, MA PLAN3, MA_PLAN4, MA_PLANS5, MA_PLANG,
MA PLAN7 i MA_PLANS

c) OBL_WSP.TPU - modut do obliczania wspofczynnikéw w rownaniu re-
gresji, okreslania ich istotnosci, obliczania wspolczynnika korelacji wie-
lowymiarowej 1 badania jego istotnosci, badania adekwatnosci rownania
regresji,

d) SKLAD.TPU - sa to moduly zawierajace takie elementy programu jak:
komunikaty, szat¢ graficzng, procedury wstrzymania programu, gaszenia 1
wyswietlania zaniku kursora na ekranie, funkcje czytania i kontroli po-
prawnosci wprowadzanych danych, procedury generowania sygnalow
dzwigkowych, informacje pomocnicze, procedury kontroli aktywnosci
drukarki oraz stanu bufora drukarki,

e) REG HELP.TPU - moduly zawierajace wszystkie procedury niezbgdne
do obrobki bazy danych, analizy statystycznej wynikow, obliczania wspol-
czynnikéw w rdwnaniu regresji, testowanie, teksty help,

f) UNCODE.TPU - sa to moduly do kodowania i odkodowania funkcji.

3) Programy dolaczane za pomoca dyrektywy kompilatora {$I}. Sg to programy
zawarte w oddzielnych plikach z rozszerzeniem DOL.

4) Procedury nakladkowe. Nakladkowanie polega na takim przydzieleniu pa-
migci operacyjnej programowi aby pewne jego czgsci byly wykonywane w
tym samym obszarze pamigci. W programie stworzono i wykorzystano mo-
dutl naktadkowy SUPER.OVR skompilowany w zasi¢gu dyrektywy {$O+}.

14.12. Przyklad komputerowego wspomagania badan

W niniejszym punkcie przedstawiony zostanie przykiad komputerowego
wspomagania badan przy pomocy programu PLANEKS-STAT. Po urucho-
mieniu programu pojawi si¢ wizytowka programu, ktora wyglada tak, jak na
rysunku 14.3.

Po nacisnigciu dowolncgo klawisza 1 wpisaniu kodu pojawia si¢g MENU
GLOWNE z trzema opcjami: F2 - PLANOWANIE EKSPERYMENTU, F3 -
BAZY DANYCH, F4 - IDENTYFIKACJA MODELU. Ponadto mozna otrzy-
mac biezaca informacj¢ (przycisk F1 - Help) lub wyjs¢ z programu naciskajac
przycisk funkcyjny ESC — QUIT (rys. 14.4).
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Politechnika Koszalinska
Katedra Maszyn Roboczych

PROGRAM
PLANEKS - STaT
(Wersja - 1.0)

(Planowanie eksperymentu, statystyczne opracowywanie wynikow
oraz identyfikacja i amaliza medelu matematycznego obiektu badan)

Autorzy:
Leen KUKIELKA
Krzysztof KUSIAK Keszalin 1987-1990

F==_PRESS WNY KEY =3

Rys. 14.3. Program PLANEKS-STAT.

WYBIERZ OPCJE

FZ — PLAHOWARIE EXSPERYMEMTH
F3 - BAZY DaYCH
F& — IREHTYFIKACJA MOBELY

Rys. 14.4. MENU GEOWNE,

Po wyborze opcji F1 pojawia si¢ opis przeznaczenia programu. Jesli wybra-
na zostanie opcja F2 przechodzi si¢ do menu PLANOWANIE EKSPERY-
MENTU, gdy F3 — do menu BAZY DANYCH, a F4 - do menu IDENTYFI-
KACJA MODELU.

W kazdym menu podrzgdnym wystgpuja trzy opcje: F1 - Help, F10 — Exit
(wyjscie do menu nadrzgdnego) i ESC - QUIT.
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W menu PLANOWANIE EKSPERYMENTU wystepuja dwie opcje F2 —
dane z klawiatury 1 F3 — dane z dysku (rys. 14.5).

F2 — DANE Z KLAWIATURY

F3 — DANE Z DYSKU

Rys. 14.5. Menu PLANOWANIE EKSPERYMENTU

Po wyborze opcji F1 — Help pojawia si¢ informacja dotyczaca planowania
eksperymentu (rys. 14.6).

Planowanie eksperymentu jest procesem tworzenia planu
doswiadczen. Plan pedaje jakie 1 ile doswiadczen malezy
przeprowadzic, aby rezwiazac postawiene zadamia, prazy
mozliwie minimalnej liczbie doswiadczen. Dla kazdego
doswiadczenia plan pedaje kombinacje zmian wartosci czyn-
nikew badanych, ktorych liczba moze wynosic $ = 1,2,3 lub &.
Wartesci te moga byc rzeczywiste lub zakedowanme. Upl’u
czynnikow nieznanych (czynniki zaklocajace) lub czynnikow
nie wlaczonych do badan (czynniki stale) uwzglednia sie
dopiero podczas opracowywania wynikow doswiadczen (Menu
glowne: Bpcja F3 (obliczenia)). Mozliwe jest zaplanowanie
eksperymentu wedlug kompletnego planow dwupoziomewych (jesli
modelem ebiektu jest model potegowy) lub wedlug piecie-
poziemowych planew retalaych (jesli modelem ebiektu jest
mode]l wykladniczy lub wielomian). Dane de utwerzemia planu
moga byc wprowadzane z klawiatury lub wczytane z dysku, po
uprzednim ich wprowadzeniu z klawiatury.

o0
B HACISHNIJ DOWOLNY RLUCZ

---- PRESS ANY KEY !!! ---

Rys. 14.6. Okienko dialogowe opcji Help w menu PLANOWANIE
EKSPERYMENTU.
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Jezeli eksperyment planujemy po raz pierwszy wowczas dane nalezy wpro-
wadzi¢ z klawiatury — opcja F2. Nastegpuje wyswietlenie nazw zbioréow, z kto-
rymi program jest skojarzony (rys. 14.7).

1.PLA NAPR.PLA
1SP1A.PLA PROJEKT.PLA
2SP1A.PLA S.PLA
S5.PLA SIGMA1.PLA
A.PLA T.PLA
C.PLA TA.PLA
CHROP.PLA TEST.PLA
EDEK.PLA W.PLA
ERM.PLA Wi.PLA
F.PLA W2.PLA
G.PLA 2.PLA
J.PLA UZUP.PLA
L.PLA LEON.PLA
M.PLA 12.PLA
MGU.PLA BONI.PLA
PODRJ HAZWE PLIRU (max = 8 ZNAKOW ) : WEDLUG SCHEMATU ™  ssscsmicre
WPISZ MNAZWE WYBRANEGO PLIKU : J \F1-HELP\ESC-QUIT

Rys. 14.7. Dialog DANE Z KLAWIATURY.

Nalezy poda¢ nazwg pliku w ktorym ma by¢ przechowywany opracowywa-
ny plan eksperymentu. Jesli wpiszemy nazwg istniejacego juz zbioru, to zawarte
w nim dane zostang usunigte i wprowadzone zostana nowe. Przykladowo jesli
wpiszemy nazwg¢ TEST pojawi si¢ informacja, ze plik o takiej nazwie juz ist-
nieje! Czy zmieniasz nazwg? Odpowiedz: [T/N]? (rys. 14.8).

1.PLA HAPR.PLA
1SP1A.PLA PROJEKT.PLA
28P1na.PLA S.PLa

S5.PLA
R.PLA
C.PLA

CHROP.PLA
EDEK.PLA
ERM.PLA

M_PLA
MGU_PLA

SIGMA1.PLA
T.PLA
Ta.PLa
TEST.PLA
W.PLa
Wi.PLA
W2.PLA
2_PLa
UZUP.PLA
LEON.PLA
12.PLa
BONI.PLa

PODAJ NAZWE PLIKU (max = 8 ZNAKOW ) : WEDLUG SCHEMATU *  smmmmmxsxx

Plik TEST.ERS istnieje. Zmieniasz nazwe ODPOWIEDZ : [T/N]

Rys. 14.8. Okienko zmiany nazwy pliku.
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Jesli odpowiedz jest TAK, to program ponownie pyta o nazwg pliku. Przyj-
mijmy, ze wprowadzono nowg nazw¢ PROBA (rys. 14.9).

HAZUY ZBTOROV 7 RTORYM JEST SEOJARZOHY PROGRAM

1.PLA NAPR.PLA
1SP1R.PLA PROJEKT.PLA
25P1A.PLA S.PLA
S5.PLA SIGMA1.PLA
A.PLA T.PLA
C.PLA TR.PLA
CHROP.PLA TEST.PLA
EDEK.PLA W.PLA
ERM.PLA W1.PLA
F.PLA W2.PLA
G.PLA 2.PLA
J.PLA UZUP.PLA
L.PLA LEON.PLA
M.PLA 12.PLA
MGU.PLA BONI.PLA

PODAJ NAZWE PLIKU (max = 8 ZHAKOW ) : WEDLUG SCHEMATU ™  sessemmene

WPISZ HNaZWE WYBRAMNEGO PLIKU : PROBA

Rys. 14.9. Wprowadzenie nazwy PROBA nowego pliku.

Wowczas przechodzi si¢ do nastgpnego okna i dokonuje si¢ wyboru klasy
modelu matematycznego (rys. 14.10). Mozliwe jest aproksymowanie wielomia-
nem, funkcja multiplikatywa (model potggowy) lub funkcja ekspotencjalng
(wykladnicza).

WYBIERZ KLASE MODELU :

F2 - WIELOMIAN
F3 - MOBEL POTEGOWY
F& - MODEL WYKLADNICZY

F1- HELP
HACISNIJ  ODPOWIEDHI KLAWISZ :

Rys. 14.10. Okienko dialogowe WYBIERZ KLASE MODELU.
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Przyjmijmy, ze wybrano model WIELOMIAN - opcja F2. Pojawi si¢ kolej-
ne okno (rys. 14.11), w ktorym nalezy okresli¢ liczbg zmiennych wejsciowych
(zmiennych niezaleznych) z przedzialu Se€[l; 4]. Wybrano S=2. Po prawej
stronie tabel widniejg informacje dotyczace: wybranego modelu matematyczne-
go, liczby zmiennych i nazwy pliku z przedluzeniem PLA, w ktérym beda prze-
chowywane dane.

WYBIERZ LICZBE ZMIEMNYCH :

WIELOMIAMNEM]

" 1" - JEDEN CZYNNIK ZMIEMNY
" 2" - WA CZYNNIKI ZMIENNE

" 3" - TRIY CZYNNIKI ZMIEMNME PROBA.PLA
" & " - CZTERY CZYNNIKI ZIMIENNE

F1 - HELP ESC - QUIT

-~~~ PRESS ANY KEV 1!} -

Rys. 14.11. Dialog WYBIERZ LICZBE ZMIENNYCH.

Po nacisnigciu dowolnego klawisza pojawi si¢ okno (rys. 14.12), w ktérym
nalezy wpisa¢ krotki opis eksperymentu. W niniejszym przykladzie przyjeto:
Wysokos¢ chropowatosci powierzchni obrobionej nagniataniem.

PODAJ KROTKI OPIS EKSPERYMENTU (max = 70 ZHAKOW):

Wysokosc chropowatosci powierzchni obrobionej
nagniataniem.

Rys. 14.12. Dialog PODAJ KROTKI OPIS EKSPERYMENTU.
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Po nacisni¢gciu ENTER pojawi si¢ kolejne okno (rys. 14.13), w ktorym nale-
zy wpisac: nazwe 1 oznaczenie zmiennej wynikowej (tutaj odpowiednio: chrop 1
R,), nazwy i oznaczenia poszczegllnych czynnikow badanych i ich zakresy
zmiennosci w jednostkach rzeczywistych. W przypadku wprowadzenia bled-
nych danych mozna je poprawic.

Opis eksperymentu:

Wysokosc chropowatesci powierzchni obrobiene) nagniataniem.

MHazwa, oznaczenie i zakres zmian czynnikow :

Czynmnik wynikowy :

Nazwa: chrop Oznaczenie: Rz

Imienna 1:

Nazwa: sila Oznaczenie: F Min = 500.000 Max = 2000.000

Imienna 2:

Nazwa: predk Oznaczenie: V Min = 0.500 Max = 1.200

SRR il T B R R

ODPOVIEDZ :  [T/M] 1

R R

Rys. 14.13. Okno dialogowe POPRAWIANIE OPISU EKSPERYMENTU,
NAZWY, OZNACZENIA 1 ZAKRESY ZMIAN CZYNNIKOW.

Jesli wszystkie dane sg prawidlowe, przechodzi si¢ do menu MACIERZE
(rys. 14.14).

SROBBERE | MENU MACIERZE WYBIERZ OPCJE

F3 - MACIERZ PLANU ODKODOWANA
F& — MACIERZ WYNIKOW EKSPERYMENTE

F2 — MACIERZ PLANU ZAKODOWANA l Lo

L F1 - NELP F18 - EXIT ESC - QUIT | SpaeE o

Rys. 14.14. Menu MACIERZE.
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Istnieje mozliwos¢ wygenerowania macierzy dla zakodowanych wartosci
zmiennych - opcja F2 — wowczas ekran wyglada jak na rysunku 14.15.

PLAN EKSPERYMENTU DLA ZAKODOWANYCH WARTOSCI ZMIENNYCH

Wysokosc chropowatosci powierzchni obrobionej nagniataniem.
Przewidywany model - wielomian. Liczba zmiennych = 2.

Wartosci zmiennych

Hr dosw
x1 x2

Dosw. 1 -1 -1
Dosw. 2 +1 -1
Dosw. 3 -1 +1
Dosw. & +1 +1
Dosw. 5 D D
Dosw. 6 I} ]
Dosw. 7 ] 0
Dosw. 8 0 0
Dosw. 9 0 0
Dosw.10| -1.414D 0
Dosw.11 1.4140D 0
Dosw.12 1] -1.4514D
lﬂnsu.13| 0 I 1.4140 I'
= = = T e

Rys. 14.15. Okno MACIERZ PLANU ZAKODOWANA.

Po nacisnigciu opcji F3 pojawia si¢ macierz dla rzeczywistych wartosci zmien-
nych (rys. 14.16).

e e e e B e B Tt T e Moo e e T T T YA e
PLAN EKSPERYMENTU DLA RZECZYWISTYCH WARTOSCI ZMIENNYCH

Wysokesc chropowatesci pewierzchni ebrobienej nagniataniem.
Przewidywany model - wielomian. Liczba zmiennych = 2.

Wartosci zmiennych
Nr dosw
F U

Dosw. 1 400.000 0.500
Dosw. 2| 2000.000 0.500
Dosw. 3| 4&400.000 1.200
Dosw. &| 2000.000 1.200
Dosw. 5| 1200.000 0.850
Dosw. 6| 1200.000 0.850
Dosw. 7| 1200.000 0.850
Dosw. 8| 1200.000 0.850
Dosw. 9| 1280.000 0.850
Dosw.10 68.800 D.850
Dosw.11| 2331.200 0.850
Dosw.12| 1200.000 D.355
Dosw.13| 1200.000 1.345

---- PRESS ANY KEY 1] —--
e e

Rys. 14.16. Okno MACIERZ PLANU ODKODOWANA.
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Natomiast nacisni¢cie opcji F4 generuje ekran z macierza wynikow ekspery-
mentu, po uprzednim wpisaniu zatozonej liczby powtdrzen pomiaréw (przyjeto
r=5) i daty pomiarow (tutaj: 1999.01.15) (rys. 14.17).

Data: 1999.01.15

Wysokosc chropowatosci powierzchni obrobionej nagniataniem.
Przewidywany model - wielomiam. Liczba zmiemnych = 2.

Mr dosw| Powt.1 Powt.2 Powt.3 Powt .4 Powt.5

LT - O - T - O

Dosw.10
Dosw.11
Dosw.12
Dosw.13

---- PRESS ANY KEY Il ——-
TSl ETCTHET

Rys. 14.17. Okno MACIERZ WYNIKOW EKSPERYMENTU.

Jesli istnieje konieczno$¢ powrotu do opracowanego planu eksperymentu
nalezy przej$é do menu PLAN EKSPERYMENTU i wybra¢ opcj¢ DANE Z
KLAWIATURY, a nast¢pnie wpisa¢ nazwg pliku, w ktorym przechowywane sg
dane.

Po wypelnieniu macierzy planu eksperymentu nalezy te dane wprowadzi¢ do
programu. W tym celu nalezy powroci¢ do MENU GLOWNE i wybraé opcje
F3 - BAZY DANYCH (rys. 14.4). W menu BAZY DANYCH istnieje mozli-
wosé wprowadzania danych z klawiatury - pierwsze wprowadzanie danych,
archiwizowanie danych — tworzenie dodatkowego pliku z przedtuzeniem ARV,
wyswietlanie danych, poprawianie danych i ich testowanie (rys. 14.18).
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nys. 14.10. Menu BAZY DANYCH.

niemalejacych (tablica 14.2).
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Nastepnie obliczane sg statystyki B, (tablica 14.3) 1 B, (tablica 14.4).

Tablica 14.3. Wartosci statystyk B; .

070 WARTOSCT CHARAKTERYSTYKI ~ B 6+

* IDENTYFIKETER | LINE | VALUE | IDENTYFIKETER | LIMNE | UALUVE L
B 6+ 1 0.250 B 6+ 17 D.000
B 6+ 2 0.200 B 6+ 18 0.571
B 6+ 3 0.333 B 6+ 19 D.429
B 6+ & D.467 B 6+ 2 D.125
B é+ 5 0.375 B 6+ 21 D.250
B 6+ [ 0.250 B 6+ 22 0.250
B 6+ ? 0.250 B 6+ 23 0.333
B 6+ 8 0.333 B 6+ 24 0.333
B 6+ b 0.167 B 6+ 25 0.250
B 6+ 10 0.333 B 6+ 26 0.333
B 6+ 11 0.500 B 6+ 27 0.000
B 6+ 12 0.200 B 6+ 28 0.333
B 6+ 13 D.100 B 6+ 29 D.286
B 6+ 14 0.167 B 6+ 30 0.200
B 6+ 15 D.227 B b6+ 31 0.250
B 6+ 16 0.200

Tablica 14.4. Wartosci statystyk B .

070 WARTOSCI CHARAKTERYSTYKI ~ B 6- -

* IDENTYFIKETER | LINE | VALUE | IBENTYFIKETER | LINE | VALUE L
B 6- 1 -0.250 B 6- 17 0.000
B &- 2 -0.400 B 6- 18 -0.143
B 6- 3 -0.167 B 6- 19 -0.143
B 6- 4 0.000 B 6- 20 -0.125
B 6- 5 -0.125 B 6- 21 -0.250
B é- 1 -0.250 B 6- 22 -8.250
B 6- 7 -0.250 B 6- 23 -0.600
B 6- 8 -0.167 B 6- 24 -9.333
B 6- 9 -0.334 B 6- 25 -0.250
B 6- 10 -0.167 B 6- 26 -0.333
B 6- 1 0.000 B 6- 27 -0.333
B é- 12 -0.200 B 6- 28 -0.167
B 6- 13 -0.200 B - 29 -8.143
B 6- 14 -0.333 B 6- 30 -p.408
B 6- 15 -p0.318 B 6- 31 -0.250

! B 6- 16 0.000

Po wpisaniu wartosci krytycznej testu (w przykladzie by =0.642) (rys. 14.19),
program podaje wyniki obarczone blgdem grubym (napis VALID), ktore nalezy
odrzucié. Jesli takich wynikdw nie ma to pojawia si¢ napis OK (tablica 14.5
1 tablica 14.6).

rm

I
|E PODAJ WARTOSC GRANICZNA " Bo (krytyczne) " :  0.642 F1 - NELP !

Rys. 14.19. Dialog PODAJ WARTOSC KRYTYCZNA B;.
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Tablica 14.5. Tablica prawidtowych wynikéw eksperymentu — maksymaine
wyniki nie sq obarczone bigdem grubym.

*

{ IDENTYFIKETER | LINE | TEST | IDENTYFIKETER | LINE | TEST __i
B 6+ 1 DK !! B 6+ 17 oK !!
B 6+ 2 DK !! B 6+ 18 oK !!
B 6+ 3 OK !! B 6+ 19 oK !!
B 6+ 4 oK !} B 6+ 20 oK 1!
B 6~ 5 0K !! B 6+ 21 0K 1!
B 6+ 6 0K 11 B 6+ 22 oK 1!
B 6+ 7 oK !! B 6 23 oK !!
B 6+ ] Ok 1 B 6+ 25 Ok 1!
B 6+ b4 0K 11! B b+ 25 0K !}
B 6+ 10 0K 1! B b+ 26 0K !!
B 6+ 1 0K 11 B 6+ 27 Ok 1!
B 6+ 12 DK !t B 6+ 28 Ok !!
B 6+ 13 OK !! B 6+ 29 oK ¢!
B 6+ 1% 0K !! B 6+ E] oK !!
B 6+ 15 oK !! B 6+ kD oK !!

l B 6+ 16 0K !!

Tablica 14.6. Tablica prawidtowych wynikéw eksperymentu — minimalne wyniki
nie sq obarczone bigdem grubym.

|  —— —

* IDENTYFIKETER | LINE | TEST | IDENTYFIKETER | LINE | TEST
B 6- 1 OK ! B 6- 17 oK !
B 6- 2 Ok 1! B 6- 18 oK !t
B 6- 3 ok 11! B 6- 19 oK !!
B 6- % OK !! B 6- 28 oK !!
B 6- 5 oK 11} B - 21 8K !!
B 6- é OK !! B 6- 22 oK !!
B 6- 7 oK 1! B 6- 23 0K !!
B 6- 8 OK ! B 6- 24 0K !}
B 6- 9 OK 1! B 6- 25 oK 1!
B 6- 10 OK !! B 6- 26 0K !!
B 6- 11 OK !! B 6- 27 oK !!
B 6- 12 OK 1! B 6- 28 oK !!
B 6- 13 oK 11} B 6- 29 8K I!
B &- 14 Ok 11! B &- El oK !!
B 6- 15 oK 11! B 6- ER eK !!
B é- 16 oK 11

z|

Nastgpnie program oblicza wariancje wynikow w poszczegoélnych punktach
programu badan oraz oblicza wartos¢ testu Cochrana (w przykladzie: 0,1033)
(rys. 14.20), ktory jest testem jednorodnosci wariancji. Po wpisaniu wartosci
krytycznej testu (tutaj: 0,13475) podawane s3 informacje o jednorodnosci
(SUCCESS TEST COCHRANA , 0K.”), badz nie wariancji.

WARIANCJA (max) = 0.00047
SUMA WARIANCJI = D.004A55 SUCCESS TEST COCHRANA
A e e !
TEST COCHRANR = 0.10330
. R A
PODAJ WARTOSC KRYTYCZNA TESTU COCHRANA GC(krytyczne) = B.13475

Rys. 14.20. Dialog JEDNORODNOSCI WARIANCJI.
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Kolejnym etapem identyfikacji jest powrot do MENU GLOWNE (rys. 14.4)
i wybdr opcji IDENTYFIKACJA MODELU. Pojawia si¢ wowczas menu z

trzema opcjami (rys. 14.21).

MENU IDENTYF IKACJR MODELU WYBIERZ ODPCJE f';i

F2 — OBLICZANIE WSPOLCZYNNIKOW
F3 - ODKODOWYWANIE FUNKCJI
F& — GRAFIKm

F1 - HELP F10 - EXIT ESC - QUIT

Rys. 14.21. Menu IDENTYFIKACJA MODELU.

Po wyborze opcji F2 nastgpuje obliczanie wspolczynnikow w rownaniu regresji
1 pojawiajq si¢ dwie tablice jak na rysunku 14.22. Lewa tablica jest pomocnicza,
natomiast prawa zawiera wartosci poszukiwanych wspolczynnikow.

WSPzer[ 0] = 10.4868 WSP fr[ 0] = 0.221%
WSPpar[ 1] = -3.4728 WSP fr[ 1] = -0.1445
WSPpar[ 2] = 2.6120 WSP fr[ 2] = 0.1087
WSPpar[ 3] = -0.1840 WsSP fr[ 3] = -0.0077
WSPpar[ &4] = -1.1808 WSP fr[ 4] = -0.0491
WSPmno[ 5] = -1.0300 WSP fr[ 5] = -D.D644
WSPmno[ 6] = 0.6480 WSP fr[ 6] = 0.0405
WSPmno|[ 7] = 2.0612 Wse fr[ 7] = D.1288
WSPmno[ 8] = -1.0168 WSP fr[ 8] = -0.0635
WSPmno[ 9] = -0.7540 WsP fr[ 9] = -0.0471
WSPmno[10) = 0.8880 WSP fr[10] =  0.0555
WSPkwa[11] = 11.7052 WSP fr(11] = 0.1242
WSPkwa[12] = 8.8172 WSP fr[12] = 0.0339
WSPkwa[13] = 7.6532 WsP fr[13] = -0.0026
WSPkwa[1&4] = 7.5692 wse fri14] = -0.0052

Rys. 14.22. Tablica pomocnicza (lewa) i tablica wspotczynnikow
rownania regresji (prawa).
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Nastgpnym etapem jest sprawdzenie istotnosci obliczonych wspolczynnikow za
pomoca testu t-Studenta. W tym celu program oblicza statystyki testu i porow-
nuje je z warto$cig krytyczng oraz ustala te wspotczynniki, ktore sg nieistotne w
sensie statystycznym. Wspoélczynniki te mozna pomingé w opcji pomijanie
wspotczynnikow (tablica 14.7).

Tablica 14.7. Wyniki sprawdzenia istotnosci wspotczynnikow.

v il | [} b UMTF

0.221426 14.122664 WSPOLCZYNNIK [ 0] ZMRCZACY
-0.144468 17.071759 WSPOLCZYNNIK 1] ZHACZACY
D.108659 12.840251 WSPOLCZYNNIK [ 2] ZMACZACY
-0.007654% 0.904487 WSPOLCZYNNIK [ 3] MNIEISTOTNY
-0.949122 5.804676 WSPOLCZYNNIK [ &] ZMACZACY
-0.064375 6.206220 WSPOLCZYNNIK [ 5] ZMACZACY
0.040500 3.904558 WSPOLCZYNNIR [ 6] ZHACZACY
0.128825 12.819709 WSPOLCZYNNIK [ 7] ZMNACZACY
-0.063550 6.126684 WSPOLCZYNNIK [ 8] ZNACZACY
-0.047125 4.543260 WSPOLCZYNNIK [ 9] ZMACZACY
D.D55500 5.350600 WSPOLCZYNNIK [18] ZNRCZACY
0.124250 16.007163 WSPOLCZYNNIK [11] ZHACZACY
0.833855 4.361610 WSPOLCZYNNIR [12] ZMACZACY
-0.002578 0.332097 WSPOLCZYNNIK [13] MIEISTOTNY
4_ -0.805207 1} D.670818 WSPOLCZYNNIK [14] NIEISTOTHNY

Nastgpnie program oblicza: wartosci wyj$¢ modelu, wartos¢ wspotczynnika
korelacji wielowymiarowej R i bada jego istotnos¢. Po czym mozna przystapié
do wydrukowania otrzymanej funkcji w postaci zakodowane;j:

Ra = 0.22142575 - 0.14546822%K1 + 0.10865946%X2 »
+ -0.00765414%X3| - D.04912154%34 - D.06437460%X1%X2 +
+ D.04050040%X1%X3 + D.12882460%X 1%X4 - D.06354960%X2%X3 +

- 0.04712540%K2%X4 + 0.05549960%X3%X4 + 0.12424982%X1%X1 +

+ 0.03385542xX2x%2 ~0.00257778%X3%%3 ~0.00520698%XhxXhi

gdzie I:] oznacza wspélczynnik nieistotny w sensie statystycznym,
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1 odkodowane;j:

T 1 [ [l D ||l||l 1 I' 1

Ra = 2.87989107 - D.00217154% F + 4.30994949%pn +
= 0.27815107%Un - 0.00462621» I - 0.00070749% F*pn +
+ 0.00020030% F=Un + 0.00000255% F= I - 1.56912604pnxUn +

- 0.00465436%pn* 1 + 0.00246665%Un* 1 + 0.00008027% Fx* F +

+ 1.85763616%pn%pn - 0.02864201%Un*Un - 0.00000893% I= I

F - Sila, pR - posuw, Un - predkosc, I - nat prad.

Program konczy okreslenie przedzialu ufnosci dla funkc;ji regresji:

z5 4 _ 4 _._ 4 _
Y £0,02568 ¢ SQRT (1,084 T X;' +2,168 3 X;X; — 0,922 X] +4,429) -
i=1 i,j=1 i=1
1+

Otrzymang analityczng posta¢ funkcji regresji mozna dalej wizualizowac. W
tym celu mozna wykorzysta¢ jeden z opisanych wczesniej programéw graficz-
nych, np. TB-WYKRES lub WK-GRAF.

14.13. Podsumowanie

Proces planowania eksperymentu, opracowania otrzymanych wynikéw ba-
dan oraz identyfikacji obiektu mozna znacznie przyspieszy¢ 1 ulepszy¢ wyko-
rzystujac opracowane programy komputerowe. Bardzo skomplikowane oblicze-
nia wykonywane dotychczas najczgsciej za pomoca kalkulatorow sa juz prze-
szloscig. Obecnie czas otrzymywania interesujacego nas rownania regresji skra-
ca si¢ z okolo jednego miesiaca do zaledwie kilku godzin. Zaoszczgdzony czas
mozna wykorzysta¢ na niezb¢dne analizy otrzymanego modelu, poszukiwanie
ekstremow oraz prezentacj¢ graficzna wynikow. Zawarty w niniejszym roz-
dziale material pozwala na wybor odpowiedniego oprogramowania kompute-
rowego. Przyklad identyfikacji przy wykorzystaniu programu PLANEKS-
STAT, zawarty na koncu rozdziatlu, moze by¢ wykorzystany do samodzielne)
identyfikacji dowolnego obiektu badan.



TABLICE STATYSTYCZNE

15.1. Gestoéé rozkladu normalnego”

| — P

¢(u) = JE— € @(-u) = @(u)
n

004 | 005 | o006 [ 007 [ o008

0398623 : 0,398 444 : 0,398 225 : 0,397 966 : 0,397 668 : 0,397 330

0395052 | 0394479 | 10393219 | 0,392 531 | 0,391 806

0369 728

0383812

48 0,151 831

0,131 468

013 23

0010143

0,0'1014

0,0°%370 : 0,0% 07

' Sporzadzono na podstawie [71].
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15.2. Dystrybuanta rozkladu normalnego®

u R 1 u?
P(U<u)=0(u)= j(p(u)du=] exp| = — |du,
—® —o 42T
®(-u)=1-O(u)
u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 u
0,0 | 0,500 000 | 0,503 989 | 0,507 978 | 0,511 966 | 0,515 953 | 0,519 939 | 0,523 922 | 0,527 903 | 0,531 881 | 0,535856 | 0,0
0,1 | 0,539 828 | 0,543 795 | 0,547 758 | 0,551 717 | 0,555 670 | 0,559 618 | 0,563 559 | 0,567 495 | 0,571 424 | 0,575345 | 0,1
02 | 0,579 260 | 0,583 166 | 0,587 064 | 0,590 954 | 0,594 835 | 0,598 706 | 0,602 568 ! 0,606 420 | 0,610 261 | 0,614 092 | 02
03 | 0,617911 | 0,621 720 | 0,625 516 | 0,629 300 | 0,633 072 | 0,636 831 | 0,640 576 | 0,644 309 | 0,648 027 | 0,651 732 | 03
0,4 | 0,655 422 | 0,659 097 | 0,662 757 | 0,666 402 | 0,670 031 | 0,673 645 | 0,677 242 | 0,680 822 | 0,684 386 | 0,687933 | 0,4
0,5 | 0,691 462 | 0,694 974 | 0,698 468 | 0,701 944 | 0,705 401 | 0,708 840 | 0,712 260 | 0,715 661 | 0,719 043 | 0,722 405 | 0,5
0,6 | 0,725 747 | 0,729 069 | 0,732 371 | 0,735 653 | 0,738 914 | 0,742 154 | 0,745373 | 0,748 571 | 0,751 748 | 0,754 903 | 0,6
0,7 | 0,758 036 | 0,761 148 | 0,764 238 | 0,767 305 | 0,770 350 | 0,773 373 | 0,776 373 | 0,779 350 | 0,782 305 | 0,785236 | 0,7
0,8 | 0,788 145 | 0,791 030 | 0,793 892 | 0,796 731 | 0,799 546 | 0,802 337 | 0,805 105 | 0,807 850 | 0,810 570 | 0,813 267 | 0.8
0,9 | 0,815 940 | 0,818 589 | 0,821 214 | 0,823 814 | 0,826 391 | 0,828 944 | 0,831 472 | 0,833 977 ! 0,836 457 | 0,838 913 | 09
1,0 | 0,841 345 | 0,843 752 | 0,846 136 | 0,848 495 | 0,850 830 ; 0,853 141 | 0,855 428 | 0,857 690 | 0,859 929 | 0,862 143 | 1,0
1,1 | 0,864 334 | 0,866 500 | 0,868 643 | 0,870 762 | 0,872 857 | 0,874 928 | 0,876 976 | 0,879 000 | 0,881 000 | 0,882 977 | 1,1
1,2 | 0,884 930 | 0,886 861 | 0,888 768 | 0,890 651 | 0,892 512 | 0,894 350 | 0,896 165 | 0,897 958 | 0,899 727 | 0,901 475 | 12
1,3 | 0,903 200 | 0,904 902 | 0,906 582 | 0,908 241 | 0,909 877 | 0,911 492 | 0,913 085 | 0,914 657 | 0,916207 | 0917736 | 1,3
1,4 | 0,919243 | 0,920 730 | 0,922 196 | 0,923 641 | 0,925 066 | 0,926 471 | 0,927 855 | 0,929 219 | 0,930 563 | 0,931 888 | 1.4
1,5 | 0,933 193 | 0,934 478 | 0,935 745 | 0,936 992 | 0,938 220 | 0,939 429 | 0,940 620 | 0,941 792 | 0,942 947 | 0,944 083 | 1,5
1,6 | 0,945201 | 0,946 301 | 0,947 384 | 0,948 449 | 0,949 497 | 0,950 529 | 0,951 543 | 0,952 540 | 0,953 521 | 0,954 486 | 16
1,7 | 0,955 435 | 0,956 367 | 0,957 284 | 0,958 185 | 0,959 070 | 0,959 941 | 0,960 796 | 0,961 636 | 0,962 462 | 0,963 273 | 1,7
1,8 | 0,964 070 | 0,964 852 | 0,965 620 | 0,966 375 | 0,967 116 | 0,967 843 | 0,968 557 | 0,969 258 | 0,969 946 | 0,970 621 | 1,8
1,9 | 0,971283 | 0,971 933 | 0,972 571 | 0,973 197 | 0,973 810 | 0,974 412 | 0,975 002 | 0,975 581 | 0,976 148 | 0,976 705 | 1,9
2,0 | 0,977250 | 0,977 784 | 0,978 308 | 0,978 822 | 0,979 325 | 0,979 818 | 0,980 301 | 0,980 774 ! 0,981237 | 0,981 691 | 2,0
2,1 | 0,982 136 | 0,982 571 | 0,952 997 | 0,983 414 | 0,983 §23 | 0,984 222 | 0,984 614 | 0,984 997 | 0,985371 | 0,985738 | 2.1
22 | 0,986 097 | 0,986 447 | 0,986 791 | 0,987 126 | 0,987 455 | 0,987 776 | 0,988 089 | 0,988 396 | 0,988 696 | 0,988 989 | 22
2,3 | 0,989276 | 0,989 556 | 0,989 830 | 0,990 097 | 0,990 358 | 0,990 613 | 0,990 863 | 0,991 106 | 0,991344 | 0991576 | 23
2,4 | 0,991 802 | 0,992 024 | 0,992 240 | 0,992 451 | 0,992 656 | 0,992 857 | 0,993 053 | 0,993 244 | 0,993 431 : 0,993 613 | 2.4
2,5 | 0,993 790 | 0,993 963 | 0,994 132 | 0,994 297 | 0,994 457 | 0,994 614 | 0,994 766 | 0,994 915 | 0,995 060 | 0,995201 | 2,5
2,6 | 0,995339 | 0,995473 | 0,995 604 | 0,995 731 | 0,995 855 | 0,995 975 | 0,996 093 | 0,996 207 | 0,996 319 | 0,996 427 | 2,6
2,7 | 0,996 533 | 0,996 636 | 0,996 736 | 0,996 833 | 0,996 928 | 0,997 020 | 0,997 110 | 0,997 197 | 0,997282 | 0,997365 | 2,7
2,8 | 0,997 445 | 0,997 523 | 0,997 599 | 0,997 673 | 0,997 744 | 0,997 814 | 0,997 882 | 0,997 948 | 0,998 012 | 0,998 074 | 2.8
2,9 | 0,998 134 | 0,998 193 | 0,998 250 | 0,998 305 | 0,998 359 | 0,998 411 | 0,998 462 | 0,998 511 | 0,998 559 | 0,998 605 | 2.9
3,0 | 0,998 650 | 0,998 694 | 0,998 736 | 0,998 777 | 0,998 817 | 0,998 856 | 0,998 893 | 0,998 930 | 0,998 965 | 0,998 999 | 3,0
3,1 | 0,9°0324 | 0,9°0646 | 0,9°0957 | 0,9°1260 | 0,9°1553 | 0,9°1836 | 0,9°2112 | 0,9°2378 | 0,9°2 636 | 0,9°2886 | 3,1
3,2 | 0,9"3129 | 09°3363 | 0,9°359%0 [ 0,9°3810 | 0,9°4 024 | 0,9°4230 | 0,9°4429 | 0,9°4 623 | 0,9°4 810 | 0,9°4991 | 32
33 | 09’5166 | 0,9°5335 | 0,9°5499 | 0,9°5658 | 0,9°5811 ! 0,9°5959 | 0,9°%6 103 | 0,9°6 242 | 0,9°6376 | 0,9°6 505 | 33
34 | 096631 | 0,9°6752 |{ 0,9°6869 | 0,9°6982 | 0,9°7091 | 0,9°7197 | 0,9°7299 | 0,9°7398 | 0,9°7493 | 0,9°7585 | 3,4
35 | 097674 | 09’7759 | 09°7842 | 0,9°7922 | 0,9°7999 | 0,9°8074 | 0,9'8146 | 0,9°8215 | 0,9°8282 | 0,9°8347 | 3.5
3,6 | 0,9°8409 | 0,9°8469 | 0,9°8527 | 0,9°8583 | 0,9°8 637 | 0,9°8 689 | 0,9°8739 { 0,9°8787 | 0,9°8834 | 0,9°8879 | 3.6
3,7 | 09°8922 | 098964 | 09%0039 | 0,9%0426 | 0,9%0799 | 0,9'1158 | 0,91 504 | 0,9'1858 | 0,9°2159 | 0,9°2468 | 3.7
38 | 092765 | 09%3052 | 0,9%3327 | 093593 | 0,93848 | 0,9°4 094 | 09°4331 | 0,9°4 558 | 0,9°4 777 | 0,9°4988 | 3.8
39 | 0995190 | 0,9%5385 | 0,9'5573 | 0,95753 | 0,9°5926 | 0,9%6 092 | 0,9%6 253 | 0,9%6 406 | 0,9%6 554 | 0,9%6 696 | 3,9
4,0 | 0,9%6833 | 0,9%6 964 | 0,9°7090 | 097211 | 0,97327 | 0,9'7439 | 0,9'7546 | 0,9'7649 | 0,9°7748  0,9'7843 [ 40
4,1 | 09%7934 | 098022 | 0,9'8106 { 0,9°8186 | 0,9°8263 ! 0,9°8338 | 0,9'8409 | 0,9°8477 | 0,9'8542 | 098605 [ 4,1
42 | 098665 | 0,9°8723 | 0,9'8778 | 0,9'8832 | 0,9'8882 | 0,9'8931 | 0,9'8978 | 0,9°0226 | 0,9°0 655 | 0,9°1 066 | 4.2
43 | 0951460 | 0,9°1837 | 0,9°2199 | 0,9°2545 | 0,9°2876 | 0,9°3 193 | 0,9°3 497 | 0,9°3 788 | 0,9°4 066 | 0,9°4332 | 43
4,4 | 09%4587 | 0,9°4 831 | 0,9°5065 | 0,9°5288 | 0,9°5502 | 0,9°5 706 | 0,9°5902 | 0,9°6 089 | 0,9°6268 | 0,9°6439 | 4,4
45 | 09%602 | 0,9°6759 | 0,9°6 908 | 0,9°7051 | 0,9°7187 | 0,9°7318 | 0,9°7442 | 0,9°7561 | 0,9°7675 | 0977784 | 45 |
4,6 | 0,9°7888 | 0,9°7987 | 0,9°8081 { 0,9°8172 | 0,9°8258 | 0,9°8340 | 0,9°8419 | 0,9°8 494 | 0,9°8 566 | 0,9°8 634 | 4.6
47 | 09°8699 | 0,9°8761 | 0,9°8821 | 0,9°8877 | 0,9°8931 | 0,9°8983 | 0,9°0320 | 0,9°0 789 | 0,9°1235 | 0,9°1661 [ 47
48 | 09°2067 | 09°2453 | 0,9°2822 | 0,9°3173 | 0,9°3508 | 0,9°3827 | 0,9°4 131 | 0,9°4 420 | 0,9°4 696 | 0,9°4958 | 4,8
4,9 | 0,9°5208 | 0,9°5446 | 0,9°5673 | 0,9°5889 | 0,9°6 094 | 0,9°6 289 | 0,96 475 | 0,9%6 652 | 0,9°6 821 | 0,9°6981 | 4.9

? Sporzadzono na podstawie [71].
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15.3. Kwantyle rozkladu normalnego”

u, =07 (p)

0,007 | 0008 [ 0,009

0000 | 0001 | 0002 | 0003 | 0004 | 0,005 | 0006 |

0,191 671 :

0,76 | 0,706 303 751 0,715 986 | 0,719229 0,722 479

0,79

0,81

0,87

0,89

0,90

0,91

0,92

0,93

0,94

0,95

0,96

0,97

0,98 | 2,053 749 2,074 885 © 2,096 927 2,120 072 2,144 411 2170090 2,19728

0,99 | 2,326 348 | 2,365 618 | 2,408 916 | 2,457 263 | 2 z,g_z 144 | 3 2,575 829 12682 070 |

0,012 533 : 0,015 040 : 0,017 54

0,166 199 : 0,1

2,226 21

0,017 547 : 0,020 054 : 0,022 562

0248174

0274110

,251 129 2290368

2,747 781 | 2,878 162 | 3.090 232

* Sporzadzono na podstawie [71].
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15.4. Wartosci krytyczne t(P, n) rozkladu t Studenta®

P{Itn |> (P, n)}= jsN(t)dt =
t(P,n)

Tablica podaje wartosci krytyczne t(P, n) w funkcji poziomu istotnosci P
i liczby stopni swobody n.

0,m 0,005 0,002

63,6567 : 1273213 : 3183088
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15.5. Wartosci krytyczne x*(a,, r) rozkladu x> ®

% 2xl@nf= [ o) = | |
xrz(ﬁ--r) *(or) X

Tablica podaje wartoéci krytyczne (e, r) testu %> w funkcji poziomu istotnosci o
i liczby stopni swobody r.

0,975 0,95 | 0,90 0,80 0,70

0,99

0,999 l 0,995

it 0,9995!

1.0,0°982 : 0,0°393 ;| 00158 : 0,0642 @ 0,148

50,0506 : 0,103 0713

14241869
L.0484 1 0711

1148

........... 1,635

QO | ~d O U | |
QO |~2|on || s [ |

L1690 112,067 | 2,833 | 3822 | 4671 | 5493

24285 | 26,440 | 28,409

AL B|B|21818 (8|5

> Sporzadzono na podstawie [71].
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c.d. wartosci krytyczne x*(a, r) rozkladu y* ©

r 2 | 0,50 0,40 0,30 020 [o.m l 0,05 | 0,025 | 0,01 0,005 [ 0,001 | 0,0005
1 $ 2,706 05024 (6635 7879 10828 : 12,116 1
2 7378 5 i 15202 2
3 ' 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9
10 10
11 11
12 12
13 13
14 14
15 15
16 16
17 17
19 9 19
20 7 20,951 20
21 21,991 21
22 : 22
23 23
24 24
25 25
26 26
27 27
28 28
29 29
30 30
31 31
32 32
33 33
34 34
35 35
36 36
37 37
38 38
39 39
40 40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
i 13311 55

6 Sporzadzono na podstawie [71].
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c.d. wartosci krytyczne x*(a, r) rozkladu x> ”

v 09995 | 0,999 l 0995 | 099 | 0975 | 0,95 ] 0,90

56 27,555 @ 28,881 @ 32,490 34350 : 37212 : 39,801 i 42,937

33248 | 35131 | 38,027 | 40,646 . 43816 |

.............. T L T

| 38,844 : 41,492 : 44,696 | ;

39,662 | 42339 |

40,482 | 43,188

L 49,111 | &

i 49,996 @ 54,336

81,770 : :

| 48,758 - 51,739 : :

. 46246 | 49,592 | 52,600 | 5

| 47,051 | 50,428 | 53,462 | '

| 4TS S1265 | s4s  S8006 | 6268 | 66214

48,666 | 52,103 | 55189 | :

! 51,097 ! i 66,409

i 81,910 i 67,341

| 50376 : 52,725 | 56309 | §9,522 | 63308 | 68274 @ 71,957 | _

S | 69207 | 72915

Cn

| 58,456 | \ 78,670

| 59279 | 63,01 | 75,749 © 79,630

| 80,590

-’“m ; :' ""---v-

76912 |

{77818 |

100 | 59,89 | 67328 |

7 Sporzadzono na podstawie [71].
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c.d. wartosci krytyczne x*(a, r) rozkladu x*

4 00 [ o0 [ o0 | 020 [ oo | oos

S’.’ls

56 | 55338 ! 58,040 : 61, m__;_ucss_'.__

sde

§7 | 86335 | 964 ; 2000 . 657 ;.

gumé

| 64178 67

Qa2 |B|B |28

rar

5 {101,717

06,3“ 1 13.038

: m.'rss_;

!uu‘ns'

iuo.so'r mm

sle|2|(r|R|2(e|8|2|8 |2 (B (3|2 |R|2|B|8|=2|8|3|3

99334 | 102,946 | 106,906 | 111,667 | 118,498 :

| 82,927 | i

608 : 103,010 107

13,148 ¢
114,268 119282 | :
£ 115390 | 120

105.303 lll 944

-llﬂ.ﬂs mm'
08,486 | 118,223

123.32

1104851

L1108

113,018

g3 (|2 (2|d

69

70

113,577 116,854

71

: s "ws

N

74

75

m mo'?' ii;.'i"r's

i 125,739

n-

i 124,839 { 128,261

.......................................

| 126,082 | 129,520

104,13

127324 |

© 112,393 | 118,236 | {131,041 | 134,540

8,648 m.s«_:;_ 2. 132277 135,792

{114,693

133,512 :

118,136 | 124,116 | 1 H

120,427

142,119 | 145,751
[ 143.3_4_4_2

13 |18|F (R |8|8|2(8|3|2|F]|3

91

93

| 144,567

128,422 | 134,64 148230 | 151,934

(3| |&|&” |2

100

{124,342 | 129,561 135,807 | 140,169 | 149,449 | 183,167

¥ Sporzadzono na podstawie [71].
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15.6. Wartosci krytyczne Fi.(a, ry, r;) rozkladu F*

f(F)
a=0,10

F(auryra)

F

Tablica podaje wartosci krytyczne Fi (., 1), r2), zmiennej losowej F' Snedecora,
spetniajace warunek P(F>F\.)=a, gdzie: r, jest liczba stopni swobody licznika r;
jest liczba stopni swobody mianownika.

|1 2|3 4|s|6|7]|8]|9|10]15|20]30]50]100/200]500] « |
r r2
L 39914951561 55815721502 1891594 159,91 6021612 16171623 162716301 632 633103 1
2 |83 7ot '9-.13 5,-23'-_9-.1'9'-5.-35 -9:3-5_'5.5::-'9:3'3' 939! '9]'2'-'9'.34' 9,46 3-57'»9"48-3'4:5 19491949 | 2
3 [ss4 Yy '.':.55 : ;:3-4_ St 5.'25' 527 -s_.iii _5:2'4' 623 ;.-‘l;l- 518 '.':.'1?" 515 'sg.ii 151415141 ! si3| 3
4 i.ii 432 '4-.;9. 3'1_1_ 005 401 13:9;-3_.55 3,94 _5,52_ 3.-8-'!"3;; 5.3: 13,80 3,:@ 13,7713,76:3,76 | 4
s 406 378, 3621362 '3'35.5.'46.337- S.i; 332! ':;.56 3._11 1321 5.':; 315' 13, is,s'{z' uf 310] s
6 |3,7813,46:329 3,18 3,11.3,05 3,01 2,98.2.96 2,9412,8712,8412,8012,7712,75 12,73 273 2m| 6
7 |359132613,07:2,9 2,88 283 12,7812,7512,72 12,70 12,63 12,9 | 12,561 2,82 z,soz.«:'-z 8247 7
8 -.33"3-1-1-’:{,52"5:3.1*2 7312,6712,62" Fz_,.;,;"z:s'smz',s:z:é 12,42 'z.sa" 238 rz..sg‘ 231 Fz_,:fq'g,_z? 8
9 [33613,0012,8112,692,6112,55 12,51 12,471 2,44 2,42 1 234 12,30 12,26 12,22 1 2, ig-z 1_1__2_,!7 i216[ 9
10 [3281292'2, "r:;'i's-l_ 12,52 12,46 12,41 12,38 _2.-3-.43-'_1_.32- 224" '236'5 -12-'2:1':' 12,0912,0712,0612,06| 10
1 3.-.55‘ 2,86 5 66 T i.-s:f 2,45 '2_._15'-_2:3'4"'2'.56“-2:2_7'-'2".55' :'.'1‘1' 212 -'z' Bi' 2,04 '5,66' 199! _1 98! ! 97 1
12 5'15'_:_3_1_ -z- 51' 5]3---2_.59- 1233 'z:z_s_ i.ii 'z:zilnz' 19! i'l-u"z'ﬁs.-z-iai 197! f,;;-n:s'z- _1_,51_ 19 12
13 3"13 2762 12,5612,43 12,35 z.za.z.n 12201216 12,141 zos 2,01} 196 1,921,818 ns.l.ss 13
14 3.10 5'7'3-.2,51 1.39 2311224 12,19 12,151 212 | 2,10 zm 11,96 11,911 1,87 1a3 182180180 18
15 30‘_: 2,702,491 236 12,27122112,06 12,121 2,09 1 2,06 1,971 1.9 11,871 1.83 1 1.79 1‘7.';.-1-.‘;6‘;-7-6 15
16 5_051-1:{7-' 2461233 12,24 12,18 12,13 1 2,091 2,06 ' 2, 65'1._97—1:59' 1,84 _1:';9"1.15“1-7-4_'—1_ B2 16
17 -B"'z's'f 1'34_75:3'1"':',2-2_ -':"ls 'z'fo_ rz- 63 i'o-:;'-z- 56--._9'1':':'?.06-7.51 —1:7'5' -f.:ri _1_7_1_- 1'.35 i-si 17
18 3,012,621 2,4212.2912.20 12,13 1 2,08 2,04 12,00 1.98 1 1 18
19 19
20 20
2 z.ss.z.ss z,ss.:.zz :13.2,06 2,01, 1.97 193'_190 un_.ns 170.1.55 151.1,59 1,53‘1,57 22
24 [293]2,541233 ] 12191210 12,04 1.90 1'53 191 1,88:1,78:1,73 | 1,6711,6211,58 11,56 | 1541183 | 24
26 [291] -z.sz*z'.n'i_l:;"'z'.ﬁs- 2,01 11,96 1,921 1,88 1,86 1 1,76 1 1,71 1,68 1 1,69 | 1.65 1 1.63 ' 1.61°1.50 | 26
28 [2,89" z:.r;o"-z'.is' : iﬁn-s"_z_.éé 'z,oo‘ _134"f 561 -137'"1'.54' It -1:1“-1'.5'9' '1' -ss‘ _125'7' 1,83 '1:53-'_1'.39' '148| 18
30 [2,8812,4912,282,14 2,06 1,981 1,93+ 1.88 1 1,86 1821 1.72 1 30
40 m
50 50
60 ﬂg 1,39 :.10-204 1,95 1,31 11,82 f.:r'}-_x"r'c"l-,'}i i.—é:"f,s-;-iii '1'41'-1..53 '1:3':5"1'.51_-1,_2'9 60
80 [277123712, ls.zoz 1.9:.1.35. 1,791,781 1,711 1,681 1,87 1,61 1441138} 1,32 | 1.18-1 l.is‘i.-zl 80
100 (2,7 3:39-_2_ !«! zoo_hn 91’1.'35 N 1730 1,70 1,66 1,56 | 1,49.1.4:.1.35 1,:9.1.26 '1231121] 100
200 (2731233121} 1,97 1,88 1,80 1,781 1,701 1,661 1,63 | 1,52 146 11381 1,511 1,24 11201 1,171 1.14 | 200
s00_ |z, :rg' _z.-s:xzrz_ ié':1,-9_5:':1:.56_'i.}éﬁ'{fs"f:si'}_é-rfﬁ 1,501 1,44 11,361 1,281 1,21 1,161 1,12 1 1,09 | 500
©  [2,7112,3012,0811,941 1,851,771 1,721 1,67, 1,631 1,60} 149 1 1,42 1 1,34 1,26 1,18 1,13+ 1,08 '1,00| o
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Podst:
awy badan inzynierski
S 'ch

il s
oéci kryty
C
ne Flcr(as ry, rz) vodd
adu F'”

ry
n 1 o=
1 2 3 0,05
161 ! 4
2 ... 200 ! 5
1L e ¢ [
3 16 _____ 0 ) 19'2- Mootk 230 8
4 10,1 | 9,55 | 928 | 1192 1 193 1234 1 23 9 | 10
771 L2000 ) AN 0.3 ERCEN 103 237} 239 12
s LR ‘ 6” ) 12 9,01 ' 193 194 "-—.,',_141 ' 14
6,61 ! 16,59 1 6 4.9:01 | 89 -t 1194 | 194 242 16
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5 (4741438 1412 1 439 S 488 16,0059 | 891 8,7 .'---'_194. -
s et ,-,;--fep__,,,-,-:‘m La -;'E-’,‘-‘ e Tsar ] COHY R
10 -'--2-'_4.26-',-'-- ;3,84 e 2 379 | 1E 4ss'. Fisy §:‘4:'s','2‘1«"-'§‘ 3
11 e 4'1'9‘4-3-'!‘- 3,63 ‘;%- 3.58--3:5'0-'. ' oL 46'0'7'43-8-4.5'36 .
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s ig e siehs el s S
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432 ' 347 3,10 ; -2.'74';"' -:5'-:,5"‘---9. 245 1238 : 1.37.'---12.35‘ 9] 14
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424 L8l 1,80 | 2,64 1 2,83 | 2, 46 | 2,40 23712321225 12,22 "'--n."'-lll-;'- 18
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15. Tablice statystyczne 383

c.d. wartosci krytyczne Fi.(a,, ry, r;) rozkladu F'”

a=0,05
| 22 24 26 28 30 35 40 45 50 60 80 100 | 200 | S00 @ n
r; rz

1 _2_49 :_2_4_9__:_24!9__:"?@_: _2§|_l_:__2_5_1_: 251 | 251 | 252 | 252 ! 252 ! 253 ! 254 , 254 | 254 1

2| 19511951195 195 ' 2

3| 365! 8,64 865 3

4 579577576575 575 . 5,73 4

S | 454453 4,52 ) 450 } 450 | 4,48 4,46 | 4,45 | 4,44 s

6 | 386384385 382 381379 : 6

7343341340339 1338 ;336 : 7

8 [3,13 3,12 1310309 | 308 306 : : 8
9 292,292 ;289 | 2,87 | 2,86 | 2,84 : ‘ 9
10 [ 2,75 12,74 1 272 1 2,71 12,70 2,68 | 2,66 | 2,65 | 2,64 | 2,62 2,60 1 2,59 | 2,56 : 2,55 1 2,54 | 10
11| 2,63 | 2,61 }259 2,58 257255, 28 | 2,52} 251 2,49 | 247 | 2,46 ; 243 | 2,42 ;2,40 [ 11
12 |2,52 12,511 2,49 1248 1 247 | 2,44 | 243 1 2,411 2,601 2381 2361 235 | 232 ) 231 1 2,30 |12
13 1244 1242 | 2,41 2,39 1238 1236 ; 2,34 | 2,33 } 231 ;2,30 1227 ;226 ;223 | 222 1221 | 13
14 2372352331232 1231 1228 1227 12,25 ) 224 1222 1220 12,19 1 2,16 : 2,14 1 2,13 | 14
1512311229 ;2271226 ;225|222 ;2,20 } 2,19 } 2,18 } 2,16 } 2,14 | 2,12 | 2,10 ; 2,08 | 207 | 15
16 | 2251224 1222 1221 1219 12,07 1 2,15 1 2,14 1 2,12 1 2,11 12,08 1 2,07 | 2,04 1 2,02 : 2,01 | 16
1712211219 12,17 12,16 215} 2,12 ; 2,10 | 2,09 ! 2,08 } 2,06 2,03 ;2,02 ; 1,99 | 1,97 : 1,9 | 17
18 |2,17 12,15 12,13 1 212 1 2,11 | 2,08 | 2,06 | 2,05 12,04 1 2,02 | 1,99 1 1,98 : 1,95 : 1,93 1 1,92 | 18
19 12,13 12,11 12,10 } 2,08 } 2,07 } 2,05 } 2,03 } 2,01 ; 2,00 | 1,98 ;1,9 ; 1,94 | 1,91 ' 1,89 ' 1,88 [ 19
20 [ 2,10 ;2,08 : 2,07 2,05 ;2,04 | 2,01 1,99 1 1,98 1 1,97 | 195 11,92 i1.91 1.ssj 1,86 . 1,84 | 20
21 : : : : : 21
22 . . g 22
2 191 : 2
24 h H 24
25 E 25
26 ‘ 26
27 E 27
28 : 28
29 29
30 30
n 32
34 34
36 36
38 38
40 40
42 42
44 44
46 46
48 48
50 50
60 60
80 80
100 100
125 125
150 150
200 200
300 300
500 500
1000 1000
b o0
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Podstawy badan inzynierskich

c.d. wartosci krytyczne Fi.(a, ry, r;) rozkladu F'?

a=0,01
il 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 |
r n
1 405 500 540 563 576 586 593 598 602 606 611 614 617 619 621 1
2 985 990 992 99,2 993 993 994 994 994 994 994 994 994 994 99,4 2
3 34,1 308 295 287 1282 279 277 275 273 272 271 1269 268 268 267 3
4 212 18,0 167 160 155 152 150 148 14,7 145 144 142 142 141 14,0 4
5 163 133 12,1 11,4 11,0 10,7 105 103 102 10,1 9589 977 968 961 9,55 5
6 137 109 9,78 9,15 875 847 826 810 798 787 772 760 752 745 7,40 6
7 122 955 845 785 746 719 699 684 672 662 647 636 627 621 6,16 7
8 113 865 75 701 663 637 618 6,03 591 581 567 556 548 541 536 8
9 106 802 699 642 606 580 561 547 535 526 511 500 492 486 4381 9
10 100 756 655 599 564 539 520 506 494 4,85 4,71 4,60 4,52 446 4,41 10
11 965 721 622 567 532 507 489 4,74 463 454 440 429 421 415 410 11
12 933 693 595 541 506 4,82 4,64 4,50 439 430 4,16 4,05 397 391 386 | 12
13 907 670 574 521 486 4,62 444 430 4,19 4,10 39 386 3,78 372 3,66 13
14 886 651 556 504 4,70 4,46 428 4,14 4,03 39 380 3,70 3,62 3,5 3,51 14
15 868 636 542 489 456 432 4,14 400 389 380 367 35 349 342 337| 15
16 853 623 529 4,77 444 420 403 389 378 369 355 345 337 331 326 16
17 8,40 6,11 518 4,67 434 410 393 3,79 368 359 346 335 327 321 3,16 17
18 829 6,01 509 458 425 401 38 371 360 3,51 337 327 3,19 3,13 3,08 18
19 8,18 593 501 450 4,17 394 377 3,63 352 343 330 3,19 3,12 3,05 300 19
20 8,10 585 494 443 4,00 3,87 3,70 3,5 346 337 323 3,13 3,05 299 294 20
21 802 578 487 437 4,04 381 364 351 340 331 3,17 3,07 299 293 1288 21
22 795 572 482 431 399 3,76 359 345 335 326 3,02 3,02 294 288 28| 22
23 788 566 476 426 394 371 354 341 330 321 307 297 289 28 278| 123
24 782 561 472 422 390 3,67 350 336 326 3,17 3,03 293 285 2,79 274 24
28 777 557 4,68 4,18 386 3,63 346 332 322 3,13 299 289 281 275 270| 25
26 7,72 553 4,64 4,14 382 359 342 329 3,18 3,09 29 2,8 2,78 2,72 2,66 | 26
27 768 549 460 4,11 3,78 35 339 326 3,15 3,06 293 2,82 2,75 2,68 263| 27
28 7,64 545 457 407 3,75 3,53 336 323 3,12 3,03 29 2,79 2,72 2,65 260 | 28
29 7,60 542 454 4,04 373 350 333 320 3,09 3,00 287 2,77 269 2,63 257| 29
30 7,56 539 451 4,02 3,70 347 330 3,17 3,07 298 284 274 2,66 2,60 255| 30
32 750 534 446 3,97 3,65 343 326 3,13 302 293 280 2,70 2,62 255 2,50 32
34 744 529 442 3,93 361 339 322 3,09 298 289 2,76 266 2,58 251 246| 34
36 740 525 438 389 357 335 3,18 3,05 295 286 2,72 262 2,54 248 243| 36
38 735 521 434 386 354 332 3,15 3,02 292 283 269 259 251 245 240 38
40 731 5,18 431 387 351 329 3,12 299 289 280 266 25 248 242 237| 40
42 728 515 429 3,80 349 327 3,10 2,97 286 2,78 2,64 254 246 240 234 42
44 725 512 426 3,78 347 324 308 295 284 275 2,62 252 244 237 232 44
46 722 5,10 424 3,76 344 322 306 293 282 2,73 2,60 250 242 235 230 46
48 7,19 508 422 3,74 343 320 3,04 291 280 2,72 258 248 240 233 228 48
50 7,17 506 420 3,72 3,41 3,19 302 38 279 2,70 25 246 238 232 1227 50
60 708 498 4,13 365 334 3,12 295 28 272 263 250 239 231 225 1220| 60
80 696 488 4,04 35 326 3,04 287 2,74 264 255 242 231 223 217 2,2| 80
100 69 482 398 351 321 299 282 269 259 250 237 226 219 2,12 2,07| 100
135 684 478 394 347 3,17 395 2,79 266 255 247 233 223 2,15 2,08 2,03 | 135
150 681 4,75 392 345 3,14 392 276 2,63 25 244 231 220 2,12 2,06 2,00| 150
200 676 4,71 388 341 311 289 273 260 250 241 227 2,17 209 2,02 197| 200
300 672 468 385 338 3,08 286 270 257 247 238 124 2,04 206 199 194 | 300
500 669 465 382 336 305 284 268 255 244 236 222 2,12 2,04 197 192 s00
1000 666 4,63 380 334 304 282 266 25 243 234 220 2,00 2,02 195 19 | 1000
® 663 461 378 332 302 280 264 251 241 232 218 2,08 200 193 188 ®
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c.d. wartosci krytyczne Fi.(a., ry, r;) rozkladu F'¥

a=0,01
A "™ 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 60 | 80 | 100 | 200 | 500 | = |™ r‘l
1 622 | 623 | 624 | 625 | 626 | 628 | 629 | 630 | 630 | 631 | 633 | 633 | 635 | 636 | 637 1
2 995 (995|995 |995|995|995|995]|995|995|995| 995995995 | 995|995 2
3 26,6 | 26,6 | 26,6 | 26,5 | 26,5 | 26,5 | 26,4 | 26,4 | 26,4 | 26,3 | 26,3 | 262 | 262 | 26,1 | 26,1 3
4 14,0 [ 13,9 | 13,9 | 13,9 [ 13,8 [ 13,8 | 13,7 | 13,7 [ 13,7 | 13,7 | 13,6 | 13,6 | 13,5 | 135 | 13,5 4
5 9,51 | 9,47 | 9,43 | 9,40 | 938 | 933 | 929 | 926 | 9,24 | 9,20 | 9,16 | 9,13 | 9,08 | 9,04 | 9,02 5
6 735|731 | 728 | 725 | 723 | 7,18 | 7,14 | 7,11 | 7,09 | 7,06 | 7,01 | 6,99 | 6,93 | 6,90 | 6,88 6
7 6,11 | 6,07 | 6,04 | 6,02 | 599 | 594 | 591 | 588 | 586 | 582 | 578 | 5,75 | 5,70 | 5,67 | 5,65 7
8 5§32 | 528 | 525 | 522 | 520 | 515 | 5,12 | 5,09 | 5,07 | 5,03 | 4,99 | 4,96 | 4,91 | 4,88 | 4,86 8
9 4,77 | 4,73 | 4,70 | 4,67 | 4,65 | 4,60 | 4,57 | 4,54 | 4,52 | 4,48 | 4,44 | 4,42 | 436 | 433 | 431 9
10 | 4,36 | 433 | 430 | 427 | 425 | 4,20 | 4,17 | 4,14 | 4,12 | 4,08 | 4,04 | 4,01 | 3,96 | 393 | 391 10
11 | 4,06 | 4,02 | 3,99 | 3,96 | 3,94 | 3,89 | 3,86 | 3,83 [ 3,81 [ 3,78 3,73 371|366 | 362|360 11
12 (382|378 ,75|,72 |.,70 | 65 | 62 | 59 | 57 | 54 | 49 | 47 | 41 | 38 | 36 12
13 62 | 59| 56 | 83 | 51 | 46 | 43 | 40 | 38 | 34 | 30 | 27| 22 | a9 | 17 13
14 46 | 43 | 40 | 37 | 35| 30 | 27 | 24 | 22 | a8 | 04 | 11 | 06 | 3,03 | ,00 14
15 33 |29 | 26 | 24| 21| 37|23 ,00]|,08],05]|,00]29]29)|28|[287| 15
16 [322 (3,18 3,15 |3,12 | 3,10 | 3,05 | 3,02 | 2,99 | 2,97 | 2,93 | 2,89 [ 286 [ 2,81 | 2,78 | 275 | 16
17 A2 [ 08 | 05 | 03 | 00 (296|292 | 89 | 87 | 8 | ;79 | 76 | .71 | 68 | 65 17
18 03 | 00 (297294292 87 | 84 | 81 | ;78| ,75 | ,70 | 68 | 62 | 59 | 57 18
19 |29 (29| 89 | 87 | 84| 8 |,76 |,73]|,71].,67]| .63| 60| 55| 51| 49 19
20 ,90 | 86 | 83 | 80 | 78 | ,73 | 69 | ,67 | 64 | 61 | 56 | 54 | 48 | 44 | 42 20
21 |2,84 280277274272 |267)|264|261|258)|255)|250|248|242]2,38]|236] 21
22 78 | 75 | 72 | 69 | 67 | 62 | 88 | 55 | &3 | 50 | 45 | 42 | 36 | 33 | 31 22
23 74 [ 70 | 67 | 64 | 62 | ST | 54 | 51| 48 | 45 | 40 | 37 | 32 | 28 | 261 23
24 70 | 66 [ 63 | 60 | 58 [ oS3 | 49 | 46 | 44 | 40 | 36 | 33 | 27 | 24 | 21 24
25 66 | 62 | 59 | 56 | 54 | 49 | 45 | 42 | 40 | 36 | 32 | 29| 23 | 19 | 17 25
26 | 2,62 (2,58 |2,55|2,53|250|245|242|239236|233 228225219216 213] 26
27 59 | S5 | 52 | 49 | 47| 42 | 38 | 35| 33| 29 | 25| 22 | a6 | a2 | 10 27
28 S6 | 52 | 49 | 46 | 44 | 39 | 35 | 32 | 30 | 26 | 22 | 9 | 13 | 09 | .06 28
29 S3 | 49 | 46 | 44 | 41 | 36 | 33 | 30 | 27 | 23 | g9 | 16 | ;00 | .06 | 03 29
30 S1 | 47 | 44 | 41 | 39| 34 | 30 | 27| 25| 21| 06| 03| 07 ] .03 ] 01 30
i 11482421239 1236 (23412290228 11220220 L2806 {21 L2200 (202 [ 19e l 196 | 32
34 42 | 38 | 35 | 32 (30| 25| 21 | a8 | 06 | 02 | 07 | 04 | 1,98 94 | 91 34
36 A8 | 35 | 32| 29| 26| 21| 17| 04| ,02 |,08 | ,03]| .00 94| 90 | 87 36
38 A5 | 32 28|26 |23 (18| 04| 01,09 05,00 197] 90| 86 | ;84 38
40 A3 |29 26| 23| 20| 5] ,1)],08|.,06)| .,02|197] 94| 87| 8 | .80 40
42 230226223 (220218213 |2,09206]20319 |19 |19 |185] 18] 78 42
44 28 | 24 | 21 | a8 [ 05 | 00 | 06 | 03 | 01 | 97| 92 | 89 | 82 | ;78 | 75 44
46 26 | 22 | ,19 | ,06 | 13 | 08 | 04 | 01 [199) 95| 90 | 86 | 80 | 75 | 73 46
48 24 | 20 [ 17 [ 04 | 12 | 06 | 02 (199)] 97 | 93 | 88 | 84 | 78 | .73 | .70 48
50 22 | A8 | 15 | 12 | 00 | 05 | 01 | 97 | 95 | 91 | 86 | 32 | 76 | 71 | 68 50
60 (2,15)2,12 |2,08 | 2,05 (2,03 )198 | 194|190 (188 | 1,84 [1,78 [ 1,75 | 1,68 | 1,63 | 1,60 | 60
80 07 | 03 | 00 |197)|194) 8 | 85 | 81 | 79 | 75 | 69 | 66 | ,58 | 83 | .49 80
100 | 02 1,98 (194 | 92 | B9 | 84 | 80 | ,76 | ,73 | 69 | 63 | 60 | 52 | 47 | 43 | 100
125 1198 ( 94 | 91 | 88 | 85 | 80 | ,76 | ;72 | 69 | 65 | 59 | 55 | 47 | 41 | 37 | 125
150 | 96 | 92 | 88 | 85 | 83 | ,77 | ,73 | 69 | 66 | 62 | 56 | 52 | 43 | 38 | 33 | 1s0
200 1,93 1,89 1,85 | 1,82 | 1,79 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,63 [ 1,58 | 1,52 | 1,48 [ 1,39 [ 133 | 128 | 200
300 | 89 | 85 | 82 | ;79 | 76 | ,71 | 66 | 62 | 59 | 85 | 48 | 44 | 35 | 28 | 22 | 300
500 | 87 | 8 | ,79 [ ,76 | ,74 | 68 | 63 | 60 | 56 | 52 | 45 | 41 | 31 | 23 | ;06 | s00
1000 | 85 | 81 | 77 | 74 | ;72 | 66 | 61 | 57 | S4 | 50 | 43 | 38 | 28 | ,19 | ,11 | 1000
w B |79 |76 |72 |70 | 64 | 59 | 55| 82 | 47 | 40 | 36 | 25 | .15 | 00 o

'* Sporzadzono na podstawie [71].
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15.7. Wartosci krytyczne z(a, ry, rz) rozkladu z Fishera'?

) A

«=0,10

Z.(l:l.,l'l,l';) z

Tablica podaje wartosci krytyczne z(a, ), r2) testu z Fishera w funkcji poziomu
istotnosci a i liczby stopni swobody licznika r) 1 mianownika r.

5 iy 2 3 4 5 6 8 12 24 o F1 f
1| 18427 ) 1,9510 | 1,9907 | 2,012 | 2,0236 | 2,0320 | 2,0425 } 2,0830 | 2,0636 | 20742 | 1
2| 1,0716 ; 1,0986 | 1,1075 | 1,120 | 1,1146 ; 1,1164 } 1,186 | 1,1208 | 1,1230 ; 1282 [ 2
3 | 0,8558 | 08489 ' 08423 : 08379 | 0.8347 | 0,8324 ' 08283 : 08258 | 0.8221 } 08179 [ 3
4| 07570 1 07322 | 0,7164 | 07064 | 0,699 | 0,6944 | 0,687 | 0,6799 | 06716 | 06623 | 4
S| 07006 } 0,6648 | 0,6432 ; 0,6293 | 0,6196 | 0,6125 | 0,6029 ' 05921 ; 05801 } 05665 | S
6 | 0,6643 1 0,621 ; 0,5953 | 0,5786 : 0,5669 i 0,S583 : 0,5465 | 0,332 ; 0,5181 ; 0,507 | 6
7| 0,639 | 05905 | 0,615 | 0,5427 | 0,5295 | 0,5197 | 05061 | 04907 | 04730 | 04823 | 7
8| 0,6203 : 05678 | 0,5364 | 05160 : 0,5015 ! 04907 } 04757 | 04585 : 04386 ; 04148 | 8
9 0,6060 . 0,5504 . 0,5171 | 0,4953 | 0,4798 . 0,4682 :_g,fggq -:_ 9._4;_1{&_0-.11-1_{ *:'g.gggg_ 9
10 | 0,5947 | 0,5366 | 0,5017 | 04788 : 0,4624 | 0,4502 ! 04330 ' 0,4130 | 03893 | 03602 | 10
11| 0,585 | 0,523 | 04892 ; 0,4653 | 04483 | 0,4355 | 04173 | 03962 : 03710 : 03395 | 11
12| 05799 | 05160 | 04788 | 04541 | 04365 | 04231 | 04043 | 03821 : 03555 | 03219 | 12
13| 05715 | 0,5082 | 04701 | 04447 } 04265 | 04127 } 03952 | 03702} 03422 } 03066 | 13
14| 05661 | 05015 | 04626 ;| 04366 | 04180 | 04038 | 03836 | 03598 ; 03308 | 02931 [ 14
15| 05614 | 04957 | 04561 | 04296 : 04106 | 03961 | 03754 | 03508 : 03207 | 02813 | 15
16| 05572 | 04907 | 04504 ; 04235 } 04041 : 03893 } 03681 | 03429 03118 ; 02706 [ 16
17 | 05537 | 04863 ; 04455 : 04181 : 03984 | 03833 ; 0,3617 : 03359 : 0,3038 ; 02611 | 17
18 | 0S50S | 04823 | 04411 ; 04134 ; 03933 | 03780 ; 03860 | 03296 | 02967 : 02524 | 18
19| 05476 | 04788 | 04371 ; 04091 | 03887 | 03732 : 03508 : 03240 ' 02904 : 02445 | 19
20 0,5451 ., 0.475'{ ' 0:4-3.3‘6_:3,'_‘9.':{ :-9.-3-8.49_: 0:368_9 . q._!ffl_ -: ?:J_l.ﬂ? :‘0_.3&5‘ :'0,.23?' 20
21| 05427 ] 04728 | 04304 ; 04017 : 03809 | 03650 ' 03420 : 03143 : 02793 } 02307 [ 21
22| 05407 | 04703 | 04275 | 03986 | 03776 | 03615 | 03382 | 03101 | 02744 | 02245 [ 22
23| 05388 | 04679 | 0,4248 | 03957 . 03745 ; 03582 | 03347 | 03062 | 02700 | 02188 | 123
24| 05370 3 04657 | 04224 ; 03931 } 03717 | 03883 | 03315 | 03027 ; 02659 | 02135 | 24
25 | 05354 | 04638 | 04201 ; 03906 : 03691 : 03526 | 03286 | 02994 | 02621 | 02086 | 25
26| 0,5339 } 04620 ' 04181 ; 03884 ' 03667 ; 03500 ' 03258 ' 02964 ; 02585 : 02039 | 16
27| 05326 } 04603 | 04162 : 03863 : 03645 | 03477 | 03233 : 02936 ! 02883 ! 0,199 | 27
28| 05313 | 04587 | 04144 | 03844 | 03624 | 03455 | 03210 | 02910 | 02522 | 0,195 [ 128
29| 05301 ; 04572 | 04128 | 03826 03605 : 03435 : 03188 : 02885 ' 02493 : 0,1916 | 29
30| 0,5290 } 04559 | 04112 | 03809 | 03587 | 03416 . 03167 | 02863 | 02466 | 0,1880 | 30
40| 05211 } 04461 | 0,4001 | 03688 | 03458 | 03280 | 03019 | 02696 | 02268 ; 0,1599 | 40
60| 05133 } 04363 ! 03891 ; 03867 : 03328 | 03142 | 02868 ' 02526 ; 0,2063 ' 0,279 | 60
120 | 0,5054 : 04266 : 03781 | 03446 : 03198 | 03005 | 02717 i 02354 | 0,1848 : 0,0081 | 120
@ 0,4976 |, 0,4170 | 03671 ;| 03326 , 03069 | 0,2866 , 0,2565 |, 0,2178 | 0,1622 |, 0,0000 o

'* Sporzadzono na podstawie [71].



15. Tablice statystyczne
387

c.d. wartosci
ci krytyc
zne z(a, ry, r;) rozkladu z Fish
ishera'®

ri a_- ,05
n 1 2
1 3
2,5421 | ‘
2 | 14892 _:_!._Gf'_f’ : 2,6870 | : 6 8
1,4592 ! Skt 12,707 2 ' 12
N eten | ' ‘_l-l‘nz ' 1,4765 e Rt _;_-l-7_l,‘ ' 2,7276 ' 24 =
1,1877 R R 11,4787 : —embasoo-- 12,7380 g - o !
= 1L,1577 } 1,1284 | 1,113 i) | 1,4800 : 1 g 12,7484 1+ 2,7 N r
10212 | 0.9690 L LI137 L1081 | 10994 L 14908 : 14819 | 1 e e
s | asast l_°|’690 " 0.94 B e ] ._1-0994 ' 1,0953 fenereaa u__:mo v 1,4840 e 1
A bl 9429 | 09297 Fivanss L e 1,0899 | S sl i
T lasas ._Om "0 e _:_9,9]6’ ] 0'909"'5 ______ -___1:0342 " 1-0731--' ------ 2
09548 | 09188 | 08441 | 0.8236 | 08097 1 S0 . o ' T e
------ 108188 | 0 o SIS 8T . SO 190N L R LT e
7 0.8606 * 0.7777 L ' 07558 | 0.7394 il ' 0,7862 et A iyl ' 0,8639
. 107777 | pciuirin iajds 4 073% . 07374 + 07112 . o QT4 07550 ' 07368 s
0,8355 | 07;-;;""74 0,7080 | 0'6'8;;---.'___‘_1- 07112 | 04931 © 0.6729 107368 P
ke r By ' T S Vo, pEdadan | 06931 | 06729 0,649
9 0,8163 : D:ri;]- oy ?:7_0_1_‘_: 0,6725 - oﬁ'si;-r-_s_-{s}': 0,6576 | 063'6;-:-:_22_9__5_0,“99 P
------ s [ ey i ' l----"-l-_:_ 0, RoEsIR T
10 _o,souJ: Szt 9:6_7_53_;_0,“5,,‘; o ;;-:-.0:'53_"_3_;_0.6175 : 05,"-}-651_"'.‘__:_9,5362 5
11| 07889 . ] __'_955_ ' 0,6553 e il aen = + 10,6080 Lranmse R e + 0,5682 sl
0,7889 o ool B oonc ; 8 . 0,600 ; 05862 ; e
pou oot 0. : EEE e ' 0' : SR Bty v 0, [ S ol 8
12 889 1 06909 | 0,6387 2 0009 Aoy | LI L Shk g
0,7788 | osm""'"---‘--"‘m | 0,5822 | 0,5648 e A s v R 1.2 9
5 lare 1.967% ; 48 priiesss L5000 S | eaaa B arie ' 0,5035 : 0,4657
0,7703 | B B ns sl cheaea- ' 0,5406 : 0 S M ke 10,4657
i | a0 o N ) 0.6134 @ 0.5783 e 0.5487 ' 06234 . A0 1 LTS Py s
0,7630 ! 5'6;;;7-!--_‘_' 0.5783 + 0,8835 ¢ 0.5350 ; 0,5234 ! 0““9;'1% ------ ,5_0-4337 1
"""" aes ' Yosemmo '.,'553 ' SR S ' o -
1s 0,7568 | D‘s'sig--Pls_of’_‘ ' 0,5677'7 0:5:4;_-;"'0"?5-0-: 0,5089 E 04:7-8;-":15:9'2"5 0,4156 12
----- B sl PRl B b K ' 04419 © 03957
16 0,7514 § o e - 915_9_50 : 0,5585 ' ""a--_'s_z_s_j , 0,4964 ' .";--gl_g‘ 1 03957
TR $ 0645t | 0,597 | 05508 10,5326 | 05131 | 0,485 | 04649 | 04269 | 03782 15
0,7466 | {.;;;_,;-r----.‘.:.‘{-sm : E.,},;;;'r--‘---‘-:-‘!'“ss : 04'5‘,;':;'---- | 03782 | 14
THE R Lo ;o Fieprny L0 04760 | 0,442 ot 04138 | 03628 [ 15
19 | o786 . s o + 0,5753 itk e Ay v 0,4964 et Lol e ol + 0,4022 ey
0,73 " S B gt v 0, : --';____ v 0,46 ' R s + 0,34
20 "‘--'-6__:_0"295 ' 0 m—-{-.’{'{?‘__,_?,sm ' 0‘893-1"—-36__:_ P:“S'? . 0.3919",‘--_?9_ 16
07352 + 0.6254 Ty b B s Pt L e 1 e o e onssts 1 03356
------ i 0‘6254 ' il e i 0.5040 ' --t"‘"--__c "‘355 i 0 il 17
21 e mm-- 1 0,5654 ! qmmem- | 0,4832 Dbtk E 3827
07322 | 0,6216 | 05612 | 05265 | 04986 ¢ 04776 1 04835 04182 ! o ) B
e 1 . e Wil d oo s=caakadve : jp=mmass
2 ﬂ"n"-: 0 -"r-:s.,s.l_z.l o.ﬂlg‘: 0 -.-'r--'tT_T_s_| n.“" : -'T‘""J-?‘_s_ 2 ovslsl
. i o61m | 05574 | 05178 104938 | 04725 | 04420 | 04116 | 03668 | 03087 g
0,7269 | 0 cemapeesaes 10,5178 | 0 R 10,4420 ! 0 cecagpmcccas 1 03057
g A 106151 | 05840 | 05140 10489 | 04679 | 04370 | 04085 ;| 03599 } 02971 o
07246 | 0,6123 | 0,5508 1 08140 Sossspasieons 04370 | 04001 | 03836 1 02971 | 21
-------- " . dedmmoan ' 1"'--—---: i NEseSsas
25 | 07228 | o;a;;—r-o-'s.s.".’.; 0,5106 | o;,;,'l;-,--o-“.‘.’.‘.; 04325 | 0 J',;;,-;-q'af"i‘_j 02892 | 22
----- b v 0,54 A= mmdp sl v 0.4 cmmm .- v 0 -t o
26 | 07205 1 0 65;3—-&--..’?_ | 05074 | 04.,;;-r---5.’.". 104288 | 0 J,B;-:-n-"ff'{’[ Toasis [ 13
Rl AT (Bt v 0 desmdandsy i o 0, St e IR i g ety P
27 [ omsr | 0‘6;1--:--:5.‘.5_'_;_ skt L siim | ua 562 ; 04244 | o,;,};;'f'(;'?fz-s-i-°""9 24
______ Bl ' |"--._,_|__' [ d e eraleea ' AL
28 | 07171 ¢ 06030 | 05427 | 05017 | 0;:,;;-:—-“:‘!"1’_’_; 04209 ¢ 0 J;;;-.L--'T%".‘.; 02685 | 25
------ [ 4 0 :‘-—-., Y "0, R o 0 et b
o 07155 © 0 "--r--:s.‘?:’ ' 04992 ' 0 "'-I---f‘.g_’_: 0,4176 | 0, -.-_:___-Eli.’-_o 10,2625
------ , 0,6011 ! 0O = S 4696 ' 0 T . 3786 0 e e 26
30 Bt it ' 0,5382 ! - ¢ 04471 ! fecmaan ' 03287
0,7141 ' 0. . gl ! 0,4969 ! 0 o 10,4146 ' 0 —pmmm——— ) 0,2569
e et 10599 | 08362 | 04947 1 04671 | pieitey By 1 03752 | 03248 freseen i
07037 | 05866 | 0.8217 1 04947 | n,m"."."-' it S o,s'-,;;,"'c;----i-"'““ 28
60 | 06933 e ' 0,5217 | 04789 | 04648 | 04420 ; 04090 - ' 03211 | 02466
0,6933 ' o , 0,4789 | it B a . 0,4090 ; ——yp==- , 0,2466
Pl ' 0.5133 ' mesebmmea i o'“” " ———— - ] 0’3"1 ] Ll LR R 29
120 33 ; 05738 , 05073 s ' 04242 | 03897 ' 0347 i 03176 | 2o
0,6830 | 38 . 05073 . 0,632 . 9 1 04242 , 03897 | 2L 0178, 02419
i) v 0,56 ] e e e v 0,43 i e v 0,347 ' g S e 30
© 0.6 ".'-'--!{_L_“:‘”ll 0.4 ".“---l!-:__o_'w“ ' 037 Ser=vas 5 1 02920 | 02 s
6729 0, h mimhe 4758 . 0 v ————d 02 0 .- 057
| 0,5486 | 04787 | 0,4319 10,4133 | 03885 | 03506 5 3255 | 02654 | 0.1644 40
g Y 7 ' 0,4319 i ;___8_85 « 10,3506 it > Bt . 0,1644
' 03974 0.370'5"' ------- ' 03032 | 0.23"" ------- 60
. : 03309 | 02804 1 257 111
' 0,2804 ' 0,20-”' _______ 120
; 02088 ; 0,0000
oD
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c.d. wartosci

krytyczne z(a,, ry, rz) rozkladu z Fishera'®

a=0,01
r L5
r 1 2 3 4 5 6 8 12 24 o rn
1 4,1535 42585 42974 43175 43297 43379 43482 43585 43689 43794 1
2 22950 22976 21,2984 2,2988 2,2991 2,2992 22994 22997 22999 21,3001 2
3 1,7649 1,7140 1,6915 11,6786 1,6703 11,6645 1,6569 1,6489 1,6404 11,6314 3
4 1,5270 1,4452 14075 17385 13711 13609 13473 13327 13170 13000 4
s 13943 12929 12449 12164 1,1974 11,1838 1,165 1,1457 1,1239 11,0997 5
6 1,3103 1,195 11,1401 11,1068 1,0843 11,0680 11,0460 1,0218 09948 10,9643 6
T 1,2526 1,1281 1,0672 1,0300 1,0048 09864 09614 09335 0,9020 0,8658 7
8 12106 11,0787 1,0135 09734 09459 09259 10,8983 0,8673 0,819 0,7904 8
9 1,1786 1,0411 09724 09299 09006 0,8791 0,8494 0,8157 0,7769 0,7305 9
10 1,1535 1,0114 09399 08954 08646 08419 08104 0,7744 0,7324 0,6816 10
11 1,1333 09874 09136 08674 08354 08116 0,7785 0,7405 0,6958 0,6408 11
12 1,1166 09677 0,8919 08443 08111 0,7864 0,7520 10,7122 0,6649 0,6061 12
13 1,1027 0,9511 0,8737 08248 0,7907 0,7652 0,729 0,6882 0,6386 0,5761 13
14 1,0909 09370 08581 0,808z 0,7732 0,7471 0,7103 0,6675 0,6159 0,5500 14
15 1,0807 09249 0,3448 0,7939 0,7582 0,7314 0,6937 0,6496 0,5961 0,5269 15
16 1,0719 09144 0,8331 0,7814 0,7450 0,7177 0,6791 0,6339 05786 0,5064 16
17 1,0641 09051 0,8229 10,7705 10,7335 0,7057 0,6663 0,6199 05630 0,4879 17
18 1,072 0,8970 0,8138 10,7607 0,7232 0,6950 0,6549 0,6075 0,5491 04712 18
19 1,011 0,8897 (0,8057 0,7521 0,7140 0,6854 0,6447 05964 0,5366 0,4560 19
20 1,0457 0,8831 0,7985 0,7443 0,7058 0.6768. 0,6355 0,5864 05253 0,4421 20
21 1,0408 08772 0,7920 10,7372 0,6984 0,669 0,6272 05773 0,5150 0,4294 21
22 1,033 0,8719 0,7860 0,7309 0,6916 0,6620 0,6196 05691 0,5056 0,4176 22
23 1,0322 0,870 0,7806 0,7251 0,6855 0,6555 0,6127 05615 0,4969 0,4068 23
24 1,028 0,8626 0,7757 0,7197 0,6799 0,6496 0,6064 05545 0,4890 03967 24
25 1,0251 0,8585 0,7712 0,7148 0,6747 06442 0,6006 05481 0,4816 03872 25
26 1,0220 0,8548 0,7670 0,7103 0,6699 06392 0,5952 10,5422 0,4748 03784 26
27 1,0191 0,853 0,7631 0,7062 0,6655 06346 05902 05367 04685 03701 27
28 1,0164 0,8481 0,7595 0,7023 0,6614 06303 0,585 05316 04626 03624 28
29 1,0139 0,8451 0,7562 0,6987 0,6576 06263 05813 05269 04570 03550 29
30 1,0116 0,8423 0,75831 0,6954 0,6540 06226 05773 0,5224 0,4519 03481 30
40 09949 0,8223 0,7307 0,6712 0,628 0,595 05481 0,4901 0,4138 0,2952 40
60 09784 0,8025 10,7086 0,6472 06028 0,5687 05189 04574 03746 02352 60
120 09622 0,7829 10,6867 0,6234 05774 0,5419 0,4897 04243 03339 0,1612 120
o 09462 0,7636 0,6651 0,5999 0,5522 05152 04604 03908 02913 0 o

' Sporzadzono na podstawie [71].
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15.8. Wartosci krytyczne B(P, n) statystyki Grubbsa'”

Tablica podaje wartosci krytyczne B(P, n) statystyki Grubbsa dla liczby stopni
swobody n i poziomu ufnosci P=1-a..

Liczba Prawdopodobienstwo ufnosci (poziom ufnosci)
doswiadczen P=]-o

" 0,90 0,95 0,975 0,99

3 1406 i 1412 i 1414 | 1414
3 BT N - O O -
5 191 e L 1,955
6 T R T T Y
7 B O X T T I -
8 Loaem  ioaim o L asM
9 B A > O N
10 nM6 2294 o414 i 2540
n__ [ 2190 G234 24102660
2 | 2229 i 2387 i 2519 i 2663
TN 2264 1 2426 1 282 i 2714
M| 2297 12461 - 2602 i 2789
15 [ 2326 I 2493 I 2638 | 2800
TR 2354 i 253 12670 2837
R 2380 2881 D2t 281
8 | 2404 257 278 2903
N 2426 i 2600 i 2754 1 293
20 | 2447 1268127 1 29%
2 | 2467 1 2644 2801 i 2984
2 | 2486 i 2664 283 | 3008
B | 2504 12683 2843 1 3030
24 | 250 i 2700 i 2862 F 3051
25 2,537 Cam1 L 2880 B | 30m

'” Sporzadzono na podstawie [15].
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15.9. Wartosci krytyczne my(a, k, ¢;) i my(a, k, c;) testu Bartletta'®

my (0,01; k, 1) i m, (0,01; k, ¢1)

k “ loo|os| 10| 1s|20|25|30]35|e0|as|s0]|60]|70]|80]|90]|100]120]140
3 my 1921992 wu 10,781 10,81 10,50 ! s,n- ' : ' ' ' I T . ¥
:'-',"".'5.':'1 1929 | 938 .'943 198971 9711 983 1 ! [ ; Vo . E
4 imy 111,34)11,95) 1246'12.“ lsu 13,18,13,03 | 12,65, nu' : ‘ : H ' H : : ]
Tl U4 11,40 111,46 111,54 111,63 711,72 111,82 111,97 112,03 ' ' ' ' ' : ' '
S 'my 113,28 113,81 14,30 ;14,71 |15,03 1525 115,34 /1528 115,06 (14,66 114,07 ! ] : : : ' '
"".;.',"".'13::‘3' 3331 1'3',59' .ii 45 ii.'s&"ii.'ﬁ"ﬁﬂ 113,78 fs'.i‘i ii.i"r.uo'r. : R i E
& mr (15,09 15,58 116,03 16,44 (16,79 117,07 11727 {1737 \1737 117,24 116,98 | 6 : y ' :
T IAS00 118,14 115,20 115,26 118,33 11541 115,48 115,67 116,68 115,74 11584 116,03 ¢ | T ' '
7 'my; 1168111727 117,10 118,10 118,46 (18,77 119,02 119,21 119,32 119,35 : 19.::-13.;4-11.92: ' ' : '
"":ii,"".'1';'3'1'.1'6'6'? .1'6.§i'i6,§§ iiiﬁ'ii'ﬁ"{ﬁf.}‘r&i 'ffj'i.i'iié i-}.ss' 17,73 1792 ¢ R 5
8 'm; (18,48 18,91 |1932 19,71 120,07 120,39 120,67 120,90 :21,08 121,20 121,25 121,13 120,64 | 19,76 | : ! '
T T IBAS (18,64 116,60 118,67 11874 118,81 118,88 118,96 119,04 119,13 119,21119,39 119,67 119,76 | ; ; c
9 'm;, 120,09 120,50 120,90 121,28 21,64 :21,97 122,26 122,52 122,74 122,91 123,03 ;23,10 122,91 122,41 121,56 : :
T R '.zi:'o's'.z'o'is' .z'e'.ii .ii.ii .ii.'si'.'z&,'&' 20,51 .z'o'.s's' .z'o',i'i .56,'15 .ii,ii'.'zi.in 121,19 .z:'.i'i .:'1'.56 R
T0 m 121,67 122,06 11145 112,82 123,17 123,50 123,80 124,08 114,52 114,52 124,69 124,90 124,90 124,66 '34 15 'zs.n, v
T ma U21,67 121,73 121,80 121,88 121,98 122,08 122,10 122,18 122,26 123,34 122,42 122,60 122,77 112,96 123,40 123,33 | '
11 im, 123721 123,59 123,97 124,33 124,67 125,00 125,31 125,59 25,85 126,08 126,28 126,57 126,70 126,65 126,38 125,86 | '
"":;3"".-?.-3:2-1-.1-338- .ia'jé 123,43 .ii.%ﬁ'.ii.'si' zi's'e',z&"ii 123,82 123,80 123,98 124,15 .'2'4:3'3'.':'4'.51' .1'4' 69124881 £
12 my 124,72 125,10 125,46 115,81 126,15 126,48 126,79 127,08 117,38 127,59 127,81 128,16 128,39 128,46 12837 128,07 'zs'm'
T T4 174,80 124,87 124,95 125,03 125,11 125,18 12527 126,38 126,43 125,51 125,68 125,86 126,04 126,21 126,41 126,79 |
13 'm, -zs.zz :c.sa -15.33 ‘IT.J.I -1‘7,62 3':.94 ms -zs,s:t 28.81 -zs 07 ! :9.30 .;9 70 -19.99 .su 16 -:o.u ‘snoe-zs.zz'

‘my 127,69 127,77 127,85 'rr.ss -n.m 128,09 -zs.n ~:s.zs -:a.u 128,42 -33.51 128,68 -zm 129,03 ‘19.12 129,40 129,77 130,16
15 m, 129,14 129,49 129,83 130,16 130,49 130,80 130,11 131,40 131,68 131,95 132,20 132,66 133,03 133,32 133,51 33,59 13337 132,52
T e '.'23'1'4'.1'9'.22 19',56 'ii.ii .ii '45'.':5'5'5'.':3'6 .1'9"5:' .55,56 .59' 89 .ii,'ﬁ'.ii'fs'.':ﬁ::s'z' .3'0'36 .:.'o' 69 ‘.56 ﬁ'i'.ii.}.i‘.'si's'z‘

m, (0,05; k, ¢;) 1m, (0,05; k, cy)
* 0,0 05 1,0 1,5 2,0 1,5 30 35 4,0 4,5 5.0 6,0 7.0 8,0 9,0 10,0 | 12,0 | 14,0

k
?--'!'J----'sr‘!’--',‘:"’ e L Ot TR CUTRS SETTT ST -

1my .5,99 .6,22 .us :664 :‘,34 :1,03 :7,:: ‘ : i ‘ ‘ ‘ : : H : :
f__;e-J__---_,aJ..',24__'-_9-.-!.99- =9-.z.1-.=99p..:?,9..1,,3.1.12-!2..5...-.: ..... O W W T

ymy .'r.sl .s.oo .an .l.ss .s.sz 18,69 18,85 !9.02 19,18 | ' ! ! ; : : f :

] l I I l ) " ] [ [ [ [ [ [

1] . 1] 1] 1] L] 1l 1] 1] il " ]
§-.J!‘.l-----.’z‘.’..-.’:!‘..x!%‘. !‘?.-5? !'!!.‘-!!0;0_.1.1&“. 1_143.3. 1.‘:!‘.4'!‘.»3! 3 L R N AR S R S e
im; 1949 !9.65 '9,80 ;9.95 'm,u,:g,p,my,mlsv 10,72 'm.rr:l T S R S R T R
6 imy 10,07 11,40 11,78 11201 12,00 11268 112,86 113,01 {13, !t.,n-'z;sj;e193.1;L7.s.i____i___-i_-_-E____j_____i____-
my 11,07 11122 :ugs 111,51 '11,65 111,79 ,11.94 ,u,os 11232 112,36 112,80 12,781 '+ i
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c.d. wartosci krytyczne my(a., k, ¢;) i my(a, k, c;) testu Bartletta'®

my (0,05; k, ¢,) i m, (0,05; k,

C1)

€y

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

15

3,0

3.5

4,0

4.5

5,0

7,0

9,0

10,0

12,0

14,0

10

i1

12

13

14

my
my

m,
my

12,59

12,59

14,07
14,07

15,51

15,51

16,92
16,92

1831
1831

19,68
19,68

21,03

21,03

22,36
2236

23,68

my 23,68

12,94
12,73

14,40
14,20

15,83
15,63

17,23
17,04

18,61
18,43

19,97
19,79

2132
21,14

22,65
22,48

23,97
23,80

1327
12,87

14,72
1433

16,14
15,76

17,54
17,17

18,91
18,55

20,26
19,91

21,60
2126

22,93
21,60

24,24
23,92

13,59
13,00

15,03
14,46

1G,44
15,89

17,83
17,29

19,20
18,67

20,55
20,03

21,89
2138

2321
2.7

24,52
24,03

13,88
13,14

1532
14,59

16,73
16,02

18,12
17,41

19,48
18,79

20,83
20,15

22,16
21,50

23,48
22,83
24,79
24,15

14,15
1327

15,60
14,72

17,01
16,14

1839
17,54

19,76
18,91

11,10
20,27

243
21,62

23,75
22,95

15,05
2426

1438
13,41

15,84
14,85

17,26
16,27

18,65
17,66

20,02
19,04

2136
2039

22,69
21,74

24,01
23,06

2531
2438

14,58
13,55

16,06
14,98

17,49
16,40

18,89
17,79

20,26
19,16

21,61
20,51

22,94
21,85

24,26
23,18

2556
24,50

14,73
13,68

1625
15,11

17,70
16,52

19,11
17,91

20,49
1928

21,84
20,63

13,18
21,97

24,50
2330

25,80
24,61

14,83
13,82

16,40
1525

17,88
16,65

1931
18,04

20,70
19,40

22,06
20,75

23,40
22,09

24,73
23,42

26,04
24,73

14,88
13,95

16,51
1538

18,03
16,78

19,48
18,16

20,89
19,52

2227
20,87

23,62
2221

24,95
23,53

26,26
24,85

14,81
1422

16,50
15,64

18,22
17,03

19,75
18,41

21.21
19,77

22,62
21,12

13,99
22,45

2534
23,77

26,67
25,08

14,49
14,49

16,49
15,90

18,26
17,29

19,89
18,66

21,42
20,01

22,88
2136

2430
22,69

25,68
24,00

27,03
25,31

16,16
16,16

18,12
17,54

19,89
18,91

11,52
20,26

23,06
21,60

24,53
22,92

25,95
2424

2733
25,55

17,79
17,79

19,73
19,16

21,49
20,50

23,12
21,54
24,66
13,16

26,14
24,48

27,56
25,78

19,40
19,40

21,32
20,75

23,07
22,08

24,70
23,40

2525
24,71

27,73
26,01

22,56
22,56

24,44
13,88

26,17
25,19

27,80
26,48

25,66
25,66

27,50
26,95

' Sporzadzono na podstawie [71].
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15.10. Wartosci pomocnicze ¢ = c; /k” testu Bartletta

20)

‘4o5s 10 1,5 20 25 30 35 40 45 50 60 7,0 80 100 120 140

3 |0,014 0,111 0375 0,889 1,736 3,000
008 062 211 ,500 0,977 1,688 2,680 4,000

5 |,005 ,040 ,135 320 ,625 ,080 1,715 2,560 3,645 5,000

6 |[0,003 0,028 0,094 0222 0,434 0,750 1,191 1,778 2,531 3,472 6,000

7 |,003 020 ,060 ,163 319 551 0875 .306 1,860 2,551 4,408 7,000

8 |,002 ,016 ,08 ,125 244 ,422 ,670 ,000 .424 1,953 3375 5359 8,000

9 |,002 ,012 ,042 ,09 ,93 333 ,529 0,790 ,125 ,543 2,667 4,235 6321
10 | 001 010 ,034 ,080 ,15 270 429 ,640 0911 250 ,160 3,430 5,120 10,000
11 [0,001 0,008 0,028 0,066 0,129 0223 0354 0,529 0,753 1,033 1,785 2,835 4,231 8,264
12 |,001 ,007 ,023 ,05 ,109 ,188 298 ,444 633 0808 ,500 382 3,556 6,944 12,000
13 |,001 ,006 ,020 ,047 092 ,160 254 379 539 ,740 278 ,030 ,030 5917 10,225
14 | 001 005 017 041 080 138 219 327 465 638 ,103 1750 2,612 ,102 83816 14,000]
15 | ,001 ,004 015 ,036 ,069 ,120 ,191 284 405 ,556 0960 ,524 276 4,444 7,680 12,196

%% Sporzadzono na podstawie [71].
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15.11. Wartosci krytyczne g(a, k, n) testu Cochrana®”

g( 0,01k, v)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 36 144 @ Kk
1 0,9999 0,9950 0,9794 0,9586 0,9373 0,9172 08983 0,8823 08674 0,8539 0,7949 0,7067 0,6062 0,5000 2
3 9933 9423 8831 8335 ,7933 ,7606 ,7335 7107 6912 6743 ,6059 5153 4230 3333 3
4 9676 8643 7814 7212 6761 6410 6129 5897 5702 5536 4884 4057 3251 2500 4
5 9279 7885 6957 6319 5875 5531 5259 5037 4854 4697 4094 3351 2644 2000 5
6 0,8828 0,7218 0,6258 05635 0,5195 04866 0,4608 0,4401 0,4229 0,4084 03529 0,2858 0,2229 0,1667 6
7 8376 6644 5685 | S080 4659 4347 4105 3911 3751 3616 3105 2494 1929 1429 7
8 ,7945 6152 5209 4627 4226 3932 3704 3522 3373 3248 2779 2214 L1700 L1250 8
9 J71544  ST27 4810 4251 3870 3592 3378 3207 3067 2950 2514 ,1992 ,1521 1111 9
10 J7175 8358 4469 3934 3572 3308 3106 2945 2813 2704 2297 1811 ,1376 ,1000 10
12 0,6528 0,4751 023919 03428 03099 02861 0,2680 02535 0,2419 0,2320 0,1961 0,1535 0,1157 0,0833 12
15 5747 4069 3317 2881 2593 2386 2228 2104 2002 L1918 1612 1251 ,0934 0667 15
20 4799 3297 2654 2288 2048 1877 1748 1646 1567 ,1501 ,1248 0960 0709 0500 20
4 4247 2871 2195 ,1970 1759 1608 (1495 1406 ,1338 ,1283 ,1060 ,0810 ,0595 0417 24
30 S632 2412 ,1913 1635 1454 1327 ,1232 ,1157 ,1100 ,1054 ,0867 ,0658 ,0480 ,0333 30
40 02940 0,1915 0,1508 0,1281 0,1135 0,1033 0,0957 0,0898 0,0853 0,0816 0,0668 0,0503 0,0363 0,0250 40
60 2151 1371 ,1069 0902 ,0796 ,0722 0668 ,0625 ,0594 0567 0461 0344 0245 0167 60
120 1225 0759 0585 0489 0429 0387 ,0357 ,0334 0316 ,0302 ,0242 ,0178 ,0125 0083 120
@ 0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 0000 ©

g( 0,05k, v)

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 36 144 @ K
2 0,9985 0,9750 0,9392 09057 0,8772 0,8534 0,8332 0,8159 0,8010 0,7880 0,7341 0,6602 0,5813 0,5000 2
3 9669 8709 7977 7457 7071 6771 6530 ,6333 6167 ,6025 5466 4748 4031 3333 3
4 9065 7679 6841 6287 5895 5598 5365 5175 5017 4884 4366 3720 3093 2500 4
H B8412 6838 5938 5440 5063 4783 4564 4387 4241 4118 3645 3066 2513 2000 s =
6 0,7808 0,6161 0,5321 0,4803 0,4447 0,4184 073980 03817 03682 03568 03135 0,2612 02119 0,1667 6
7 »1271 5612 4800 4307 3974 3726 3535 3384 3259 3154 2756 2278 1833 1429 2
8 6798 5157 4377 3910 3595 3362 3185 3043 2926 2829 2462 2022 L1616 1250 8
9 6385 4775 4027 3584 3286 3067 2901 2768 2659 2568 2226 L1820 1446 1111 9
10 6020 4450 3733 3311 3029 2823 2666 2541 2439 2353 2032 L1655 ,1308 ,1000 10
12 0,5410 03924 03264 02880 02624 02439 02299 02187 0,2098 02020 0,1737 0,1403 0,1100 0,0833 12
15 4709 3346 2758 2419 2195 2034 ,1911 18185 JI_TJ‘ 1671 1429 1144 0889 0667 15
10 S894 2705 2205 ,1921 173§ ,1602 ,1501 ,(1422 ,1357 1303 ,1108 ,0879 ,0675 ,0500 20
24 S434 2354 1907 1656 ,1493 ,1374 1286 ,1216 ,1160 1113 ,0942 ,0743 ,0567 ,0417 24
30 2929 1980 1593 1377 1237 1137 ,1061 ,1002 0958 0921 ,0771 0604 ,0457 0333 30
40 02370 0,1576 0,1259 U.Im 0,0968 0,0887 0,0827 0,0780 0,0745 0,0713 0,0595 0,0462 0,0347 0,0250 40
60 1737 1131 0895 0765 ,0682 ,0623 0583 ,0552 ,0520 ,0497 ,0411 ,0316 ,0234 0167 60
120 0998 0632 0495 0419 0371 ,0337 0312 ,0292 ,0279 ,0266 ,0218 ,0165 ,0120 ,0083 120
© 0000 0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 0000 ,0000 ,0000 ,0000 ,0000 0000 0000 ,0000 |
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15.12. Wartosci krytyczne statystyki F, . = Sfm 1S5, ™

fnax(0,05:K,V)
Kl 2 3 4 = 6 7 N 9 10 11 12
v

2 39,0 87,5 142 202 266 333 403 475 550 626 704
3 15,4 278 | 392 507 | 620 | 79 | 835 | 939 104 114 124
4 9,60 155 | 206 252 295 | 336 | 375 | 411 446 | 480 | s14
5 715 10,8 137 | 163 187 | 208 | 229 | 247 | 265 | 282 29,9
6 5,82 8,38 10,4 12,1 13,7 | 150 163 17,5 18,6 19,7 | 207
7 4,99 6,94 8,44 | 970 10,8 11,8 12,7 135 143 15,1 158
8 4,43 6,00 718 | 8,12 9,03 9,78 10,5 11,1 1.3 12,2 12,7
9 4,03 534 6,31 7,11 780 | 8,41 8,95 945 | 9,91 103 10,7
10 3,7 485 | 567 | 634 6,92 7,42 787 | 828 | 866 9,01 9,34
12 328 416 | 47 | 530 | 5™ 6,09 6,42 6,72 7,00 725 | 748
15 28 | 354 | 401 437 | 468 | 495 519 | 540 559 | 577 | 593
20 2,46 295 | 329 | 354 | 37 | 3,9 410 | 424 437 | 449 | 459
30 2,07 | 240 | 261 2,78 | 291 3,02 312 | 31 329 | 336 | 339
1,67 1,85 19 | 2,04 | 211 217 | 222 | 226 | 230 2,33 2,36

® 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Frm(0,01:K,v)
S
& 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
v
2 199 448 729 | 1036 | 1362 | 1705 | 2063 | 2432 | 2813 | 3204 | 3608
3 475 85 120 151 184 216 249 281 310 337 361
4 232 37 49 59 69 79 89 97 106 113 120
5 14,9 22 28 33 38 2 46 50 54 57 60
6 11,1 155 | 19,1 22 25 27 30 32 34 36 37
7 8,89 12,1 145 | 165 | 184 20 22 23 24 26 27
¥ 7,50 9,9 1,7 | 132 | 145 | 158 | 169 | 179 | 189 | 198 21
9 6,54 85 9,9 11,1 12,1 13,1 139 | 147 | 153 160 | 166
10 585 74 8,6 9,6 104 | 111 118 | 124 | 129 | 134 | 139
12 491 6,1 6,9 7,6 82 8,7 9,1 9,5 9,9 102 | 106
15 4,07 49 55 6,0 6,4 6,7 7.1 73 7.5 7.8 8,0
20 332 38 43 4.6 49 51 53 55 56 58 59
30 2,63 3,0 33 34 3,6 37 38 3,9 40 41 42
60 1,96 22 23 2,4 2,4 2,5 2,5 2,6 2,6 2,7 2,7
o 1,00 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
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15.13. Wartosci krytyczne b} (o, n) statystyki B>

* 0,005 0,01 0,02 0,05 0,10
n
3 1,414 1,414 1,414 1,414 1,412
4 1,730 1,728 1,723 1,710 1,689
5 1,982 1,972 1,955 1,917 1,869
6 2,183 2,161 2,130 2,067 1,996
7 2,344 2,310 2,268 2,182 2,093
8 2,476 2,431 2374 2273 2,172
9 2,586 2,532 2,464 2,349 2,238
10 2,680 2,616 2,540 2,414 2,294
11 2,760 2,689 2,606 2,470 2,343
12 2,830 2,753 2,663 2,519 2,387
13 2,892 2,809 2,713 2,563 2,426
14 2,947 2,859 2,759 2,602 2,461
15 2,997 2,905 2,800 2,638 2,494
16 3,042 2,946 2,837 2,670 2,523
17 3,083 2,983 2,871 2,701 2,551
18 3,120 3,017 2,903 2,728 2,577
19 3,155 3,049 2,932 2,754 2,601
20 3,187 3,079 2,959 2,779 2,623
21 3217 3,106 2,984 2,801 2,644
22 3245 3,132 3,008 2,823 2,664
23 3271 3,156 3,030 2,843 2,683
24 3,295 3,179 3,051 2,862 2,701
25 3318 3,200 3,071 2,880 2,718
26 3,340 3220 3,089 2,897 2,734
27 3,360 3,239 3,107 2,913 2,749
28 3,380 3258 3,124 2,929 2,764
29 3,399 3275 3,140 2,944 2,778
30 3,416 3,291 3,156 2,958 2,792
31 3,433 3307 3171 2,972 2,805
32 3,449 3322 3,185 2,985 2,818
33 3,465 3337 3,199 2,998 2,830
34 3,480 3351 3212 3,010 2,842
35 3,494 3364 3224 3,022 2,853
36 3,507 3377 3,236 3,033 2,864
37 3,521 3,389 3248 3,044 2,874
38 3,533 3,401 3259 3,088 2,885
39 3,545 3,413 3270 3,065 2,894
40 3,587 3,424 3281 3,078 2,904
41 3,568 3,435 3291 3,084 2,913
2 3,579 3,445 3,301 3,094 2,922
43 3,590 3,455 3310 3,103 2,931
44 3,600 3,465 3320 3,112 2,940
45 3,610 3,474 3,329 3,120 2,948
46 3,620 3,483 3338 3,129 2,956
47 3,630 3492 3,346 3,137 2,964
48 3,639 3,501 3354 3,145 2,972
49 3,648 3,510 3363 3,152 2,980
50 3,656 3,518 3370 3,160 2,987
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15.14. Wartosci krytyczne bg (a,n), b3 (e, n), bg (cat, n)
statystyk B;, B;, By *¥

bg (o, n) - pierwszy wiersz
b3 (at,n) - drugi wiersz

bg (o, n) - trzeci wiersz

n 0,005 0,010 0,020 0,050 0,100
0,994 0,988 0,976 0,941 0,886

3 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,926 0,889 0,846 0,765 0,679

4 0,995 0,991 0,981 0,955 0,910
0,996 0,992 0,987 0,967 0,935

0,821 0,780 0,729 0,642 0,557

5 0,937 0,916 0,876 0,807 0,728
0,950 0,929 0,901 0,845 0,782

0,740 0,698 0,644 0,560 0,482

6 0,839 0,805 0,763 0,689 0,609
0,865 0,836 0,800 0,736 0,670

0,680 0,637 0,586 0,507 0,434

7 0,782 0,740 0,689 0,610 0,530
0,814 0,778 0,732 0,661 0,596

0,634 0,590 0,543 0,468 0,399

8 0,725 0,683 0,631 0,554 0,479
0,746 0,710 0,670 0,607 0,545

0,598 0,555 0,510 0,437 0,370

9 0,677 0,635 0,587 0,512 0,441
0,700 0,667 0,627 0,565 0,508

0,568 0,527 0,483 0,412 0,349

10 0,639 0,597 0,551 0,477 0,409
0,664 0,632 0,592 0,531 0,474

0,542 0,502 0,460 0,392 0,332

1 0,606 0,566 0,521 0,450 0,385
0,627 0,603 0,564 0,504 0,449

0,522 0,482 0,441 0,376 0,318

12 0,580 0,541 0,498 0,428 0,367
0,612 0,579 0,540 0,481 0,429

0,475 0,438 0,399 0,338 0,285

15 0,522 0,486 0,445 0,381 0,323
0,554 0,522 0,486 0,340 0,382

0,425 0,391 0,356 0,300 0,252

20 0,464 0,430 0,392 0,334 0,282
0,494 0,464 0,430 0372 0,333

0,399 0,367 0,333 0,281 0,234

24 0,432 0,400 0,365 0,309 0,260
0,462 0,434 0,401 0,347 0,309

0372 0,341 0,309 0,260 0215

30 0,399 0,369 0336 0,283 0,236
0,428 0,402 0372 0322 0,285
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15.15. Wartosci krytyczne D,(a)*®

. *1 020 0,10 0,05 0,02 0,01 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01
1 0,90000 0,95000 097500 0,99000 099500 | 51 0,14697 0,16796 0,18659 020864 0,223 86
2 68377 77639 84189 90000 92929 | S2 J4558 16637 18482 20667 22174
3 56481 63604 ,70760 78456 82900 | 53 J4423 16483 18311 20475 21968
4 49265 56522 62394 68887 73424 | 54 14292 16332 18144 20289 21768
5 44698 50945 56328 62718 66853 | S5 J4164 16186 17981 20107 21574
6 0,41037 0,46799 0,51926 0,57741 0,61661 | 56 0,14040 0,16044 0,17823 0,19930 0,213 84
7 38148 43607 48342 53844 57581 | 57 13919 15906 ,17669 ,19758 21199
8 35831 40962 45427 50654 54179 | 58 13801 ,15771 17519 ,19590 21019
9 33910 38746 43001 47960 51332 | 89 13686 ,15639 17373 ,19427 208 44
10 32260 36866 40925 45662 48893 | 60 3573 15511 17231 19267 20673
11 030829 035242 039122 043670 046770 | 61 0,13464 0,15385 0,17091 0,19112 0,205 06
12 29577 33815 37543 41918 44905 | 62 13357 15263 ,16956 18960 203 43

13 28470 32549 36143 40362 43247 | 63 13253 15144 ,16823 18812 201 84
14 27481 31417 34890 38970 41762 | 64 13151 ,15027 ,16693 18667 ,20029
15 26588 30397 33760 37713 40420 | 65 J3052 14913 16567 ,18525 19877
16 | 025778 029472 032733 036571 039201 | 66 0,12954 0,14802 0,16443 0,18387 0,19729
17 25039 28627 31796 35528 38086 | 67 J12859 14693 16322 ,18252 ,19584
18 24360 27851 30936 34569 37062 | 68 12766 14587 16204 18119 ,194 42
19 23735 27136 30143 33685 36117 | 69 J2675 14483 ,16088 ,17990 ,193 03
20 23156 26473 29408 32866 35241 | 70 J2586 ,14381 ,15975 17863 ,19167
21 022617 025858 028724 032104 034427 | 71 0,12499 0,14281 0,15864 0,17739 0,190 34
22 22115 25283 28087 31394 33666 | T2 J2413 14183 ,15755 17618 ,189 03
23 21645 24746 27490 30728 32954 | T3 J12329 14087 15649 ,17498 18776
24 21205 24242 26931 30104 32286 | 74 J2247 13993 15544 17382 18650
25 20790 23768 26404 29516 31657 | 75 12167 13901  ,15442 17268 18528
26 | 020399 023320 025907 028962 031064 | 76 0,12088 0,13811 0,15342 0,17155 0,184 08
27 20030 22898 25438 28438 30502 | 77 J2011 13723 ,15244 ,17045 18290
28 J9680 22497 24993 27942 29971 | 78 JA1935 13636 ,15147 ,16938 18174
29 J9348 22117 24571 27471 29466 | 79 J1860 13551 ,15052 ,16832 ,180 60
30 9032 21786 24170 27023 28987 | 80 1787 13467 14960 16728 179 49
31 0,18732 021412 023788 026596 028530 | 81 | 011716 0,13385 0,14868 0,16626 0,178 40
32 J18445 21085 23424 26189 2809 | 82 J1645 13305 14779 16526 ,17733
33 JA8171 20771 23076 25801 27677 | 83 J1576 13226 ,14691 ,16428 ,17627
34 17909 20472 22743 25429 27279 | 84 J1508 13148 14605 16331 ,17523
35 J17659 20185 22425 25073 26897 | 85 J1442 13072 14520 16236  ,17421
36 | 017418 019910 022119 024732 026532 | 86 011376 0,12997 0,14437 0,16143 0,173 21
37 JA7188 ,19646 21826 24404 26180 | 87 J1311 12923 14355 16051 17223
38 J6966 19392 21544 24089 25843 | 88 1248 12850 ,14274 15961 ,17126
39 J6753 19148 21273 23786 25518 | 89 J1186  ,12779 14195 15873 17031
40 16547 18913 21012 23494 25205 | 90 J1125 12709 14117 15786 16938
41 0,16349 0,18687 0,20760 023213 024904 | 91 011064 0,12640 0,14040 0,15700 0,168 46
4 J6158 18468 20517 22941 24613 | 92 L1005 12572 ,13965 15616 16755
43 J15974 18257 20283 22679 24332 | 93 0947 12506 ,13891 ,15533 166 66
44 J5796 18053 20056 22426 24060 | 94 (0889 12440 ,13818 ,15451 ,16579
45 18623 17856 19837 22181 23798 | 95 10833 12375 13746 (15371 16493
46 | 0,15457 0,17665 0,19625 021944 023544 | 96 0,10777 012312 0,13675 0,15291 0,164 08
47 5295 17481 19420 21715 23298 | 97 10722 12249 ,13606 ,15214 16324
48 JA5139 17302 19221 21493 23059 | 98 ,J0668 12187 ,13537 15137 16242
49 14987 17128 19028 21277 22828 | 99 J0615 12126  ,13469 ,15061 ,16161
50 04840 16959 18841 21068 22604 | 100 L0563 12067 ,13403  ,14987 16081
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15.16. Rozklad K(y) Kolmogorowa™®

Y K@) Y K@) Y K@) Y K@) Y K@)
028 0,000001 0,78 0,372833 1,22 0,898104 1,69 0,99389 2,16 0,999822
029 0,000004 0,76 0389640 1,23 0,902972 1,70 0,993828 2,17 0,999838
030 0,000009 0,77 0,406372 1,24 0,907648 1,71 0,994230 2,18 0,999852
031 0,000021 0,78 0,423002 125 0,912132 1,72 0,994612 2,19 0,999864
032 0,000046 0,79 0,439505 1,26 0,916432 1,73 0,994972 2,20 0,999874
033 0,000091 0,80 0,455857 1,27 0,920556 1,74 0,995309 2,21 0,999886
034 0,000171 0,81 0,472041 1,28 0,924505 1,75 0,995625 2,22 0,999896
035 0,000303 0,82 0,488030 1,29 0,928288 1,76 0,995922 2,23 0,999904
036 0,000511 0,83 0,503808 1,30 0,931908 1,77 0,996200 2,24 0,999912
0,37 0,000826 0,84 0,519366 131 0,935370 1,78 0,996460 2,15 0,999920
038 0,001285 0,85 0,534682 1,32 0,938682 1,79 0,996704 2,26 0,999926
0,39 0,001929 0,86 0,549744 133 0,941848 1,80 0,996932 2,27 0,999934
0,40 0,002808 0,87 0,564546 134 0,944872 1,81 0,997146 2,28 0,999940
0,41 0,003972 0,88 0,579070 135 0,947756 1,82 0,997346 229 0,999944
0,42 0,005476 0,89 0,593316 1,36 0,950512 1,83 0,997533 230 0,999949
0,43 0,007377 0,90 0,607270 137 0,953142 1,84 0,997707 231 0,999954
0,44 0,009730 0,91 0,620928 138 0,955650 1,88 0,997870 132 0,999958
0,45 0,012590 0,92 0,634286 139 0,958040 1,86 0,998023 233 0,999962
0,46 0,016005 0,93 0,647338 1,40 0,960318 1,87 0,998145 234 0,999965
0,47 0,020022 0,94 0,660082 1,41 0,962486 1,88 0,998297 235 0,999968
0,48 0,024682 0,95 0,672516 1,42 0,964552 1,89 0,998421 2,36 0,999970
0,49 0,030017 0,96 0,684636 1,43 0,966516 1,90 0,998536 237 0,999973
0,50 0,036055 0,97 0,696444 1,44 0,968382 1,91 0,998644 238 0,999976
0,51 0,042814 0,98 0,707940 1,45 0,970158 1,92 0,998744 2,39 0,999978
0,52 0,050306 0,99 0,719126 1,46 0,971846 1,93 0,998837 2,40 0,999980
0,53 0,058534 1,00 0,730000 1,47 0,973448 1,94 0,998924 2,41 0,999982
0,54 0,067497 1,01 0,740566 1,48 0,974970 1,95 0,999004 2,42 0,999984
0,55 0,077183 1,02 0,750826 1,49 0,976412 1,96 0,999079 2,43 0,999986
0,56 0,087577 1,03 0,760780 1,50 0,977782 1,97 0,999149 2,44 0,999987
0,57 0,098656 1,04 0,770434 1,51 0,979080 1,98 0,999213 2,45 0,999988
0,58 0,110395 1,05 0,779794 1,52 0,980310 1,99 0,999273 2,46 0,999989
0,59 0,122760 1,06 0,788860 1,53 0,981476 2,00 0,999329 2,47 0,999990
0,60 0,135718 1,07 0,797636 1,54 0,982578 2,01 0,999380 2,48 0,999991
0,61 0,149229 1,08 0,806128 1,58 0,983622 2,02 0,999428 2,49 0,999992
0,62 0,163225 1,09 0,814342 1,56 0,984610 2,03 0,999474 2,50 0,9999925
0,63 0,177753 1,10 0,822282 1,57 0,985544 2,04 0,999516 2,55 0,9999956
0,64 0,192677 1,11 0,829950 1,58 0,986426 1,05 0,999552 2,60 0,9999974
0,65 0,207987 1,12 0,837356 1,59 0,987260 2,06 0,999588 2,65 0,9999984
0,66 0,223637 1,13 0,844502 1,60 0,988048 2,07 0,999620 2,70 0,9999990
0,67 0,239582 1,14 0,851394 1,61 0,988791 2,08 0,999650 2,75 0,9999994
0,68 0,255780 1,15 0,858038 1,62 0,989492 2,09 0,999680 1,80 0,9999997
0,69 0,272189 1,16 0,864442 1,63 0,990154 2,10 0,999705 2,85 0,99999982
0,70 0,288765 1,17 0,870612 1,64 0,990777 2,11 0,999723 2,90 0,999999%0
0,71 0,305471 1,18 0,876548 1,65 0,991364 2,12 0,999750 2,95 0,99999994
0,72 0,322265 1,19 0,882258 1,66 0,991917 2,13 0,999770 3,00 0,99999997
0,73 0339113 1,20 0,887750 1,67 0,992438 2,14 0,999790
0,74 0,355981 1,21 0,893030 1,68 0,992928 2,15 0,999806
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15.17. Wartosci krytyczne statystyki D, ..(ct) Smirnowa zgodnosci dwéch

rozkladéw empirycznych®”
n m k
0,10 0,05 0,02 0,01

3 3 3 0,100 > - % - - - 3
4 4 4 0,029 4 0,029 F . E - 4
3 12 057 5 - A . . - 12

5 5 4 0,079 5 0,008 5 0,008 5 0,008 5
4 16 0,079 20 016 20 016 20 016 20

3 15 036 15 ,036 3 < . . 15

2 10 1095 i . - L - 10

6 6 5 0,026 5 0,002 6 0,002 6 0,002 6
5 24 048 24 0,048 30 0,004 30 0,004 30

4 9 095 10 0,048 12 0,010 12 0,010 12

3 5 1095 6 0,024 : - : 5 6

2 6 071 . s - - < 2 6

7 7 5 0,053 6 0,008 6 0,008 6 0,008 7
6 28 091 30 038 35 018 35 ,015 42

5 25 1066 29 ,030 30 015 30 015 35

4 21 067 24 030 28 1006 28 1006 28

3 18 :;Z 21 017 21 a7 21 o7 21

2 14 . - g - ) - ) 14

8 8 5 0,087 6 0,019 6 0,019 6 0,019 8
7 34 ,087 40 4033 42 013 42 013 56

6 15 1093 17 o 20 1009 20 009 24

5 17 0L g9 02| 50 009 | 50,009 40

A . 085 = 020 " ,004 s 004 :

,048 ,048 012 012

3 21 ‘044 21 044 24 ) 24 ) 24

2 8 8 - L 8

9 9 6 0,034 6 0,034 7 0,006 7 0,006 9
8 40 079 46 047 54 011 55 ,008 7

7 17 098 42 034 47 015 49 ,008 63

6 29 095 13 ,028 14 014 15 ,006 18

5 7 »086 35 ,028 36 014 40 ,006 45

4 21 »062 28 ,042 32 014 36 ,003 36

3 8 091 8 036 9 009 9 ,009 9

2 18 1036 18 036 - . - - 18

10 10 6 0,052 7 0,012 6 0,012 8 0,002 10
9 50 084 53 045 61 018 63 ,007 90

8 22 095 24 ,050 28 012 30 ,007 40

7 40 ,087 46 ,036 50 016 56 ,006 70

6 18 092 20 ,042 22 019 24 ,009 30

5 7 ,061 8 019 8 ,019 9 004 10

4 14 084 15 046 18 010 18 010 20

3 24 070 27 ,028 30 007 30 ,007 30

2 9 ,091 10 ,030 . . . - 10

11 11 6 0,075 7 0,021 8 0,004 8 0,004 11
10 57 092 60 043 69 017 77 ,008 110

9 52 ,089 59 ,039 63 019 70 ,007 99

8 48 ,081 53 ,047 61 013 64 ,007 88

7 44 083 48 ,049 55 014 59 006 77

6 38 092 43 048 49 ,013 54 006 66

5 3s 074 39 044 4“4 014 45 ,010 55

4 29 ,098 33 ,038 40 007 40 ,007 44

3 27 055 30 022 33 ,005 33 ,005 33

) 20 077 22 026 - 2 . = 22
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c.d. wartosci krytyczne statystyki D, (o) Smirnowa zgodnosci dwéch

rozkladéw empirycznych®®

n m k
0,05 0,02 0,01

12 12 6 0,100 7 0,031 8 0,008 8 0,008 12
11 64 0,091 T2 0,050 77 0,017 86 0,009 132

10 30 0,093 33 0,049 37 0,020 40 0,007 60

9 19 0,078 21 0,041 23 0,018 25 0,007 36

8 13 0,091 15 0,032 16 0,018 17 0,009 24

7 46 0,098 53 0,034 58 0,017 60 0,010 84

6 8 0,046 8 0,046 9 0,015 10 0,004 12

s 36 0,096 43 0,033 48 0,010 50 0,007 60

4 9 0,048 9 0,048 10 0,016 11 0,005 12

3 9 0,088 10 0,044 11 0,018 12 0,004 12

2 11 0,066 12 0,022 - - - - 12

13 13 7 0,044 7 0,044 8 0,013 9 0,003 13
12 71 0,091 81 0,049 92 0,019 25 0,009 156
11 67 0,100 75 0,048 86 0,015 91 0,009 143
10 64 0,094 70 0,049 78 0,018 84 0,010 130
9 59 0,098 65 0,042 73 0,018 78 0,008 117
8 54 0,099 62 0,039 67 0,019 T2 0,009 104

7 50 0,094 56 0,046 63 0,017 65 0,007 91

6 46 0,086 52 0,034 54 0,019 59 0,007 78

s 40 0,087 45 0,040 50 0,015 52 0,007 65

4 35 0,089 39 0,038 44 0,013 48 0,004 52

3 30 0,071 33 0,036 36 0,014 39 0,004 39

2 24 0,057 26 0,019 26 0,019 - - 26

14 14 7 0,059 8 0,019 8 0,019 9 0,005 14
13 78 0,097 89 0,049 102 0,017 104 0,010 182

12 39 0,087 43 0,044 47 0,020 52 0,008 84
11 73 0,090 82 0,041 920 0,017 96 0,009 154

10 34 0,091 37 0,049 42 0,016 45 0,008 70
9 63 0,082 70 0,046 80 0,015 84 0,008 126

8 29 0,091 32 0,046 36 0,018 38 0,009 56

7 8 0,083 9 0,033 10 0,012 11 0,003 14

6 24 0,086 27 0,037 30 0,014 32 0,008 42

5 42 0,079 46 0,047 51 0,019 56 0,006 70

4 19 0,072 21 0,030 24 0,010 24 0,010 28

3 33 0,050 36 0,029 39 0,012 42 0,003 42

2 12 0,100 13 0,050 14 0,017 - . 14

15 15 7 0,075 8 0,026 9 0,008 9 0,008 15
14 92 0,100 98 0,044 111 0,017 123 0,009 210
13 87 0,088 96 0,047 107 0,019 115 0,008 195

12 28 0,078 31 0,040 34 0,017 36 0,010 60
11 76 0,099 84 0,048 95 0,018 102 0,009 165

10 15 0,077 16 0,050 18 0,018 20 0,006 30

9 38 0,073 25 0,042 28 0,015 30 0,007 45
8 60 0,086 67 0,042 75 0,014 81 0,010 120
7 56 0,079 62 0,047 70 0,014 75 0,009 105

6 17 0,087 19 0,040 21 0,016 23 0,006 30

5 10 0,052 11 0,023 12 0,009 12 0,009 15

4 40 0,086 34 0,042 48 0,018 52 0,008 60

3 11 0,086 12 0,049 14 0,010 14 0,010 15

2 26 0,088 28 0,044 30 0,015 - - 30

16 16 7 0,093 8 0,035 9 0,011 10 0,003 16
15 101 0,093 114 0,048 120 0,019 133 0,009 240

14 48 0,093 53 0,048 60 0,017 63 0,009 112

13 91 0,089 101 0,047 112 0,018 121 0,009 208

12 22 0,084 24 0,047 27 0,017 29 0,008 48

11 80 0,086 89 0,049 100 0,019 106 0,009 176
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c.d. wartosci krytyczne statystyki D, »(c) Smirnowa zgodnosci dwéch
rozkladéw empirycznych®”

n m o k
0,10 0,05 0,02 0,01
16 10 38 0,088 42 0,044 47 0,017 50 0,009 80
9 69 0,100 78 0,043 87 0,016 94 0,007 144
8 9 0,058 10 0,024 11 0,009 11 0,009 16
7 59 0,094 64 0,048 73 0,018 77 0,010 112
3 27 0,086 30 0,042 33 0,019 36 0,008 48
5 48 0,088 54 0,041 59 0,018 64 0,007 B0
4 11 0,070 12 0,034 13 0,014 14 0,006 16
3 36 0,072 39 0,041 45 0,008 45 0,008 48
2 14 0,078 15 0,039 16 0,013 - - 16
17 17 8 0,045 8 0,045 9 0,016 10 0,005 17
16 109 0,096 124 0,045 139 0,020 143 0,009 272
15 105 0,094 116 0,049 131 0,018 142 0,009 155
14 100 0,096 111 0,048 125 0,018 134 0,009 238
13 96 0,091 105 0,050 118 0,019 127 0,008 221
12 90 0,093 100 0,046 112 0,017 119 0,009 204
11 B85S 0,092 93 0,046 104 0,018 110 0,010 187
10 79 0,097 89 0,044 99 0,017 106 0,008 170
9 74 0,091 82 0,049 92 0,016 99 0,009 153
8 68 0,097 77 0,044 85 0,018 88 0,009 136
7 61 0,099 68 0,046 77 0,019 B4 0,007 119
6 56 0,084 62 0,040 68 0,016 73 0,010 102
5 50 0,094 55 0,048 63 0,015 68 0,005 85
4 44 0,085 48 0,046 56 0,012 60 0,005 68
3 36 0,098 42 0,035 45 0,018 48 0,007 51
2 30 0,070 32 0,035 34 0,012 - - 34
18 18 8 0,056 9 0,021 10 0,007 10 0,007 18
17 118 0,091 133 0,047 150 0,018 164 0,009 306
16 58 0,093 64 0,048 71 0,019 77 0,009 144
15 37 0,096 41 0,046 46 0,017 49 0,010 90
14 52 0,100 58 0,048 65 0,018 70 0,008 126
13 99 0,098 110 0,050 123 0,020 131 0010 | 234
12 16 0,094 18 0,042 20 0,016 21 0,010 36
11 88 0,097 97 0,048 108 0,019 118 0,009 198
10 41 0,099 46 0,047 52 0,016 54 0,010 90
9 9 0,088 10 0,041 11 0,017 12 0,007 18
8 36 0,088 40 0,040 44 0,017 47 0,010 72
7 65 0,095 T2 0,046 83 0,014 87 0,008 126
6 11 0,053 12 0,025 13 0,011 14 0,004 18
5 52 0,099 60 0,038 65 0,019 70 0,008 90
4 23 0,090 25 0,049 28 0,019 30 0,010 36
3 13 0,084 15 0,030 16 0,015 17 0,006 18
2 16 0,063 17 0,032 18 0,011 - - 18
19 19 8 0,068 9 0,027 10 0,009 10 0,009 19
18 133 0,097 142 0,049 160 0,019 176 0,009 342
17 126 0,095 141 0,046 158 0,018 166 0,010 323
16 120 0,096 133 0,048 151 0,018 160 0,009 304
15 114 0,100 127 0,048 142 0,020 152 0,010 285
14 110 0,098 121 0,047 135 0,019 148 0,008 166
13 104 0,097 114 0,046 130 0,018 138 0,009 247
12 99 0,090 108 0,050 121 0,019 130 0,010 228
11 92 0,094 102 0,049 114 0,018 122 0,009 209
10 85 0,089 94 0,047 104 0,019 113 0,009 190
9 80 0,092 89 0,046 99 0,016 107 0,009 171
8 74 0,097 82| 0049 93 0,018 98 0,010 152
7 69 0,088 76 0,044 86 0,016 91 0,009 133
6 64 0,082 70 0,043 77 0,019 83 0,009 114
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c.d. warto$ci krytyczne statystyki D, ,(et) Smirnowa zgodnosci dwéch
rozkladéw empirycznych®”

n m a k
0,10 0,05 0,02 0,01
19 5 56 0,082 61 0,043 70 0,015 m 0,009 95
4 49 0,077 53 0,041 57 0,019 64 0,008 76
3 42 0,073 45 0,045 51 0,013 54 0,005 57
2 32 0,095 36 0,029 3s 0,010 38 0,010 38
20 20 8 0,081 9 0,034 10 0,012 11 0,004 20
19 144 0,098 160 0,049 171 0,019 187 0,010 380
18 68 0,098 76 0,048 8s 0,019 91 0,009 180
17 130 0,099 146 0,048 163 0,019 175 0,009 340
16 32 0,089 35 0,049 39 0,020 41 0,009 80
15 25 0,079 27 0,046 30 0,019 32 0,010 60
14 57 0,095 63 0,049 71 0,019 76 0,009 140
13 108 0,099 120 0,049 135 0,018 143 0,009 160
12 26 0,091 29 0,043 32 0,018 3s 0,007 60
11 9% 0,096 107 0,046 18 0,020 127 0,010 220
10 10 0,062 11 0,029 12 0,012 12 0,005 20
9 84 0,095 93 0,049 104 0,020 111 0,010 180
-] 20 0,087 12 0,044 25 0,014 26 0,009 40
7 T2 0,085 T 0,043 91 0,016 93 0,008 140
6 33 0,082 36 0,038 40 0,016 44 0,007 60
s 12 0,085 13 0,047 15 0,012 16 0,005 20
4 13 0,087 15 0,027 16 0,013 17 0,007 20
3 41 0,095 48 0,040 54 0,011 57 0,005 60
2 17 0,087 19 0,026 20 0,009 20 0,009 20

*® Sporzadzono na podstawie [71].




15. Tablice statystyczne 403

15.18. Wartosci funkcji Laplace’a®”

d(x)=——[e 2du

x o) x o) x| ew x >@®
0,00 0000 : 031 i 0122 : 061 : 0229 : 091 0,319
001 | o004 i 032 : o012 : o : oz : 0% | o
002 | 0008 : 033 : 0129 | 06 . 0236 : 0 | 0324
003 | o012 | 034 | 0133 | o4 i o025 o094 | o032
004 | 0016 i 038 | 0137 | 06 | oz | 095 | o329
005 | 000 i o3¢ | o1e1 | og i o0ms . o9 | o3
I T T T N
ST L S S M A e L | e
0,08 0032 : 039 i 0152 : 069 : 0284 : 099 039
009 | 003 : o040 : o155 i o070 . 0288 + 100 | 0341
010 | 0040 ! o041 o018 | om : o261 : 101 | 0344
011 | 0044 o042 o163 | om | 0264 + 102 | 0346
012 | o048 | 043 | ose6 | 07 i 0267 1 105 | 0349
013 | 002 i o4 | ea i oz | o2 i 104 | o3t
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